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BLAISE PAscaL (1623 - 1662) in Von der Methode der geometrischen, d.h.
methodischen und vollkommenen Beweise®:

»lch will also das, was ein Beweis ist, [...] verstandlich machen [...] Vorher muf ich aber
die Idee von einer noch héheren und vollkommeneren Methode geben, wohin die Menschen
jedoch niemals gelangen koénnen: denn was tiber die Geometrie geht, geht tiber uns hinaus;
trotzdem ist es notwendig, etwas davon zu sagen, obgleich es unméglich zu verwirklichen
ist. Diese wahre Methode, welche Beweise in hochster Vollendung fiihren wiirde, wenn es
moglich wiére, sie zu erreichen, wiirde in zwei Hauptsachen bestehen:

FEinmal, keinen Begriff zu verwenden, dessen Sinn man nicht vorher deutlich erklért hatte,
zum anderen, niemals eine Behauptung aufzustellen, die man nicht aus schon bekannten
Wahrheiten bewiesen hétte; d.h. mit einem Wort, alle Begriffe zu definieren und alle
Behauptungen zu beweisen.”

Zitat aus KARL VORLANDER: Geschichte der Philosophie, Band 4, Philosophie der Neuzeit; Rowohlt Taschenbuchverlag Band
261/62, Miinchen 1966
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1. Einleitung, Aufgabenstellung

1.1. Einleitende Worte

In den letzten Jahrzehnten, in denen die Computer immer schneller wurden und Speicher-
platz zugleich immer giinstiger wurde, wuchs nicht nur die Anzahl der von den Maschinen
zu verarbeitenden Daten sondern auch der Wunsch der Anwender nach komfortabler
Darstellung derselben.

In der Computer-Spiele-Industrie wird diesem Wunsch nach komfortabler Darstellung
seitens der Computer-Spieler durch immer bessere 3D-Simulation von physikalischen
Ereignissen der realen Welt, z.B. Bewegung der Haare oder Reflexion von indirekter
Beleuchtung, nachgekommen. Die berechnete Datenflut kann hier teilweise durch eine
moglichst natiirliche Darstellung versteckt werden, die es dem Menschen erlauben soll,
moglichst viele seine Sinne intuitiv zu gebrauchen.

Das Problem ist jedoch deutlich anders gelagert, wenn es um die Darstellung abstrakter
Daten geht.

Abstrakte Daten fallen in fast allen Bereichen der Wissenschaft, Technik, Life Sciences'
usw. an. Kaum eine Wissenschaftsdisziplin kommt heute noch ohne Unterstiitzung durch
den Computer aus.

So verwundert es nicht, dass nicht nur im Spiele-Sektor die Daten, die von immer
komplexeren oder raffinierteren Methoden ver- oder bearbeitet werden, rapide anwachsen
sondern auch in allen anderen Bereichen des ,digitalen Lebens®,

Es gibt Statistiken, welche besagen, dass sich die Menge elektronisch verfiigharer Daten
etwa alle 20 Monate verdoppelt. Dieses exponentielle Wachstum kann man in nahezu allen
Lebensbereichen beobachten, sei es das Web (Internet), elektronische Datenbanken im Un-
terhaltungsbereich, Sensordaten bei technischen Systemen, Messungen in biomedizinischen
Bereichen, Daten im Bereich der Intensivmedizin etc.

Diese Datenflut stellt vollig neue Anforderungen an die Benutzer: Es ist aufgrund der
schieren Menge der Daten in der Regel unmoglich, alle Daten tiberhaupt anzusehen —
geschweige denn manuell sinnvolle Schliisse aus ihnen zu ziehen.

! Unter Life Sciences versteht man Forschungsrichtungen und Ausbildungsginge, die sich mit Prozessen
oder Strukturen von Lebewesen beschéftigen oder an denen Lebewesen beteiligt sind. Aufler der
eigentlichen Biologie umfasst sie auch verwandte Bereiche, wie Biochemie, Molekularbiologie, Biophysik,
Bioinformatik oder Biodiversitdtsforschung — Die Biodiversitatsforschung betrachtet die Biodiversitét,
das ist die biologische Vielfalt, d.h. die Vielfalt der Arten auf der Erde, die genetische Vielfalt sowie
die Vielfalt von Okosystemen. — Das Methodenspektrum von Life Science kann fast das gesamte
naturwissenschaftliche Gerdte- und Analyseninventar umfassen und auch in Bereiche der Human-
und Sozialwissenschaften hineinreichen. Die methodische Arbeit und das theoretische Riistzeug ist
demzufolge haufig stark interdisziplinér, hat aber einen klaren Bezug zu Lebewesen.
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Vollig neue Anforderungen und Probleme an Methoden der Aufbereitung und Présentation
von Daten resultieren daraus: Wéahrend friither eine effiziente und persistente Speicherung
von Daten eines der Hauptaugenmerke war, verschiebt sich der Schwerpunkt immer mehr
zu kompakten und intelligenten Prasentationen der Daten, so dass der Benutzer trotz der
Datenflut die fiir ihn relevante sinnvolle Information, also die Daten von Interesse, finden
kann.

Eine besondere Anforderung an digitale Systeme und ihre Entwickler stellt sich haufig
dadurch, dass die Daten auf Grund ausgereifter Sensorik und Messtechnik immer feiner
aufgelost werden kénnen. Mathematisch entspricht dieses einer rapiden Zunahme der
Datendimensionalitat.

Wissenschaftliche Daten sind heute selten auf drei Dimensionen beschrankt, die direkt
visualisiert werden konnen, sondern umfassen mehrere hundert oder tausend Dimensionen
— etwa bei Analysen von Massenspektren oder bei Zeitreihenanalysen der fein aufgelosten
zeitlichen Signale von EEG, EKG. Gerade auch hier ist dennoch der Wunsch nach
einpragsamer visueller Darstellung gewachsen, die allerdings so ohne weiteres nicht moglich
ist. Sicherlich ist es immer mdoglich wissenschaftliche Daten in Form von Tabellen und
Zahlenkolonnen aufzufiihren. Diese Art der Darstellung ist jedoch fiir den menschlichen
Betrachter vor dem Bildschirm weder einpragsam noch tibersichtlich. Es stellt sich hier
also die Aufgabe der adaquaten Visualisierung grofier hochdimensionaler Datenmengen.
Dabei ist es vollig unabhéngig, ob die geraume Anzahl von Daten in einer Datenbank, in
einem vernetzten Datenbanksystem, einem ganzen Datawarehouse oder ganzlich
anderen Systemen digital abgelegt und verwaltet wird: Es stellt sich immer die Frage
nach der intuitiven Datenreprisentation und Visualisierung.
Datenreprasentation und Visualisierung stellen ein zentrales Gebiet des Data-Minings,
des ,Daten-Bergbaus®, dar. Umgekehrt ist das Data-Mining eine der zentralen Techniken
im Informationszeitalter, um die verfiigharen massiven elektronischen Daten fiir den
Menschen iiberhaupt noch zuganglich zu machen.

So wie die Bergleute, unterstiitzt durch Modellvorstellungen tiber den Aufbau der Erde
der Kollegen aus der Geophysik, mit schweren Maschinen nach Bodenschétzen graben,
muss sich heute der informationsverarbeitende Mensch durch vorhandene Datenberge —
z.B. das Internet — auf der Suche nach den fiir ihn niitzlichen Informationen graben.
Heute wird vermehrt Data-Mining betrieben, um an relevante Informationen zu gelan-
gen.

Intelligente Data-Mining Methoden sind hier unverzichtbar und begriinden einen ent-
schiedenen Wettbewerbsvorteil fiir unterschiedlichste Bereiche, sei es im e-Business, der
Biotechnologie oder der Aquise von Fordermitteln etc:

Denn heute wird nicht mehr nur nach dem klassischen Prinzip EVA — Eingabe, Verarbei-
tung, Ausgabe — gearbeitet.

Im Rahmen dieser Arbeit geht es um einen zentralen Aspekt des Data-Minings: Die
Visualisierung von massiven, hochdimensionalen Daten in einem dafiir geeigneten — gege-
benenfalls nicht-EUKLIDischen — Format.

Genauer soll eine Methode mathematisch und algorithmisch unterlegt werden, die in letzter
Zeit zur Visualisierung von grossen Datenbanken etwa im Bereich von Textdatenbanken
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des Internets benutzt wird und sich als sehr vielversprechend erwiesen hat: Es geht um
sogenannte hyperbolische selbstorganisierende Karten.

Der Begriff einer Karte ist dabei durchaus historisch zu sehen:

Das Wissen der Kartographie, d.h. Wissen wie man Karten erstellt, hat Jahrhunderte lang
wirtschaftliche und politische Auswirkungen gehabt. Gute Seekarten konnten gar tiber
Menschenleben entscheiden: Seeleute mit guten Karten konnten besser navigieren, konnten
die Menge der bendtigten Nahrungsmittel besser schétzen als Seeleute mit schlechten
oder gefalschten Karten.

Viele kennen sicherlich das Problem, dass sie in einer Internet-Suchmaschine ein bestimm-
tes Suchwort eingeben aber zunéchst nicht direkt das finden, was sie eigentlich gesucht
hatten. Anders als in der realen uns umgebenden Welt, auf deren zeitlich verdnderlichen
haufig dreidimensionalen Informationen unsere Sinnesorgane angepasst sind, geht es hier
allerdings um abstrakte und virtuelle Informationen, die geeignet représentiert werden
sollen. Genau fiir dieses Problem wére eine visuelle zweidimensionale Karte hilfreich: Eine
Karte, die das Ergebnis einer ,;selbststandigen Datenverarbeitung® ist, in der ahnliche
Informationen nahe beieinander und unéhnliche Informationen moglichst weit auseinander
liegen, und die es ermoglicht, innerhalb der Daten visuell zu navigieren.

Eine Herausforderung ist es dabei, eine visualisierbare zweidimensionale Karte topologie-
erhaltend an die gegebenen abstrakten Daten, die gegebenenfalls in einem vollig anderen,
evtl. nicht-EUKLIDischen Raum liegen, anzugleichen.

In diesem Bereich gibt es prominente und sehr erfolgreiche Modelle des Data-Mining:
Das KOHONEN-Netz, welches auch KOHONEN-Karte oder selbst-organisierende
Karte (engl. self-organizing map (SOM)) genannt wird, wurde von TEUVO KOHONEN?
entwickelt. Die Grundidee der SOM besteht darin, eine Struktur von zusammenhéngenden
Verarbeitungseinheiten, den Neuronen, zu erstellen, die um das Signal konkurrieren.
Bei der Entwicklung der SOM wurden dabei Ideen der Neurobiologie, insbesondere der
vielfalltig untersuchten Kartenbildung im menschlichen visuellen oder sensomotorischen
Cortex ibernommen und ein entsprechend einfaches, kognitiv plausibles Modell entwickelt,
das aufgrund seiner Einfachheit und Leistungsféahigkeit weite Verbreitung fand. Die SOM
definiert eine (nicht lineare) Abbildung von vektoriellen Eingabedaten auf ein in der Regel
zweidimensionales Feld von Knotenpunkten. Die Abbildung wird so berechnet, dass die
topologischen Zusammenhénge im Eingaberaum erhalten bleiben. Dariiber hinaus spiegelt
die Abbildung auch die lokale Datendichte wider: Bereiche des Eingabedatenraumes,
die durch mehr Daten reprasentiert werden, werden auf groflere Bereichen der SOM

2 TEUvo KOHONEN (* 11. Juli 1934) ist ein finnischer Ingenieur. Er ist emeritierter Professor der
Akademie von Finnland und der Technischen Universitiat Helsinki, deren einflussreiches Neural
Networks Research Centre er 1994 griindete. KOHONENs Forschungsgebiet umfasst die Theorie der
Selbstorganisation, Assoziativspeicher, Neuronalen Netze bzw. Kiinstlichen Neuronalen Netze und
Mustererkennung. Er erhielt verschiedene Auszeichnungen:

o IEEE Neural Networks Council Pioneer Award (1991)
o International Neural Network Society Lifetime Achievement Award (1992)
o Technical Achievement Award der IEEE Signal Processing Society (1995)

¢ King-Sun Fu Prize der International Association for Pattern Recognition (1996)
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abgebildet. Dieses Modell kann direkt zur Visualisierung hochdimensionaler Daten im
EukLiDischen Raum verwandt werden. Zahlreiche Anwendungen der SOM reichen
von der Telekommunikation und Robotik tiber die Visualisierung grofler Web-
und Textdaten bis hin zur Datenbionik.

Obwohl die Struktur des Netzes willkiirlich gewahlt werden kann, unterstiitzen die mei-
sten Implementationen nur rechteckige oder lineare Karten. Klassische SOMs verbleiben
im EUKLIDischen zweidimensionalen Raum. Dieses kann allerdings Probleme bereiten:
Die inharente Struktur etwa von Textdatenbanken oder Webseiten obliegt in der Regel
keiner EUKLIDischen Nachbarschaftsstruktur. Es ist bekannt, dass die Vernetzung etwa
von Webseiten oder sozialen Beziehungen charakteristische Eigenschaften vorweisen, die
sehr viel besser durch sogenannte skalenfreie Netze beschrieben werden konnen. Diese
zeichnen sich insbesondere dadurch aus, dass einige Elemente einen sehr hohen Verkniipf-
ungsgrad aufweisen und die durchschnittliche Pfadlénge zwischen beliebigen Knoten sehr
klein ist. Es ist nicht zu erwarten, dass derartige topologischen Zusammenhénge adédquat
in einem EUKLIDischen Raum dargestellt werden konnen, d.h. jede Visualisierung solcher
Daten durch eine Standard-SOM unterliegt notwendigerweise topologischen Verwerfungen
und stellt die Wirklichkeit nur verzerrt dar.

HELGE RITTER® fithrte 1999 in seiner Verdffentlichung ,,Self-Organizing Maps on non-
euclidean Spaces“ [Rit1999] eine Erweiterung der SOM ein, bei der das Neuronengitter
in einen hyperbolischen Raum eingebettet wird: Die hyperbolic self-organizing map
(HSOM).

Die Nutzung des hyperbolischen Raumes, der eine allseitige negative Kriimmung
besitzt und wegen des nicht giiltigen EUKLIDischen Parallelenaxioms schon von ma-
thematischem Interesse ist, ermoglicht die Verarbeitung von Daten, die beispielsweise
eine Baumstruktur aufweisen und daher einen exponentiell wachsenden Speicherplatz
und zur sinnvollen visuellen Darstellung einen ebenso exponentiell wachsenden Raum
bendtigen. Die Anforderung fiir die Darstellung kann der EUKLIDische Raum, in der die
SOM arbeitet, nicht liefern, denn der Platz im EUKLIDische Raum wachst nur linear und
keinenfalls exponentiell an. Das bedeutet, der hyperbolische Raum offeriert eine ideale
Moglichkeit, komplexe nicht-EUKLIDische Datenstrukturen wie etwa Webdatenbanken
oder Textsammlungen adaquat in einer intuitiven Weise darzustellen.

Es ist bemerkenswert, dass der hyperbolische Raum in der Literatur zur Datenvisualisie-
rung auch an anderen Stellen rege benutzt wird. Etwa zur Einbettung von phylogenetischen
Baumen® der Biologie ist er eine der gebrauchlichen Methoden.

3 HELGE RITTER (* 17. Mérz 1958 in Naila) ist ein deutscher Neuroinformatiker. RITTER studierte
Mathematik und Physik. Er promovierte an der TU Miinchen im Bereich der theoretischen Physik.
Als Thema wéhlte er ,,Selbstorganisierende Neuronale Karten“. Nach einem Gastaufenthalt bei TEUVO
KOHONEN in Helsinki folgte er nach mehreren verschiedenen Aufenthalten einem Ruf an die Universitat
Bielefeld, wo er seit 1990 die Arbeitsgruppe Neuroinformatik leitet. In Fachkreisen bekannt wurde
RITTER vor allem durch seine Arbeiten auf dem Gebiet Self-Organizing Maps, wo er den Begriff der
Hyperbolischen Self-Organizing Map einfithrte. Mit dem SEL Alcatel Forschungspreis Technische
Kommunikation wurde RITTER 1999 ausgezeichnet. Und 2001 erhielt er den héchstdotierten deutschen
Forderpreis, den Leibniz-Preis.

4 Ein phylogenetischer Baum ist eine Struktur, der die evolutioniren Beziehungen zwischen verschiedenen
Arten oder anderen Einheiten, von denen man vermutet, dass sie einen gemeinsamen Vorfahren
besitzen, darstellt. In einem phylogenetischen Baum représentiert jeder Knoten mit Vorfahren den
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Die Bedeutung des hyperbolischen Raums zur Datenvisualisierung wird auch dadurch
unterstrichen, dass nahezu jeglicher Gebrauch in diesem Zusammenhang in den USA mit
Patenten belegt ist.

In dieser Arbeit geht es um Grundlagen im Zusammenhang mit der Datenvisualierung im
hyperbolischen Raum und spezieller der Darstellung von Daten durch eine hyperbolische
SOM (HSOM). Allgemein geht es um die Frage: Wie kann man den hyperboli-
schen Raum zur Darstellung komplexer Daten auf EUuKLIDischen Monitoren
benutzen?

In den Arbeiten von Helge Ritter wurde bereits ein System vorgestellt, dass erfolgreich
implementiert wurde und sich in mehreren Anwendungen als sehr vielversprechend erwies.
Das Ergebnis Ritters Arbeit ist ein Modell zur Darstellung komplexer Daten, die einge-
bettet in den hyperbolischen Raum sind. Dieses ist bezogen auf die zugrundeliegenden
mathematischen Grundlagen notwendig beschrénkt. Versucht man Ritters Arbeit nachzu-
vollziehen, st6Bt man allerdings auf einige Probleme: In den Originalarbeiten zur HSOM
wird im Wesentlichen nur ein Modell verwandt, das eine Visualisierung zwar zulésst, aber
numerische Instabilitdten an Randbereichen aufweist sowie nur eine massige elegante
Formulierung zulasst.

Es gibt im Rahmen der mathematischen Geschichte mehrere Modelle des hyperbolischen
Raums, die jeweils Vor- und Nachteile bezogen auf die Moglichkeit der Visualisierung,
numerische Stabilitdt, Handhabbarkeit geometrischer Operationen etc. aufweisen.

Ziel dieser Diplomarbeit ist es, die mathematischen Hintergriinde der HSOM strukturiert
aufzuarbeiten bzw. herzuleiten, so dass eine Formulierung der mathematischen Operatio-
nen in jedem — und nicht nur in einem — der gebrauchlichen Modelle des hyperbolischen
Raums moglich wird. Davon ausgehend soll dann eine elegante algorithmische Umsetzung
vorgeschlagen werden, die numerische Stabiltat erwarten lésst.

Aufgrund des Umfangs dieser Bereiche soll zwar dabei auf eine konkrete Implementation
verzichtet werden, jedoch die Algorithmik wird in Form von Pseudocodes vorgestellt.

1.2. Aufgabenstellung und Leistungen der Arbeit

Wie bereits erwihnt, besteht die Aufgabenstellung dieser Arbeit in einer systematischen
Aufarbeitung der mathematischen Hintergriinde im Zusammenhang mit hyperbolischen
Karten, sowie einer davon abgeleiteten Algorithmik zu einer numerisch stabilen Umsetzung
der Verfahren. Hintergrund ist, dass in der Literatur zu hyperbolischen selbstorganisieren-
den Karten in dem Sinne nur unzureichend auf die geometrischen Modelle eingegangen
wird, die notig sind, um eine HSOM darzustellen, als dass im Wesentlichen ein konkretes
Modell des hyperbolischen Raums verwandt wird. Alternative Darstellungen werden
erwahnt, allerdings ohne die konkreten Umrechnungen, d.h. ohne dass die dazugehorigen
kommutativen Diagramme aller fiir die Umsetzung der HSOM benétigten Operationen
ausgefiihrt werden. Die in der Literatur vorgeschlagene HSOM ist zwar funktionsféahig,
und bezogen auf die Visualisierung optimiert worden, aber aufgrund des dort gewéhlten

néchsten gemeinsamen Verwandten dieser Vorfahren. Die Lange der Kanten, das sind die Verbindungen
zwischen den Knoten, entspricht meist der geschétzten Zeit, in der sich die Arten separiert haben,
oder der Anzahl der Mutationen, die wiahrend dieser Entwicklung passierten.
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Modells lassen sich etwa numerische Instabilitdten erwarten, und die Generierung der
Gitter ist nicht unbedingt mathematisch elegant.

In dieser Diplomarbeit werden alle gebrauchlichen Modelle des hyperbolischen Raums
berticksichtigt in dem Sinn, dass fiir jedes Modell alle fiir die HSOM benétigten Operatio-
nen spezifiziert werden und so ein Wechsel zwischen den Modellen moglich wird. Damit
kann je nach Anforderung in unterschiedlichen Modellen gerechnet werden. Es ergibt sich
so eine elegante Formulierung insbesondere auch des Gittergenerators sowie ein deutlich
flexibleres geometrisches Gesamtpaket. Auf dieser Basis wiére eine tatséchliche Umsetzung
problemlos méoglich, allerdings aufgrund des Umfangs deutlich jenseits dieser Arbeit.

Die Aufgabe dieser Diplomarbeit besteht also in:
o der prézisen geometrischen Fundierung der HSOM,

o der Beschreibung von Schnittstellen zwischen verschiedenen Modellen zur Repréasen-
tation der hyperbolischen Ebene,

o der Beschreibung der Vor- und Nachteile der Repréasentationen fiir eine Visualisie-
rung,

o der Sperzifikation der notigen Funktionalitit eines Gittergenerators

o der Erarbeitung von zugehorigen exakten Formeln sowie dem algorithmischen
Design.

Der hyperbolische Raum stellt mathematisch auch deswegen ein interessantes Objekt
dar, weil seine Entdeckung unter anderem den Nachweis — dass namlich das EUKLIDische
Parallelenaxiom tatsachlich als Axiom der EUKLIDischen Geometrie notwendig ist —
moglich machte - und somit ein historischer mathematischer Streit beendet wurde.
Dementsprechend ist der hyperbolische Raum eingeordnet in historisch wichtige Schrift-
stiicke, in denen versucht wird, zentrale Begriffe der Geometrie exakt axiomatisch zu
fassen. Um diesen Hintergrund deutlich zu machen, steht am Anfang der Arbeit ein
‘historisches” Kapitel, in dem Grundbegriffe der Geometrie axiomatisch eingefithrt werden.
Es schliefit sich ein Kapitel an, in dem der zentrale Begriff der Kriimmung diskutiert
wird — der hyperbolische Raum zeichnet sich durch eine konstant negative Kriimmung aus.
Danach folgt in drei Kapiteln das Herzstiick der Arbeit: Es werden die unterschiedlichen
Modelle des hyperbolischen Raums, die in der Literatur gebrauchlich sind, vorgestellt,
und es werden Aquivalenzen zwischen diesen Réumen hergeleitet in dem Sinne, dass
alle fiir die hyperbolische SOM relevanten Basisoperationen in jedem dieser Modelle
moglich werden sowie eine Umrechnung zwischen den Raumen jederzeit moglich ist. Die
dazu bendétigten Formeln konnten dabei nur zum Teil der Literatur entnommen werden,
zu einem grossen Teil mussten sie hergeleitet werden. In einem weiteren Kapitel wird
darauf aufbauend ein eleganter und numerisch stabiler Gittergenerator hergeleitet sowie
prazisiert, wie dieses auf dem Bildschirm konkret visualisiert werden kann.
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Dieses Kapitel ist vor dem Hintergrund der geschichtlichen Einfithrung des hyperbolischen
Raums in die Mathematik zu sehen: Es wurde darum gerungen, wie das anschauliche
Gebiet der Geometrie axiomatisch gefasst werden kann, ohne sich durch die Anschauung
irrefithren zu lassen. Besonders deutlich wird dieses durch das Parallelenaxiom, fiir das
lange unklar war, ob es als Axiom benétigt wird, oder ob es aus den anderen Axiomen
bereits folgt. Die Entdeckung des hyperbolischen Raums konnte hier Klarheit schaffen. In
einem historischen Riickblick sollen in diesem Kapitel viele Grundbegriffe der Geometrie,
die zum genauen Verstandnis notig sind, prazise eingefithrt werden.

Kapitelinhalt. In diesem Kapitel werden zunédchst ganz kurz ein paar generelle An-
merkungen zur (axiomatischen) Herangehensweise der Mathematik gemacht und etwas
Allgemeines tiber Axiomensysteme berichtet, dann wird ein Einblick in die Geschichte der
Geometrie gegeben. Im Hauptteil dieses Kapitels wird ein Axiomensystem fiir Geometrie
vorgestellt, in welchem dann auch die fiir die weitere Arbeit wichtigen Begriffe wie z.B.
Gerade, Strecke, Kreis, Dreieck eingefiihrt werden.

2.1. Die ,,ABC-Problematik*

Es gibt grundsétzlich verschiedene Moglichkeiten sich mit mathematischen Problemen
auseinanderzusetzen. Als Erklarung mag die Formulierung von HERBERT ZEITLER aus
[Z€i1970] dienen, er schreibt wortlich':

Diese Problematik erldutern wir am Beispiel eines Spielers, etwa des Schach-
spieles.

Die Grundelemente des Schachspiels sind Figuren. Da gibt es Springer,
Tiirme, ... Was wir uns unter diesen Worten vorstellen, ist fiir den Spielablauf
vollig belanglos. Der Springer braucht nicht unbedingt das Aussehen eines
Pferdekopfes zu haben. Es ist auch gleichgiiltig, ob die Figuren aus Holz oder
Elfenbein hergestellt sind. Besonders routinierte Spieler verzichten sogar vollig
auf die Verwendung solcher Figuren, sie spielen ,,blind".

Dies zeigt, dall das wahre Wesen des Spiels in seinem logischen Autbau liegt.
Die Grundlage dazu bildet ein System von Spielregeln, das die Funktionen der

L Auf Seite 90 seines Buches [Zei1970]
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einzelnen Figuren erfafit. Da ist auch genau festgelegt, was man unter dem
,Schach“ versteht, unter dem ,Matt*, ...

Kennt man alle Regeln, so kann man ,,blind“ spielen. Die wirklichen Figuren
stellen dann nur noch eine Veranschaulichung, eine Interpretation dar.

Ganz genauso ist es in der Mathematik, speziell in der Geometrie. Mit einem
System von Spielregeln, den Axiomen, betreibt man abstrakte Geometrie,
man spielt ,blind“ Fiir eine solche Geometrie gibt es dann verschiedenarti-
ge Veranschaulichungen, verschiedene Modelle. Man kann sagen, daf jedes
mathematische Gebiet heute nach drei Gesichtspunkten behandelt wird. Wir
sprechen kurz von der ABC-Problematik.

A. Aufstellen eines Axiomensystems (System von Spielregeln)
B. Abstrakte Geometrie (,,Blindspiel“)
C. Modellgeometrie (Spiel mit Figuren)

2.2. Aufstellung von Axiomensystemen

Axiome — damit auch ganze Axiomensysteme — lassen sich nach [Zeil970] auf zwei
diametrale? , d.h. vollig verschiedene, Arten aufstellen.

Heteronome Syteme:

In den beobachtenden Wissenschaften sucht man nach Gesetzméfigkeiten, die hinter
mehr oder weniger anschaulichen, z.B. physikalischen, Gegebenheiten stecken. Axiome
werden aus diesen Gesetzméfiigkeiten gleich einem logischen Skelett herausprapariert.
Offensichtlich steht hier am Anfang ein Modell.

Autonome Syteme:

Solche Axiomensysteme werden willkiirlich aufgestellt; so ist es moglich ein privates
Regelsystem fiir eine irgendwie perséonliche Geometrie aufzustellen. Daraus wird dann
eine abstrakte Geometrie entwickelt, und zum Schluss erst sucht man nach einem Modell,
nach einer Veranschaulichung (Problem C der oben genannten ABC-Problematik). Durch
solch ein Vorgehen erhilt die Mathematik einen schopferischen® Aspekt.

2.3. Geschichtliches zur Geometrie

Das Werk FElemente des griechische Geometers EUKLID? galt iiber 2000 Jahre als un-
antastbare Grundlage der Geometrie. Es diente als Vorbild fiir das (moderne) Streben

2 Das Adjektiv diametral ist abgeleitet von Diameter (von griechisch onatpw = ,Teilen“ und
ueTpo = ,Messen®).

3 Im Anfang war das Wort [...] Alles ist durch das Wort geworden, und ohne das Wort wurde nichts,
was geworden ist. Bibel, NT, Johannes: 1,1 + 1,3

4 EUKLID VON ALEXANDRIA (griechisch EukAetdns Eukleides; latinisiert Euclides; * ca. 365 v. Chr.
vermutlich in Alexandria oder Athen; fca. 300 v. Chr.) war ein griechischer Mathematiker. Er
beschiftigte sich neben Mathematik mit Naturphdnomenen, z.B. der Physik und Astronomie. Auch
befasste er sich mit Musiktheorie (Die Teilung des Kanon).
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nach Formalisierung und Axiomatisierung. In diesem Werk fiihrte EUKLID nicht nur sehr
viele Definitionen, die mit den Dingen vertraut machen sollten, auf; sondern er stellte
den Definitionen fiinf der Geometrie eigentiimlichen Axiome voran, die der Anschauung
entnommen waren. Auf diese Anschauung durfte an spéaterer Stelle dann jedoch nicht
mehr direkt Bezug genommen werden. Beweise sollten sich nur auf die in den Axiomen

ausgesprochenen Voraussetzungen stiitzen.
EUKLID fordert (Siehe z.B. [Moh1930]):

1. dass man von jedem Punkte zu jedem Punkte eine Gerade ziehen kann;
2. und dass man jede begrenzte Gerade ununterbrochen verlangern kann;

3. und dass man um jeden Mittelpunkt mit jedem Radius einen Kreis beschreiben
kann;

4. und dass alle rechten Winkel einander gleich sind;

5. (Parallelenaxiom) und wenn eine Gerade zwei andere Geraden schneidet und mit
ihnen auf derselben Seite innere Winkel bildet, die zusammen kleiner als zwei
Rechte sind, so sollen jene beiden Geraden, ins Unendliche verléngert, auf der Seite
zusammentreffen, auf der die Winkel liegen, deren Summe kleiner als die Summe
zweier rechter Winkel ist.

Das Bestreben von DAVID HILBERT® war es, die bislang sehr der Anschaulichkeit verhaf-
tete, noch im Wesentlichen auf EUKLID zurtickgehende Geometrie moglichst vollstéandig
von irgendwelchen Begriffen aus der Anschauungswelt abzulésen und rein axiomatisch zu
begriinden. Eine solche axiomatische Begriindung erschien HILBERT und vielen mathe-
matischen Zeitgenossen unbedingt notwendig, da die zuvor verwendeten Begriffe aus der
Anschauungswelt nicht die notwendige mathematische Exaktheit hatten und das darauf
erbaute mathematische Gebaude der Geometrie somit auf ,wackeligen Fiilen“ zu stehen
schien.

Die HiLBERTsche Formulierung des EUKLIDschen Parallelenaxioms lautet:

Es sei a eine beliebige Gerade und A ein Punkt auflerhalb a; dann gibt es in
der durch a und A bestimmten Ebene hochstens eine Gerade, die durch A
lauft und a nicht schneidet.

2.4. Ubersicht iiber ein Axiomensystem

Die Axiome der Geometrie verteilen sich nach HANS MOHRMANN[Moh1930] auf drei
Hauptgruppen derart, dass die erste Gruppe die volle Grundlage der projektiven Geo-
metrie eines nicht-abgeschlossenen (dreidimensionalen) Kontinuums ergibt, die beiden
ersten Gruppen zusammengenommen die volle Grundlage der sogenannten absoluten

SDAvVID HILBERT(* 23. Januar 1862 in Konigsberg, Ostpreufien; 114. Februar 1943 in Goéttingen) war
deutscher Mathematiker. Sein Werk ist grundlegend in den meisten Sparten der Mathematik und der
mathematischen Physik.
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Geometrie und damit auch, bei passender Charakterisierung, der im engeren Sinne Nicht-
EukvLiDischen Geometrien bilden, wahrend die dritte nur aus einem Axiom bestehende
Gruppe aus der absoluten die EUKLIDische Geometrie aussondert. Will man das jeweils
umfassendste offene Kontinuum zu Grunde legen, so bedarf es noch eines Vollstandig-
keitsaxioms (2.4.4).

Die erste Gruppe enthélt lineare, ebene Axiome und ein raumliches Axiom, die zweite sowie
dritte Gruppe ausschliellich lineare und ebene Axiome.® Die linearen und ebenen Axiome
der ersten Gruppe (sieche 2.4.1) allein reichen zur Begriindung der projektiven Geometrie
des zweidimensionalen Kontinuums nicht aus. Sie geniigen dagegen in Verbindung mit
den Axiomen der zweiten Gruppe (siehe 2.4.2) — den Axiomen der Kongruenz — zur
Begriindung der Nicht-EUKLIDischen Planimetrie, obwohl in dieser (ebenso wie in der
EukLiDischen) die projektive Geometrie giiltig ist.

2.4.1. Die projektiven Axiome (l. Gruppe)

Definition 2.1. (Punkt): Das Element der Punktgeometrie ist der Punkt. Der Punkt
als solches besitzt keine Ausdehnung, keine Grofle.

1,01 Es gibt wenigstens zwei voneinander verschiedene Punkte.

1,02 Zwei voneinander verschiedene Punkte A und B bestimmen eine Menge von Punkten,
>
die wir g-Linie” nennen. AB ist die durch die beiden Punkte A und B festgelegte
g-Linie.

1,03 Irgend zwei voneinander verschiedene Punkte einer und derselben g-Linie bestimmen
genau diese g-Linie.

1,04 Wenn A, B, C' Punkte einer g-Linie sind, und B zwischen A und C' liegt, so liegt B
auch zwischen C' und A.

1,05 Wenn A und C' zwei voneinander verschiedene Punkte einer g-Linie sind, so gibt es
stets einen Punkt B, der zwischen A und C' liegt, und wenigstens einen Punkt D,
so dass C' zwischen A und D liegt.

1,06 Unter irgend drei voneinander verschiedenen Punkten einer g-Linie gibt es stets
einen und nur einen, der zwischen den beiden anderen liegt.

Definition 2.2. (Strecke): Betrachten wir auf einer g-Linie zwei voneinander verschie-
dene Punkte A, B. Das System der beiden Punkte A und B heifle Strecke.

AB ist die Strecke, die durch die Punkte A und B begrenzt ist.

Alle Punkte P; zwischen A und B liegen auf oder innerhalb der Strecke: P, € AB.

Alle anderen Punkte P;(i # j) der g-Linie liegen aufierhalb der Strecke: P; ¢ AB.

SHANS MOHRMANN bezieht sich bei #hnlicher Aussage auf HILBERT. Jedoch weicht MOHRMANN an
einigen Stellen von der HILBERTschen Sortierung mit Begriindung ab.

"g-Linie: Das g steht fiir Geometrie. Dies ist ein Vorgriff darauf, dass Linien in verschiedenen Geometrien
unterschiedlich dargestellt werden kénnen.
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1,07 (Stetigkeitsaxiom®) Jedem Punkt einer Strecke entspricht eine reelle Zahl eines
Intervalls und umgekehrt.

1,08 Es gibt wenigstens drei nicht auf einer und derselben g-Linie gelegene Punkte.

I,09 Wenn A, B, C irgend drei nicht in einer und derselben g-Linie gelegene Punkte
sind, D ein Punkt der Strecke BC und E ein Punkt der Strecke AD ist, dann gibt
es einen der Strecke AB angehérigen Punkt F' derart, dass E auf der Strecke CF
liegt.

Definition 2.3. (Dreieck, Seite, Eckpunkte, Inneres, Rand): Es seien A, B, C
drei voneinander verschiedene nicht auf ein und derselben g-Linie gelegen Punkte. Die
Strecke AB heile ¢ und BC heifle a sowie CA heifle b. Die Menge T aller Punkte, die
auf den Strecken von Punkten auf a zu Punkten auf b liegen, vereinigt mit der Menge
aller Punkte, die auf den Strecken von Punkten auf a zu Punkten auf ¢ liegen, vereinigt
mit der Menge aller Punkte, die auf den Strecken von Punkten auf b zu Punkten auf ¢
liegen, heifit gefiilltes Dreieck (filled triangle).

Formal: -
T = {P|P e XY, VX, Y mit X €caAY €b}

U {P|Pe XY ,VX,Y mit X €eaAY €c}

U {P|P e XY ,VX,Y mit X ebAY € ¢}
a, b, ¢ heiflen die Seiten des Dreiecks.
Der Rand des gefiillten Dreiecks T ist bestimmt durch die Menge aller Punkte P;, die auf
den drei Seiten a, b, ¢ liegen, und wird Dreieck (triangle) genannt:

T=0(T)={P|P,caVvP ebVPec}

Die nicht auf den Seiten liegenden Punkte von T heiflen innere Punkte, sie bestimmen
das Innere des Dreiecks — oder seltener offene Dreiecksfliche:

T =int(T)=T\T
A, B, C heiflen Eckpunkte. Mit den Eckpunkten 1&8t sich das Dreieck T" angeben als
T = (ABC).
Bemerkung. Ein Dreieck T ist sein eigener Rand (7). In Zeichen: T = 0(T) .

Definition 2.4. (E-Fliche): Die Menge aller Punkte auf allen g-Linien, die mehr als
einen Punkt gemeinsam mit dem Dreieck haben, werde E-Fldiche (Ebene) genannt.

I,10 (Réaumlichkeit:) Es gibt wenigstens vier nicht in ein und derselben Ebene gelegene
Punkte.

8Dies ist im Wesentlichen auch schon bei FELIX KLEIN [Klel1871a], [Kle1871b], [Kle1873], [Kle1874],
[K1e1890c], [K1e1928] enthalten, wenngleich nicht auf diese Weise in einem Satz zusammengefasst.
FELIX CHRISTIAN KLEIN (* 25. April 1849 in Diisseldorf; 122. Juni 1925 in Gottingen) war ein
deutscher Mathematiker. Er hat im 19. Jahrhundert bedeutende Ergebnisse in der Geometrie erzielt
und hat sich daneben um die Anwendung der Mathematik und die Lehre verdient gemacht. Der
Aufstieg Gottingens als Zentrum der Mathematik ist mit seinem Wirken begriindet.
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Definition 2.5. (Raum): Ein Raum ist durch irgend vier seiner Punkte, die nicht einer
und derselben E-Flache angehoren, bestimmt.

1,11 (Schluss-Axiom”:) AuBerhalb eines Raumes gibt es keinen Punkt.

2.4.2. Die Kongruenzaxiome (Il. Gruppe)

Definition 2.6. (kleiner, grofier): Sei C' ein innerer Punkt der Strecke AB, so heifit
die Strecke AC' kleiner als die Strecke AB — in Zeichen: AC' < AB — und die Strecke AB
grofler als die Strecke AC — in Zeichen: AB > AC

I1,01 Jede Strecke lésst sich auf jeder nicht-kleineren Strecke von einem ihrer Endpunkte
aus in eindeutig bestimmter Weise abtragen.

I1,02 Wenn eine Strecke AB sowohl Strecke A’B’ als auch der Strecke A”B” kongruent'’
ist, so ist auch A’B’ der Strecke A”B” kongruent: Wenn AB = A’B’ N AB = A" B,
so ist auch A’B’ = A"B".

I1,03 Es seien AB und BC zwei Strecken ohne gemeinsamen inneren Punkt auf der g-
Linie g. Ferner seien A’B’ und B'C” zwei Strecken auf derselben oder einer anderen

g-Linie ¢, ebenfalls ohne gemeinsamen inneren Punkt; wenn dann AB = A’B’ und
BC = B'(7 ist, so ist auch stets AC = A'C".

Definition 2.7. (Strahl, Richtung): Es seien A, B zwei verschiedene Punkte einer
g-Linie g = AB. Die Teilmenge AB aller Punkte P von g, fur die gilt
AB={P|P€ABVP=AVP=B}U{P|PcACY C € g mit B € AC}

wird Strahl, manchmal auch Halbgerade, genannt. Man sagt, der Strahl s = AB besitzt
die Richtung von A nach B. 5= {P|P € g} \ {P|P € s} ist der entgegengesetzte Strahl.
Es gilt: sUs =g

Definition 2.8. (Winkel, Schenkel): Es sei E eine beliebige E-Fliache und h, k seien
irgend zwei verschiedene von einem Punkte O ausgehende Strahlen in F, die verschiedenen
g-Linien angehoren. Das System der beiden Strahlen A und k£ nennen wir einen Winkel
und bezeichnen denselben mit < (h, k) oder < (k,h)". h und k sind die Schenkel des
Winkels. Sei P € h und Q € k, so bezeichnet < (POQ) denselben Winkel wie < (h, k).

Definition 2.9. (Winkelbezeichnung im Dreieck): In einem Dreieck (ABC) be-
zeichnen wir den Winkel, den die zwei Strahlen durch B und C' im Punkt A bilden mit
a = < (A) = 4(BAC); in analoger Weise die Winkel bei den Punkten B und C', ndmlich:
B =<%(B) =<4(ABC) sowie v = 4(C) = <(ACB).

I1,04 Jeder Winkel kann in einer gegebenen E-Fléche nach einer gegebenen Seite an einen
gegebenen Strahl auf eine eindeutig bestimmte Weise angetragen werden.

9Das Schluss-Axiom wird allerdings nur benétigt, wenn man sich auf die Raumgeometrie beschrinken
will.

10Das Wort ,kongruent® bedeutet soviel wie ,,deckungsgleich“. Es geht auf das lateinische Wort ,,congru-
entia® = ,,Ubereinstimmung® zuriick.

"Die Hinzunahme von negativen Winkeln ist erst nach der Einfithrung von Koordinaten notwenig.
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I1,05 Wenn fir zwei Dreiecke (ABC') und (A’B’'C") die Kongruenzen AB = A'B', AC' =
A'C", 4 (BAC) = 4(B'A'C") gelten, so sind auch stets die Kongruenzen 4 (ABC) =
J(A'B'C") und 4(ACB) = 4 (A'C'B') erfillt.

Definition 2.10. (Kreis, Mittelpunkt, Radius, Sehne, offene Sehne): Seien M
und A verschiedene Punkte, lassen sich auf allen von einem Punkte M ausgehende
Strahlen zur Strecke M A kongruente Strecken M A’ abtragen, so heifit die Gesamtheit der
Punkte A’ ein Kreis K. M heit der Mittelpunkt des Kreises, und r = M A sein Radius.
Der gefiillte Kreis K ist die Menge aller Punkte P;, fiir die gilt:

K= |J{B|P e MA = MA}

MA'

K ist der Rand von K, in Zeichen: K = 0(K)

Das Innere des gefilllten Kreises ist I = int(KK) = K\ K, es enthélt die inneren Punkte.
Eine Sehne von K ist eine Strecke, die zwei verschiedene Punkte auf K verbindet, eine
offene Sehne von K ist eine Sehne ohne die Endpunkte.

Definition 2.11. (Bewegungen): Kollineationen'?, die jedes Dreieck in ein ihm kon-
gruentes Dreieck iiberfiihren, heiflen Bewegungen'®.

Definition 2.12. (Kongruente Figuren): Geometrische Figuren oder Gebilde heiflen
kongruent, wenn sie durch eine Bewegung ineinander iiberfiihrt werden koénnen.

Definition 2.13. (metrische Eigenschaft, Eigenschaft der Lage, Eigenschaft der
Form, dquiforme Figuren): Eigenschaften geometrischer Gebilde, die bei beliebigen
Bewegungen unveréndert bleiben, heilen metrische Eigenschaften (im Gegensatz zu den
Figenschaften der Lage). Metrische Eigenschaften geometrischer Gebilde, die von der
absoluten Grofle der Figuren unabhéangig sind, pflegt man Eigenschaften der Form zu
nennen. In Figuren gleicher Form (dquiforme Figuren) entsprechen g-Linien der einen
Figur den g-Linien der anderen Figur; ebenso entsprechen Kreise der einen Figur den
Kreisen der anderen Figur.

Definition 2.14. (Ahnlichkeitstransformation): Kollineationen, die Kreise in Kreise
iiberfithren, heiflen dquiforme Transformationen oder Ahnlichkeitstransformationen. Zwei
nicht-kongruente Figuren F' und F’ heilen einander dhnlich oder dquiform, wenn sie
durch eine Ahnlichkeitstransformation ineinander iiberfithrt werden kénnen.

2.4.3. Das Ahnlichkeitsaxiom (lll. Gruppe)
IIT Jede Strecke ist jeder anderen &hnlich.

12Eine Kollineation — auch kollineare Abbildung oder projektive Abbildung bzw. projektive Transfor-
mation genannt — ist eine bijektive Abbildung zwischen projektiven Ebenen bzw. Rdumen, die alle
Geraden wieder auf Geraden abbildet.

13Bewegungen von Umlenkungen und Spiegelungen zu unterscheiden, ist ebenso wie die Hinzunahme
negativer Strecken und Winkel erst nach Einfiihrung von Koordinaten zweckméfig und notwendig.
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Definition 2.15. (gerade Linien, Geraden): g-Linien, deren Strecken auch noch dem
Axiom III geniigen, heilen gerade Linien oder Geraden.

Bemerkung. Dieses Ahnlichkeitsaxiom in Verbindung mit den iibrigen Axiomen ist

dem EUKLIDischen Parallelenaxiom (5) (siche Seite 9) dquivalent. Der Nachweis ist bei
[Moh1930] nachzulesen.

2.4.4. Das Vollstandigkeitsaxiom

Die Axiome der fritheren Gruppen sind von den Axiomen spéterer Gruppen unabhangig.
Sie gelten fiir beliebige, nicht-abgeschlossene Kontinuen. Will man fiir eine bestimmte
Geometrie ein abgeschlossenes Kontinum voraussetzen, das mit den Axiomen jener
Geometrie vertraglich ist, so kann man den Axiomen der I. oder der I. und II. oder aller
drei Gruppen zusammen noch ein Vollstandigkeitsaxiom hinzufiigen.

Die Elemente einer Geometrie bilden ein System von Dingen, das bei Aufrechterhal-
tung sdmtlicher genannter Axiome keiner Erweiterung mehr fahig ist.

Bemerkung. MOHRMANN[Moh1930] gibt an, dass, wenn man das Vollstandigkeitsaxiom
(2.4.4) alleine zu den projektiven Axiomen (2.4.1) — das waren die Axiome der Gruppe I -
hinzunimmt, das HILBERTsche Parallelenaxiom (2.3) zu einem beweisbaren Satz wird.

Bemerkung. Auf Grund seiner etwas komplizierten Art wurde mehr als 2000 Jahre
lang von verschiedenen Mathematikern und Nicht-Fachmathematikern versucht, dass
EukLiDsche Parallelenaxiom aus den anderen zu schlieBen — es wurde vergeblich versucht
zu zeigen, dass dieses Parallelenaxiom ein beweisbarer Satz ware.

Erst am Anfang des 19. Jahrhunderts (1829) entdeckten die Mathematiker

JOHANN CARL FRIEDRICH GAUSs' (Nicht-EUKLIDische Geometrie), NIKOLAI IVANO-
VICH LOBACHEVSKY'® (Imaginére, spiter Pan-Geometrie), FARKAS WOLFGANG Bo-
LYAT'S zusammen mit seinem Sohn JANOS BoLya1'” (Absolute Geometrie),
FERDINAND KARL SCHWEIKART'® (Astralgeometrie) und F.A. TAURINUS™ (Logarith-
misch-sphéarische Geometrie) fast gleichzeitig, dass es eine Geometrie gibt, in der das
Parallelenaxiom nicht gilt.[Moh1930] Damit war eine von zwei nicht-EUKLIDischen Geo-
metrien gefunden. Nun war es klar, dass das Parallelenaxiom in EUKLIDs Axiomensystem

14JoHANN CARL FRIEDRICH GAUSS(* 30. April 1777 in Braunschweig; 123. Februar 1855 in Géttingen)
war ein sehr wichtiger deutscher Mathematiker, Astronom und Physiker.

I5NIKOLAT IVANOVICH LOBACHEVSKY (zu deutsch: Nikolai Iwanowitsch Lobatschewski; wissenschaftliche
Transliteration: Nikolaj Ivanovié¢ Lobacevskij; * 20. November 1792 in Nischni Nowgorod; 112. Februar
1856 in Kasan) war ein russischer Mathematiker.

6FARKAS BoLyal (* 9. Februar 1775; 120. November 1856), deutsch WOLFGANG BOLYAI, war ein
ungarischer Mathematiker.

17 JANOS BorLyai(* 15. Dezember 1802 in Klausenburg; 117. Januar 1860 in Neumarkt am Mieresch) war
ein ungarischer Mathematiker

I8FERDINAND KARL SCHWEIKART (1780-1857) war Jurist [Lin2007],[CFKP1997] — Professor in Marburg

9F.A. TAURINUS (1794-1874) war ein Verwandter von SCHWEIKART — Verschiedene mit Google-Suche
auffindbare englischsprachige Texte geben an, dass TAURINUS entweder der Neffe oder der Vetter
von SCHWEIKART gewesen ist — TAURINUS kommt der Ruhm zu iiber den Gegenstand der nicht-
EUukLIDischen Geometrie publiziert zu haben. [Moh1930]
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unabhéangig von den anderen Axiomen und deshalb unbedingt notwendig zur Beschreibung
der EUKLIDischen Geometrie ist.

2.5. FELIX KLEINs Worte iiber das Wesen der
geometrischen Axiome

FELIX KLEIN schreibt in seinem Aufsatz Zur nicht-EUKLIDischen Geometrie [Kle1890c]:

»Zum Schlusse noch einige Worte iiber das Wesen der geometrischen Axiome
iiberhaupt. In der mathematischen Literatur zum Mindesten scheint mir
betrefts derselbem fast allgemein eine Ansicht verbreitet, welche von derjenigen
abweicht, die ich fiir richtig halte, und von der ich in meinen fritheren hierher
gehorigen Arbeiten Gebrauch gemacht habe, ohne mir des Widerspruchs
gegen andere Meinungen deutlich bewusst zu sein. Die betreffende Ansicht
geht dahin, dass die Axiome die ,, Thatsachen* der rdaumlichen Anschauung
formuliren und zwar so vollstandig formuliren, dass es bei geometrischen
Betrachtungen unnéthig sein soll, auf die Anschauuung als solche zu recurriren,
es vielmehr gentigt, sich auf die Axiome zu berufen. Ich méchte zunéchst
jedenfalls den zweiten Theil dieses Satzes bestreiten. Figene geometrische
Betrachtung rein logisch zu fiihren, ohne mir die Figur, auf welche dieselbe
Bezug nimmt, fortgesetzt vor Augen zu halten, ist jedenfalls mir unméglich.
Man verweist in dieser Hinsicht ja wohl auf das Verfahren der analytischen
Geometrie. Aber eine bloss rechnende analytische Geometrie, welche von den
Figuren abstrahirt, kann ich ebensowenig als eigentliche Geometrie gelten
lassen, wie gewisse Zweige der sogenannten synthetischen Geometrie, die sich
nur dadurch von der analytischen Geomerie unterscheiden, dass an Stelle der
algebraischen Formelsprache eine andere gesetzt ist. [...] Das Axiom ist mir
nun die Forderung, vermége deren ich in die ungenaue Anschauung genaue
Aussagen hineinlege. [FELIX KLEIN sieht die «rdaumliche Anschauung als
etwas wesentlich Ungenaues» an, «mag nun von der abstracten Anschauung
die Rede sein, wie sie und durch Gewohnung gelaufig geworden ist, oder von
der concreten Anschauung, die bei empirischen Beobachtungen zur Geltung
kommt.»|“

Zusammenfassung.
Wir haben hier also kennengelernt:

o FEiniges zur Geschichte der Geometrie

o Wichtige Grundbegriffe und Axiome der Geometrie




3. Geometrie auf einem Trager

In diesem Kapitel soll einerseits das allgemeine Verstédndnis der Unterschiede der hyper-
bolischen Ebene zur EUKLIDischen und spharischen Ebene geweckt und gestéarkt werden.
Diese Unterschiede basieren insbesondere auf den unterschiedlichen Kriimmungen: Der
hyperbolische Raum besitzt eine konstant negative Kriimmung. Andererseits werden in
diesem Kapitel bereits einige wichtige Formeln eingefiihrt, die fiir die Visualisierung spéter
relevant werden.

Kapitelinhalt. In diesem Kapitel werden wir Flachen und ihre Kriimmungen betrachten,
insbesondere die Bedeutung der Flachenkrimmung fiir die Innenwinkelsumme bei Dreie-
cken auf gekriimmten und ungekriitmmten Fléchen, sowie die Bedeutung fiir die Lange von
Seiten eines Dreiecks. Zudem werden wir eine Zuordnung der EUKLIDischen, sphéarischen
und hyperbolischen Geometrie zu den Kriimmungsarten von Fliachen vornehmen. Die
hyperbolischen Dreiecke werden dann fiir das nachsten Kapitel sehr wichtig sein.

Bemerkung. Punkte werden héufig nicht nur mit Namen versehen sondern auch mit
Koordinaten eines Koordinatensystems'. Mit den Axiomen 1,02 (sieche Seite 10), Stetig-
keitsaxiom (siche Seite 11) sowie den Definitionen zu Strahl (siche Seite 12) und Winkel
(siehe Seite 12) lasst sich ein Koordinatensystem konstruieren. Ich werde diese Konstruk-
tion nicht angeben, denn ich gehe davon aus, dass schon aus dem Schulunterricht bekannt
ist, wie ein Koordinatensystem — insbesondere das karthesische’ Koordinatensystem —
aussieht.

Desweiteren gehe ich in diesem und allen weiteren Kapiteln davon aus, dass dem Leser
klar ist, was ein Vektor des R" ist und wie man mit diesen Vektoren rechnet. Auch die
Rechnung mit Matrizen setze ich als bekannt voraus.

In einem (endlichdimensionalen) Vektorraum V ist durch eine Basis B, das ist eine endliche Menge
maximaler Grofie von linearunabhéngigen Vektoren — also ist B ein ein minimales Erzeugendensystem
von V', automatisch ein Koordinatensystem gegeben. Die Koeffizienten der Basisvektoren lassen
sich als Koordinaten verstehen. Einer Transformation zwischen zwei Basissystemen entspricht eine
Transformation zwischen den entsprechenden Koordinatensystemen.

Das Wort ,karthesisch® ist vom Namen RENE DESCARTES abgeleitet.

RENE DESCARTES, latinisiert RENATUS CARTESIUS, (* 31. Méarz 1596 in La Haye/Touraine,
Frankreich; 111. Februar 1650 in Stockholm, Schweden) war ein franzdsischer Philosoph, Mathematiker
und Naturwissenschaftler. Er charakterisierte Punkte durch Koordinaten, die die Lage der Punkte in
der Ebene beschreiben. Dies ermdglichte es, Methoden aus der Algebra und der Infinitesimalrechnung
auch in der Geometrie einzusetzen.

2

16
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Erinnerung 3.1 (Vektorrechnung). Es seien a,b € R?, dann ist

das EukLIDische Skalarprodukt (oder innere Produkt) der beiden Vektoren definiert
als

<CL, b> = Zazbz = a1b1 + agbg + -4 Cl,nbn. (31)
=1

Die Signatur dieses Skalarproduktes ist (+,+,...,+,+), denn die Signatur besteht
aus den Vorzeichen der Diagonalmatrix A mit der Eigenschaft, dass

1 0 0 by
(a,b)zaT-A-b:(al an)- 0 . 0 : (3.2)
0 0 1 by,
A ist offensichtlich die Einheitsmatrix 1.
Der Betrag des Vektors a ist
lall = (@, @) = Var? + a2 + - + a2 (3.3)
Das Kreuzprodukt ( Vektorprodukt oder dufleres Produkt)
det 0z by
b
aq bl 23 b3 CL2b3 — Clgbg
(CL X b) =|lay| X bg = | det (13 b3 = Cbgbl — a163 . (34)
as b3 ! ! afle - a2b1
det [ 1 by
(05} bg

Der resultierende Vektor steht senkrecht auf den Vektoren a und b.

Beispiel 3.1. Um geometrische Gebilde in Graphiken darzustellen, bedarf es fiir das
Koordinatensystem einem Trager, der die Elemente der Geometrie tragt, auf dem also
Punkte und g-Linien liegen.

Beispiele fiir Dinge der realen Welt, die als Tréger fiir geometrische Gebilde, Muster und
andere Motive dienen konnen:

Papierblétter
Balle
Tonnen

HeiSluftballons

Schwimmreifen
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Betrachten wir nun die ersten beiden Beispiele.

Das Blatt Papier korrespondiert mit einem Ausschnitt einer mathematischen Ebene.
Der Ball korrespondiert mit der mathematischen Kugel, einem dreidimensionalen Gebilde
mit einem Radius und einem Mittelpunkt.

Auf dem Blatt Papier als Beispiel fiir eine Ebene betrieben wir also ebene Geometrie und
auf dem Ball Oberflichengeometrie.

Sprechweise 3.1. (Mannigfaltigkeit): Mannigfaltigkeit® bezeichnet in der Mathema-
tik einen topologischen Raum, der lokal einem gewohnlichen EUKLIDischen Raum R”
gleicht. Im Ganzen muss die Mannigfaltigkeit nicht einem R™ entsprechen (nicht zu ihm
homo6omorph sein).

Auf eine formale Definition von Mannigfaltigkeit wird hier verzichtet. Man kann eine
solche Definition in Biichern zur Differentialgeometrie finden.

Definition 3.1. (Fldche): Eine Fldche ist eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit.
Anschaulicher: Eine Fléche ist also ein flacher Gegenstand (eine Figur, ein Objekt ohne
Rauminhalt), der irgendwie gekriimmt oder nicht gekriitmmt sein kann. Sie kann einen
dreidimensionalen Korper begrenzen, aber ihn nicht fillen.

Bemerkung. Der Begriff Fldche darf nicht mit dem Begrift E-Fldiche verwechselt werden.

3.1. Kriimmung einer Flache

Die Kriimmung einer Flache in einem Punkt lasst sich mit dem GAussschen Kriimmungs-
mafl bestimmen, dafiir benotigen wir zunéchst ein paar Begriffe.

Definition 3.2. (Kurve, ebene Kurve, Raum-Kurve): Wir verstehen unter einer
Kurve (curve) C' die stetige Bahn, das ist die stetige Verdnderung der Position — oder des
Orts — eines Punktes, der einen Freiheitsgrad besitzt.

Genauer: Eine Kurve ist eine stetige Abbildung C' : R — R".

Im Folgenden setzen wir voraus, dass diese Abbildung zusétzlich mindestens zweimal
differenzierbar sein soll.

Eine stetige, mindestens zweimal differenzierbare Abbildung von C' : R — R? nennen wir
Raumkurve oder Kurve im Raum

Eine stetige, mindestens zweimal differenzierbare Abbildung von C': R — R? nennen wir
ebene Kurve (plane curve).

Definition 3.3. (Kriimmungskreis, Kriimmungsradius, Kriimmung einer Kur-
ve): Gegeben sei eine ebene Kurve C' im R? und P ein Punkt der Kurve C.

Der Krimmungskreis — auch Schmiegekreis oder Schmiegkreis (Osculating circle) genannt
Zo
Yo
in diesem Punkt am besten ,,annéhert“: Das heif3t, der Kreis geht tangential durch P

— zu diesem bestimmten Punkt P = ( der ebenen Kurve C' ist der Kreis, der die Kurve

3Mannigfaltigkeiten sind der zentrale Gegenstand der Differentialgeometrie; sie haben bedeutende
Anwendungen in der theoretischen Physik. Ein gern gewéhltes Beispiel fiir eine Mannigfaltigkeit ist
eine Kugeloberfliche, auch Sphdre genannt.




3. Geometrie auf einem Trager 19

und dessen zweite Ableitung stimmt dort mit der ersten und zweiten Ableitung von C'
tiberein [Dud1982].

Der Radius des Krimmungskreises heifit Krimmungsradius.

Der Kehrwert des Kriimmungsradius an der Stelle heifit die Kriimmung der Kurve* in
dem Punkt.

Da die Kriimmung einer Kurve im Allgemeinen ortlich variiert, schmiegt sich die Kurve
im Allgemeinen nur in einer infinitesimal kleinen Umgebung an den Kriimmungskreis an.
Mit dem Wissen um die Kriimmung einer Kurve in einem Punkt kénnen wir nun auch
die Krimmung einer Flache in einem Punkt betrachten.

Definition 3.4. (Normalkriimmung, Hauptkriimmung): Essei F: Q C R? — R3
eine zweifach differenzierbare Flache, d.h. jede Parametrisierung der Flache ist von den
Komponentenfunktionen her zweifach stetig partiell differenzierbar. Weiterhin sei P ein
Punkt in F.

Jeder Tangentialrichtung, also jeder Richtung, die ein Tangentialvektor in diesem Punkt
P annehmen kann, wird eine Normalkrimmung zugeordnet:

Man versteht unter Normalkriimung die Kriimmung jener (ebenen) Kurve, die sich als
Schnitt zwischen F' und folgender Normalebene ergibt: Die Normalebene steht senkrecht
auf der Tangentialebene durch P und ist nach dem Tangentialvektor ausgerichtet. Somit
hat die Normalebene als Richtungvektoren also gerade den Flachennormalenvektor und
den Tangentialvektor.

Den Minimalwert und den Maximalwert dieser Kriimmungen bezeichnet man als die
beiden Hauptkrimmungen (principal curvature) x; und sy. Dies sind also die Kehrwerte
der Radien des kleinsten und grofiten Kriitmmungskreises, die sich in diesem Punkt P an
die Flache F' ,schmiegen®.

Definition 3.5. (GAusssches Kriimmungsmaf}):

Gegeben seien eine Fliche im R? und ein Punkt dieser Fliche. Die GAuUsssche Kriimmung

k der Flache in diesem Punkt ist das Produkt der beiden Hauptkriimmungen x; und k.
1 1 1

K=K -Ky=—+ — = (3.5)
M T T T

Dabei sind r; und ry die beiden Hauptkrimmungsradien, wobei r; der maximale und ro
minimale sei.

Definition 3.6. (Synklastisch, Antiklastisch): Als synklastisch bezeichnet man die
gleichsinnige Krimmung einer Flache, d.h. die beiden Hauptkriimmungskreise liegen auf
der gleichen Seite der Fliche: kK = —— > 0

T1°T2

4In der Differentialgeometrie wird der Begriff der Kriimmung auf einem anderen Weg eingefiihrt. Dort ist
die Kriitmmung einer Kurve im Wesentlichen definiert als , Richtungsdnderung bezogen auf Bogenldnge
“. Mit dieser Definition stellt sich heraus, dass jeder Kreis konstante Kriimmung hat. Diese ist identisch
mit dem Kehrwert des Kreisradius des Kriimmungskreises: Die Kriimmung des Kriimmungskreises
und die der Kurve stimmen im betrachteten Punkt iiberein.
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Abbildung 3.1.: Synklastisch gekriimmte Flache

Als antiklastisch bezeichnet man die gegensinnige Kriitmmung einer Fliche, d.h. die beiden

Hauptkrimmungskreise liegen auf verschiedenen Seiten der Flache: k = rﬁrz <0

Abbildung 3.2.: Antiklastisch gekriimmte Fliache

Beispiel 3.2. Synklastisch gekrimmt sind:

e eine Kuppel

 ein elliptisches Paraboloid 2—; + Zé —z2=0
Antiklastisch gekriimmt sind:

 viele Stapelchips, sie sind ein den Kartoffelchips &hnelndes Kartoffelerzeugnis

e ein hyperbolisches Paraboloid - z—; —2=0

a2

Definition 3.7. (Sattelflache): Eine Fliche, die in den beiden Hauptrichtungen entge-
gengesetzt — d.h. antiklastisch — gekriimmt ist, wird Sattelfliche genannt.
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Abbildung 3.3.: Sattelfliche

Definition 3.8. (Kreisscheibe, Vollkugel): Eine Kreisscheibe (Disk) D* C R? ist ein
zweidimensionales Gebilde mit einem Mittelpunkt und einem Radius; sie ist identisch
mit der Punktmenge des gefiillten Kreises K, welche wir schon kennen. Demnach ist der
Kreis K = 9(K) = 9(D?) und K = int(K) = int(D?).

Eine Vollkugel oder Kugel ist ein dreidimensionales Gebilde mit einem Mittelpunkt
M € R? und einem Radius r. In Zeichen D* C R® und D* ={P € R* | |P — M|| < r}.

Definition 3.9. (Sphire): Die n-dimensionale Sphére” (oder kurz n-Sphére) ist die
Oberfliche einer (n + 1)-dimensionalen Kugel D"*!. Sie wird mit S™ bezeichnet. Es gilt
S = g(Dmh.

Abbildung 3.4.: Sphére S?

Definition 3.10. (Traktrix, Pseudosphire): Bildungsgesetz einer Traktrix’: Sei Ay
der Startpunkt eines ,,Ziehenden* und F, der Startpunkt eines ,Gezogenen“ sowie der

Sgriechisch opaipa, sphaira - die Hiille, der Ball
5Die Traktrix wurde von CLAUDE PERRAULT 1670 eingefiihrt, spiter interessierten sich SIR ISAAC NEW-
TON (1676) und CHRISTIAN HUYGENS (1692) fiir sie.
CLAUDE PERRAULT (* 1613 in Paris, Frankreich, 11688 Paris, Frankreich) war ein bedeutender
franzosischer Architekt, Kunsttheoretiker, Altphilologe, Mediziner und Naturwissenschaftler.
SIR Isaac NEWTON (* 25. Dezember 1642(julianisch) bzw. 4. Januar 1643(gregorianisch) in
Woolsthorpe-by-Colsterworth in Lincolnshire, England; 120. Méarz(julianisch) bzw. 31. Mérz 1727(gre-
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Abstand d = d( Ao, Py) > 0. Wandert der Punkt A auf einer Geraden, und ,folgt* ihm
der Punkt P in konstantem Abstand d, dann durchlauft P eine Traktrix.

Liege Ay = (8) im Ursprung, Py = (g) auf der z-Achse, A bewegt sich entlang der
y-Achse:
d
y(x) = + d - arcosh <> FVd?—a? (3.6)
x

Abbildung 3.5.: Traktrix und der zugehérige Rotationskorper: Pseudosphére

Wird diese Kurve um ihre Asymptote (die y-Achse) rotiert, so entsteht die Pseudosphdre
— im Englischen auch Tractricoid genannt — welche in der hyperbolischen Geometrie
die Rolle der Kugel einnimmt. So ist etwa die Flache unter der Traktrix dieselbe wie
beim Halbkreis. Die Traktrix ist hierbei als Geodéate die Entsprechung der Geraden im
y2hnormalen“(EUKLIDischen) Raum.

Beispiel 3.3. Nun untersuchen wir einige Flachen auf die Kriimmung ihrer Punkte.

« Eine EuKLIDische Ebene im R? ist nach Definition ungekriimmt, d.h. alle Punkte
der Ebene besitzen die Krimmung x = 0.

o Betrachten wir eine Kugel mit Radius » € R, so besitzt jeder Punkt der Kugel die
Krimmung

1 1 11 1
K=Kohg=——==m=">0 (3.7)
T T r r r

gorianisch) in Kensington(London), England [damals galt in England noch der Julianische Kalender])
war ein englischer Physiker, Mathematiker, Astronom, Alchemist, Philosoph und Verwaltungsbeamter.

CHRISTIAN HUYGENS auch CHRISTIAAN HUYGENS oder CHRISTIANUS HUGENIUS (* 14. April 1629
in Den Haag, Niederlande; {8. Juli 1695 Den Haag, Niederlande) war ein niederldndischer Astronom,
Mathematiker und Physiker.
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Eine Kugel hat also eine allseitige positive Kriimmung. Die Einheitskugel mit r = 1
besitzt die Kriimmung x = 1 an jedem Punkt. Je grofer der Radius der Kugel wird,
desto geringer wird die Krimmung. Fiir Tlirrolo gilt

1
k= lim - =0 (3.8)

r—00 -2

o Punkte auf einer Kugel mit rein imagindren Radius r € C mit r = u + v, wobei
Ro>u=R(r)=0,R>v==S(r) >0, besitzen eine negative Kriitmmung, denn

11 _1.1_1
ko = H11K2_7’1 ro  r v 712
= 2 T W2 r2uvit(ve)2
(qu'vz)l (_) 1 1 0 . (39)
u?+2-uv1—v? N 2T T <

u=R(r)=0Av=S(r)>0

Eine Kugel mit rein imaginarem Radius hat also eine allseitige negative Kriimmung.
Die imaginare Einheitskugel mit » = v = 11 besitzt die Krimmung x = —1 an
jedem Punkt. Je grofler der Radius einer solchen Kugel wird, desto ungekriitmmter
wird sie. Fiir imagindre Radien r = v mit lim gilt

V—00

1 1
K= lim —=1lm—-—=-0=0 (3.10)

V—00 (U Z)2 v—ooo 2

3.2. Zuordnung: gekriimmte Flachen + Geometrien

Die Geometrien fir Flachen (und hoher dimensionale Mannigfaltigkeiten) unterschiedlicher
Krimmung (k = 0, k > 0, kK < 0) besitzen auch voneinander verschiedene Namen.

o Die Geometrie fiir eine ungekriitmmte Fléche ist die EUKLIDische Geometrie. FE-
LIX KLEIN bezeichnet den ungekriimmten Raum, in dem EUKLIDische Geometrie
moglich ist, als parabolischen Raum und die dortige Geometrie als parabolische
Geomelrie.

o Die Geometrie fiir eine positiv gekriimmte Flache ist elliptische Geometrie, deren
anschaulich einfachstes Modell die Geometrie auf einer Kugel mit reellem Radius ist,
die Geometrie fiir dieses Kugel-Modell heifit sphdrische Geometrie. FELIX KLEIN
und andere bezeichnen den Raum konstanter positiver Krimmung zu Ehren von
BERNHARD RIEMANN' als RIEMANNscher Raum und die dortige Geometrie mit
RIEMANNscher Geometrie.

o Die Geometrie fiir eine negativ gekriimmte Fléche ist die hyperbolische Geometrie.
Als GAuUssschen Raum bezeichnet FELIX KLEIN den allseitig unendlich ausgedehn-
ten Raum konstanter negativer Kriimmung.

"GEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN (* 17. September 1826 in Breselenz bei Dannenberg (Elbe);
720. Juli 1866 in Selasca am Lago Maggiore) war ein deutscher Mathematiker, der trotz seines kurzen
Lebens auf vielen Gebieten der Analysis, Differentialgeometrie, mathematischen Physik und der
analytischen Zahlentheorie bahnbrechend wirkte.
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3.2.1. FELIX KLEINs Worte iiber spharische und elliptische
Geometrie

FELIX KLEIN schreibt in seinem Aufsatz Zur nicht-EUKLIDischen Geometrie [Kle1890c]

iiber die spharische Geometrie und elliptische Geometrie:

»Ich hatte |[...] darauf aufmerksam zu machen [...], dass die Kugel nicht der
einfachste Typus einer zweidimensionalen, geschlossenen Mannigtaltigkeit
constanter positiver Kriimmung ist, dass dieser vielmehr durch das vom Mit-
telpunkte der Kugel auslaufende Strahlenbiindel geliefert wird (dessen Strahlen
den Kugelpunkten ein-zweideutig entsprechen). Die elliptische Geometrie, wie
ich sie verstehe, deckt sich also nicht mit der sonst discutierten sphérischen
Geometrie...], sondern ist einfacher. In der elliptischen Geometrie ist die
Gruppirung der geraden Linien und Ebenen des Raumes genau dieselbe, wie
in der projectiven Geometrie: zwei Geraden schneiden sich, wenn iiberhaupt,
nur einmal. Die complicirteren Verhéaltnisse des sphérischen Raumes entstehen
erst, wenn man den linearen elliptischen Raum durch Projection auf ein Gebild
zweiten Grades iibertragt.[...] Der Unterschied des spharischen und des ellipti-
schen Raumes ruht natiirlich wieder in deren Zusammenhangsverhéaltnissen,
und der ,,Zusammenhang“ des elliptischen Raumes hat etwas Ungewdéhnliches.
Bleiben wir der Einfachheit halber, weil da die Sache am kiirzesten bezeichnet
werden kann, bei zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten. Es handelt sich da
um den Unterschied der gewéhnlichen einfachen Fldchen und der von Moebius
[M&BIUS? Jentdeckten Doppelflichen, bei denen man durch continuirliches
Fortschreiten tiber die Flache hin von einer Seite auf die andere gelangen
kann. [...] In der That: die elliptische Ebene verhilt sich wie die Ebene der

projectiven Geometrie und diese ist, [...], eine Doppelflache.”

3.3. Dreiecke auf ungekriimmten, negativ gekriimmten

und positiv gekriimmten Flachen

Definition 3.11. (Grofikreis, Orthodrome, Grofikreisbogen): Ein Grofkreis ist
ein groftmoglicher Kreis auf einer Kugeloberfliche. Ein Grofkreis hat immer den Umfang
2 -7 - r. Sein Mittelpunkt fallt immer mit dem Mittelpunkt der Kugel zusammen. Ein
Schnitt der Kugel mit einer EUKLIDischen Ebene, die den Kugelmittelpunkt enthalt,
auf dem Groflkreis teilt die Kugel in jedem Fall in zwei (,,gleichgrofie) Halften. Da es
unendlich viele Moglichkeiten gibt, eine Kugel so zu zerschneiden, dass die Schnittebene

den Kugelmittelpunkt trifft, gibt es auch unendlich viele Groflkreise.

Die Orthodrome’, oder der Grofkreisbogen, ist die kiirzeste Verbindung zweier Punkte
auf einer Kugeloberflache. Die Orthodrome ist immer ein Teilstiick eines Grolkreises. Die

8AUuGUST FERDINAND MOBIUS (* 17. November 1790 in Schulpforte bei Naumburg (Saale); 126.
September 1868 in Leipzig) war deutscher Mathematiker und Astronom an der Universitéit Leipzig.
90rthodrome setzt sich aus den zwei griechischen Wértern orthos ,,gerade” und dromos ,Lauf* zusam-

men.
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Orthodrome, die zwei maximal weit entfernte Punkte P und @ auf der Kugeloberflache
verbindet, hat die offensichtliche Lange 7-r, mit r als Radius der Kugel. Fiir zwei maximal
entfernte Punkte P und @ gilt stets: P = —(). Man nennt diese auch Pole der Kugel, sie
werden durch unendlich viele Grofikreisbogen miteinander verbunden.

Abbildung 3.6.: Groflkreis und Grofikreisbogen

Betrachten wir uns nun kurz Dreiecke auf drei verschiedenen Flachen. Die Benennungen
von Punkten, Seiten und Winkeln geschieht entsprechend der Definition (siehe Seite 11).
Die Flache Fj sei ungekriimmt, sie ist die EUKLIDische Ebene. Die Fléache F} habe negative
Kriimmung, sie ist eine Sattelfliche. Und die Fldche F, habe eine positive Kriimmung,
sie sei die Oberflache der Einheitskugel.

k =0 Bei einem Dreieck der EUKLIDischen Ebene gilt fiir die Summe der Dreiecksinnen-
winkel o, # und ~:

at+f+y=m (3.11)

Es ist nicht moglich den Fléacheninhalt eines EUKLIDischen Dreiecks nur durch seine

Winkel zu bestimmen, es gibt unendlich viele Dreiecke verschiedenen Flacheninhalts

mit gleichen Winkelgroen. Den Fldacheninhalt (Area) eines EUKLIDischen Dreiecks

kann man nur bestimmen, wenn man entweder gemischte Informationen iiber Winkel

und Seiten besitzt oder die Lange aller drei Seiten kennt:

. a-b-sin(y) b-c-sin(a)  c-a-sin(f)
2 B 2 B 2

A= (3.12)
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2. Mit dem Satz des HERON'Y kann man die Flache eines Dreiecks aus den drei
Seitenlangen a, b und ¢ berechnen:

A= i\/(a O+ e—(a—b) (et (a—b)at(b-0) (3.13)

Satz 3.1 (Sinussatz der EUKLIDischen Geometrie).

sin(a) _ sin(8) _ sin(y) (3.14)

a b c

Satz 3.2 (Kosinussatz der EUKLIDischen Geometrie).

a>=b"+c*—2-b-c-cos(a) (3.15)
bV =a>+c*—2-a-c-cos(f) (3.16)
A=a’+b*—2-a-b-cos(v) (3.17)

k > 0 Die EULERschen Kugeldreiecke sind benannt nach LEONARD EULER!!; das sind
Dreiecke auf der Sphare, wobei die drei Seiten a, b und ¢ Teile von Groffkreisen um
den gemeinsamen Mittelpunkt sind. Wenn r € R der Kugelradius ist, ist klar, dass
die Lange der drei Seiten a, b und ¢ zwischen 0 und 7 - r liegt. Bei den EULERschen
Kugeldreiecken gilt fiir die Summe der Dreiecksinnenwinkel «, 3 und ~:

at+f+y=m+¢ (3.18)

Abbildung 3.7.: Sphérisches Dreieck. Abbildung entnommen aus [Kle1890a]

1'HERON VON ALEXANDRIA, genannt Mechanicus, war ein antiker Mathematiker und Ingenieur.
UTeonhard Euler (* 15. April 1707 in Basel (Schweiz); 118. September 1783 in Sankt Petersburg) war
einer der bedeutendsten Mathematiker.
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Der Uberschuss € = a + 3 + v — m wird auch sphdrischer Exzess genannt.

Fiir den Flicheninhalt gilt A(T) = ¢ - r? bei der Einheitskugel also A(T) = -r? =
e-?=¢c=a+fB+y—7

Satz 3.3 (Sinussatz der sphérischen Geometrie).

sin(a)  sin(f)  sin(y)

sin(a)  sin(b)  sin(c) (3.19)
Satz 3.4 (Seiten-Kosinussatz der spharischen Geometrie).

cos(a) = cos(b) - cos(c) + sin(b) - sin(c) - cos(a) (3.20)
cos(b) = cos(a) - cos(c) + sin(a) - sin(c) - cos(3) (3.21)
cos(c) = cos(a) - cos(b) + sin(a) - sin(b) - cos(y) (3.22)

Satz 3.5 (Winkel-Kosinussatz der sphéarischen Geometrie).
cos(a) = cos(a) - sin(f) - sin(y) — cos(f) - cos(7) (3.23)
cos(f) = cos(b) - sin(a) - sin(y) — cos(a) - cos(7y) (3.24)
cos(7y) = cos(c) - sin(a) - sin(F) — cos(a) - cos(5) (3.25)

k < 0 Bei hyperbolischen Dreiecke, deren Seiten a, b und b entlang der negativ gekriimmten
Flache laufen (Wie eine Dreiecksseite aussieht, hangt sehr stark vom Modell ab!),
gilt fiir die Summe der Dreiecksinnenwinkel «, 3 und ~:

a+pf+y=mm—90 (3.26)

Abbildung 3.8.: Hyperbolisches Dreieck. Abbildung entnommen [Wik2007]

d =m — (a+ B+ ) wird auch als Defekt des hyperbolischen Dreiecks bezeichnet
[Wen2006].
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Fir den Flicheninhalt gilt nach dem Satz von GAUSS-BONNET' A(T) = § =
T — (o + B+ ) [Was2002]

Satz 3.6 (Sinussatz der hyperbolischen Geometrie).

sin()  sin(8)  sin(y)

sinh(a)  sinh(b)  sinh(c) (327)
Satz 3.7 (Seiten-Kosinussatz der hyperbolischen Geometrie).

cosh(a) = cosh(b) - cosh(c) — sinh(b) - sinh(c) - cos(a) (3.28)
cosh(b) = cosh(a) - cosh(c) — sinh(a) - sinh(c) - cos(() (3.29)
cosh(c) = cosh(a) - cosh(b) — sinh(a) - sinh(b) - cos(7) (3.30)

Satz 3.8 (Winkel-Kosinussatz der hyperbolischen Geometrie).
cos(a) = cosh(a) - sin(f) - sin(y) — cos(B) - cos(7) (3.31)
cos(3) = cosh(b) - sin(«) - sin(y) — cos() - cos(7) (3.32)
cos(y) = cosh(c) - sin(a) - sin(3) — cos(a) - cos(3) (3.33)

Aus dem Winkel-Kosinussatz, den man aus dem Sinus-Satz und dem Seiten-Ko-
sinussatz herleiten kann [And1999], folgt sofort der Satz

Satz 3.9 (WWW-Satz). Im Gegensatz zu einem EUKLIDischen Dreieck sind die
Lingen der Seiten eines hyperbolischen Dreiecks eindeutig tiber die drei Winkel des

Dreiecks festgelegt. [And1999],[Wen2006]

Hinweis. Dieser WWW-Satz wird noch wichtig sein, wenn wir ein hyperbolisches
Dreiecksnetz konstruieren.

Zusammenfassung.
Wir haben in diesem Kapitel also

o eine Vorstellung iiber die unterschiedliche Kriimmung des EUKLIDischen, hyperboli-
schen und sphéarischen Raums erhalten,

o den fiir die spatere Dreiecksnetzkonstruktion zentralen WW W-Satz kennen gelernt.

12PIERRE OSSIAN BONNET (* 22.12.1819; 22.6.1892) war franzdsischer Mathematiker. Von ihm sind
wichtige Beitrdge zur Differentialgeometrie von Oberflichen, einschlie8lich dem Satz GAUSS-BONNET,
welchen er fiir einen Spezialfall 1848 veroffentlichte. GAUSS selber hat den Satz wohl nie veroffentlicht,
obwohl er ihm bekannt war.




4. Modelle der hyperbolischen Ebene
im R2 und im R3

Dieses ist eines der zentralen Kapitel der Arbeit:

o Es geht um die strukturierte Darstellung und Vergleiche von Modellen der hyperbo-
lischen Ebene insbesondere bezogen auf fiir die HSOM wichtige Operationen. In
dieser Form wird dieses das erste Mal zusammenhéangend dargestellt.

o Es werden Transformationen zwischen den Modellen hergeleitet und in einen Zu-
sammenhang gestellt, so dass problemlos Darstellungen in allen Modellen moglich
sind.

o Insbesondere erlauben die Transformationen der Modelle die zugehorigen Metriken
in allen Modellen zu berechnen.

Kapitelinhalt. In diesem Kapitel werden wir vier von einander verschiedene Modelle fiir
die hyperbolische Ebene kennen lernen, sowie die Transformation zwischen den Modellen.
Ebenfalls interessante Modelle (auch approximative) der hyperbolischen Ebene werden in
[CFKP1997] behandelt. Weiterhin werden wir die Metrik der hyperbolischen Ebene in
den entsprechenden Modellen diskutieren; auflerdem werden wir die Abstandsbestimmung
zwischen zwei Punkten der hyperbolischen Ebene betrachten.

4.1. Abstandsbestimmung

Um Abstédnde bezogen auf einen Raum — das ist eine Menge, deren Elemente in geometri-
scher Interpretation als Punkte aufgefasst werden — bestimmen zu kénnen, ist es notig
eine Metrik zu definieren.

29
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Definition 4.1. (Metrischer Raum, Metrik, Isometrie): Es sei X eine Menge,
d: X x X — R eine Funktion, so dass gilt:

1. Verschiedene Punkte haben einen Abstand grofier als 0. Und nur identische Punkte
haben Abstand 0: d(z,y) >0 <= z#y @ d(z,y) =0 < x =y Vr,y € X,

2. Symmetrie: d(z,y) = d(y,x) Vx,y € X;
3. Dreiecksungleichung: d(x, z) < d(z,y) + d(y, z) Vz,y,z € X.

Dann heifit (X, d) metrischer Raum. Und die Funktion d ist die Metrik.
Seien (X, dx) und (Y, dy) zwei metrische Raume, dann heifit die Abbildung f: X — Y
Isometrie oder isometrische Abbildung, genau dann, wenn fiir zwei Punkte a,b € X gilt:

dx(a,b) = dy(f(a), (b))

Bemerkung. [sometrien sind immer bijektive abstandstreue Abbildungen. Der Beweis
fir den EUKLIDischen Fall findet sich im Kapitel 4 bei [Dei2007].

4.1.1. Exkurs: EUKLIDischer und spharischer Abstand

Definition 4.2. (EukLIDischer Abstand): Seien a,b € R" zwei Punkte, so ist der
EukLiDische Abstand dg : R™ x R™ — R zwischen ihnen definiert als

dg(a,b) = |la—b|| =+/{(a —b,a —b) = i(ai—bi)Q (4.1)

0
Definition 4.3. (sphérischer Abstand): Seien a,b € S? C R? und O = (0) Der

sphdrische Abstand [Bar2006] dg zwischen a und b sei die WinkelgroBie < (a, O,b
die eindeutige Zahl ds(a,b) € [0, 7] mit

a = arccos M
50, ) (Ha\l - HbH> (42)

Satz 4.1. e Die EUKLIDische Ebene E = R? bildet mit dg
den metrischen Raum (R?,dg).
e Die Sphire S? bildet mit dg
den metrischen Raum (52, dg).

Beweis. Nachzulesen in [Bar2006]. O
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4.2. MINKOWSKI-Modell — ein raumliches Modell

Definition 4.4. (Hyperboloid, Doppelkegel): Ein Hyperboloid ist eine Fliche 2. Ord-
nung, man unterscheidet zwischen dem einschaligen und dem zweischaligen Hyperboloid.
Letzteres besteht aus zwei sich nicht berithrenden Teilflichen. Der Grenzfall zwischen ein-
und zweischaligen Hyperboloiden, wenn sich die beiden Schalen in einem Punkt beriihren,
ist der Doppelkegel.

2 2 2
. I A VL
einschalig: — + -5 — — =1 (4.3)
a b c
2 .2 2
. R T
zweischalig: — + = — — = —1 (4.4)
a> b 2
2 2 2
oyt oz
Doppelkegel: — 4+ = — = =0 (4.5)
a> b 2
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Abbildung 4.1.: einschaliges Hyperboloid, Doppelkegel und zweischaliges Hyperboloid
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In diesem rdumlichen Modell, welches auch unter dem Namen LORENTZ'-Modell oder
Hyperboloid-Modell in verschiedenen Quellen aufzufinden ist, wird die Menge P der
hyperbolischen Punkte mit der Menge aller (EUKLIDischen) Punkte der oberen Schale des
zweischaligen Hyperboloiden identifiziert.

Definition 4.5. (MINKOWSKI-Modell):

x x
H? = yl| 2?4+ —22=—-1A2>0

Z z

I
<
N
I
8
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Abbildung 4.2.: Hyperboloid-Schale des MINKOWSKI-Modells

Dieses Modell fiir eine hyperbolische Fliche wird in der vorliegenden Arbeit
das Rechenmodell sein.

Definition 4.6. (MINKOWSKI-Produkt): Seien a,b € R?, dann ist das MINKOWSKI*-
Produkt definiert als

<<a,b>>=<< ol [ >>:a1b1—|—a2b2—a3b3 (@)

a3 b3

Die Signatur des hier verwendeten MINKOWSKI-Produktes ist (+,+, —), denn

a\. /10 0 by
<<(l, b» = | asg . 0 1 0 . b2 = a11)1 + a/2b2 — a3b3 (48)
as 0 0 —1 b3
Satz 4.2. Setzen wir
1 0 O
J=101 0
0 0 -1

'HENDRIK ANTOON LORENTZ (* 18. Juli 1853 in Arnheim; 4. Februar 1928 in Haarlem) war ein
niederlédndischer Mathematiker und Physiker. Die Lorentzkraft wurde nach ihm benannt.

HERMANN MINKOWSKI (* 22. Juni 1864 in Aleksotas, damals Russland (heute Kaunas/Litauen);
712. Januar 1909 in Goéttingen) war ein deutscher Mathematiker und Physiker.
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so gilt fiir alle a,b € R3:
<<a’b>> = <CL, J- b> = <‘]] - a, b>

und
(a,b) = ({a, T - b)) = (J-a,b)

Beweis. Einfaches Nachrechnen! O]

Bemerkung. Die MINKOWSKI-Welt oder der MINKOWSKI-Raum M* = R**! ist ein
vierdimensionaler Vektorraum aber kein Innenproduktraum, in ihm ist das MINKOWSKI-
Produkt ((a,b) = aib; + asbs + azbsz — asby fiir a,b € R*. Genauer: Das Paar (M4, {( , )))
heifit MINKOWSKI-Raum.

HERMANN MINKOWSKI fiihrte ihn zur Beschreibung der speziellen Relativitétstheorie
ein.

Drei seiner Koordinaten sind die des EUKLIDischen Raums; dazu kommt eine vierte
Koordinate fir die Zeit.

Heute ist es in der physikalischen Literatur iiblich die erste Koordinate fiir die Zeit zu
benutzen und die letzten drei fiir die des EUKLIDischen Raums. Die zugehorige Signatur
des MINKOWSKI-Produktes wére dann (—, +, 4, +). Jedoch auch die Signatur (+, —, —, —)
wird héufig in der Physik verwendet. Wichtig ist es, dass die Zeitkoordinate eine sich von
den Raumkoordinaten unterscheidende Signatur aufweist.

Definition 4.7. (zeitartig, lichtartig, raumartig, kausal): [FFK2006]
Ein Vektor a eines n-dimensionalen MINKOWSKI-Raumes M" heif3t

o zeitartig, wenn (a,a)) <0,
o lichtartig, wenn ((a,a)) = 0 und a # 0,
o raumartig, wenn ((a,a)) > 0 oder a = 0.

Ein nicht raumartiger (also zeit— oder lichtartiger) Vektor wird kausal genannt, lichtartige
Vektoren heiflen auch Nullvektoren.

Mit diesen Definitionen 143t sich auch schreiben
H? = {a € R* | (a,a) = —1 Aas > 0}

Und wir sehen, H? liegt in einem zeitartigen Unterraum des vierdimensionalen MIN-
KOWSKI-Raums M*, der eine Zeitkoordinate sowie genau zwei EUKLIDische Koordinaten
bendtigt, die dritte EUKLIDische Koordinate ist immer Null.

H? kann also auch als relativistische zweidimensionale Welt mit der Einschrinkung an
eine stets ,positive Zeit* angesehen werden:

H? c M? = R*™ (4.9)
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4.2.1. Abstandsbestimmung und geometrische Operationen im
MINKOWSKI-Modell

Wir wollen spéter ausgehend von einem Dreieck ein ganzes Dreiecksnetz erstellen. Dieses
wollen wir mit Hilfe von geometrischen Operationen erreichen. Dafiir miissen wir uns
zunéachst klar werden, welche Funktionen iiberhaupt als zulassig fiir solches Vorhaben
gelten konnen.

Es werden Funktionen der Form ® : H* — H? mit ®(p) = p' € H? und p € H? sein.
Insbesondere werden wir Funktionen brauchen, die den Abstand zweier Punkte voneinan-
der invariant lassen. Wir suchen also isometrische Funktionen.

Abstandsbestimmung

Um Absténde von zwei verschiedenen Punkten aus H? bestimmen zu kénnen, benétigen
wir ein passendes ,Werkzeug®. Wir haben schon gesehen, dass sich Metriken fiir die
EukLiDische und sphérische Geometrie definieren lassen.

Definition 4.8. (Gro3hyperbel, Gro3hyperbelbogen): Eine Grofhyperbel ist eine

Teilmenge von H? der Form H? N E, wobei E C R? ein zweidimensionaler Untervektor-

raum ist. — Jeder Untervektorraum enthéalt den Nullvektor, hier identifiziert mit dem
0

Punkt O = | 0|. — GroBhyperbeln sind also das Ergebnis des Schnittes der oberen
0

Schale des Hyperboloiden mit einer EUKLIDischen Ebene, die den Punkt O enthélt. Der

Grofshyperbelbogen ist stets Teil einer Grofshyperbel und die kiirzeste Verbindung zwischen

zwei Punkten.

Abbildung 4.3.: GroShyperbel und Grolhyperbelbogen

Erinnerung 4.1 (Zusammenhang zwischen Abstand, Strecke und Geraden). Der Abstand
zweier Punkte zueinander ist die Lange der kiirzesten Strecke, die sie verbindet. Die
Strecke ist ein Teil der Geraden, auf der die Punkte liegen.
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Geraden in diesem Modell sind keine EUKLIDischen Geraden, sondern Gro3hyperbeln,
die entlang der betrachteten oberen Schale des zweischaligen Hyperboloiden verlaufen.

Definition 4.9. (hyperbolischer Abstand, Metrik im MINKOWSKI-Modell): Der
hyperbolische Abstand fiir zwei Punkte a und b € H? ist

dy(a,b) = arcosh(— ((a, b))) = arcosh(—ay - by — ag - by + az - bs) (4.10)
Satz 4.3. (H?,dy) ist ein metrischer Raum. Siehe auch [Wen2006],[Bar2006],[B&r2007].

Wir haben nun die Moglichkeit den Abstand zweier Punkte in H? zu bestimmen. Jetzt
fehlen nur noch die geometrischen Operationen, mit denen wir in H? arbeiten kénnen.

LoRENTZ-Transformation

Im MINKOWSKI-Raum M* sind die LORENTZ-Transformationen definiert.

Definition 4.10. (LORENTZ-Transformation): Eine Abbildung ® : R* — R* heifit
LORENTZ-Transformation, falls

(®(a), ®(b))) = (a,b) Va,b € R' (4.11)
Offensichtliche Eigenschaften von (bestimmten) LORENTZz-Transformationen:

e Fine LORENTZ-Transformation ® : R? — R? belédsst das MINKOWSKI-Produkt
invariant; denn nach Definition gilt

(@ (a), @(b))) = (a,b)

o+ Eine LORENTz-Transformation ® : H?> — H? ist eine Isometrie bezogen auf dy;
denn

dy(®(a), ®(b)) = arcosh(— (P(a), P(b)))) = arcosh(— ((a, b)) = dy(a,b)

Es ist A € R*3 eine Matrix und die durch A vermége @5 (a) := Aa gegebene lineare
Abbildung ®, ist genau dann eine Lorentz-Transformation, wenn fiir alle a,b € R? gilt:

(a, ATTAD) = (Aa, JAb) = (Aa, Ab) = ((a, b)) = {a, Tb);

oder kurz:

ATIA=1T

Satz 4.4. e Sind ®;, P, : R* — R* LORENTZ- Transformationen,
so ist auch ®1 o Py eine LORENTZ-Transformation.
o Ist d:R*— R* eine LORENTZ- Transformation, so ist ® invertierbar
und ®1 ist ebenfalls eine LORENTZ- Transformation.
e Die Matriz A einer LORENTZ-Transformation erfillt det A = +1,
d.h. sie ist invertierbar.

Beweis. Siehe [Bar2006] Beweis zu Satz 1.4.8 — dort allerdings eingeschrénkt auf LORENTZ-
Transformationen @ : R? — R3 [

Mit diesem Beweis lédsst sich auch die Gruppen-Eigenschaft der betrachteten LORENTZ-
Transformationen zeigen.
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Die LORENTZ-Gruppe

Es habe das MINKOWSKI-Produkt des MINKOWSKI-Raum M* die Signatur (+,+,+,-).
Die Koordinaten heiflen x, y, z und ¢, dabei sei t die ,,Zeitkoordinate*.

Die Menge aller LORENTZ-Transformationen ®, : M* — M* mit ihrer Hintereinanderaus-
fithrung o bildet eine Gruppe.

Identifizieren wir die LORENTZ-Transformation ®, mit ihrer zugehorigen Matrix A, dann
ist die Hintereinanderausfithrung o identisch mit der Matrixmultiplikation.

Definition 4.11. (LORENTZ-Gruppe, eigentliche LORENTZ-Gruppe, eigentliche
orthochrone LORENTZ-Gruppe): Die Isometriegruppe der LORENTZ-Transforma-
tionen ®, : M* — M* heifit LORENTZ-Gruppe

0(3,1) = {A e R™" | det A = +1}
Die eigentliche LORENTZ-Gruppe ist
SO(3,1)={A€0(3,1) |det A =1}
Die eigentliche orthochrone LORENTZ-Gruppe ist
SOT(3,1) ={A = (l;;) € SO(3,1) | lyy > 1}

Die eigentliche orthochrone LORENTZ-Gruppe SO™(3,1) wird durch die LORENTZ-Dreh-
ungen, das sind Rotationen um die drei EUKLIDischen Raum-Achsen, sowie den LORENTZ-
Boosts® in die drei Raum-Richtungen erzeugt.[Bor2006]

Definition 4.12. (LORENTZ-Drehung): Die aktive Drehung Punktes im R? geschieht
mit den Rotation-Matrizen R,(a), Ry(c), R,(«) durch eine lineare Abbildung
f(z,a) = R(a) -z mit 2 € R®, R € {R,, Ry, R.}. Es ist 0 < a < 2- 7 der Drehwinkel.

o x-Achse als Drehachse:
1 0 0

R.(a) =10 cosa —sina
0 sina cos«

 y-Achse als Drehachse:

cosae 0 sina
Ry(a) = 0 1 0

—sina 0 cosa

o 7z-Achse als Drehachse:

cosa —sina 0
R.(a) = | sina cosa 0
0 0 1
3LORENTZ-Boost wird auch spezielle LORENTZ- Transformation genannt. Seine physikalische Aufgabe

ist es, zwischen zwei sich gleichméfig bewegenden Koordinatensystemen zu wechseln. Das Wort Boost
hat nichts mit Beschleunigung zu tun.
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Eine LORENTZ-Drehung’ ist definiert als

R(«)

P oy (P) = ARy - = P, (4.12)

_ o O O

0 00
wobei R**® 3 R(a) € {R.(a), Ry(a), R.(a)} und p € M*, sowie o der Drehwinkel ist.

Notation: Wegen der besseren Lesbarkeit setzen wir:

ARX<CV) = ARz(a) = CI)ARX(a) (p) = (pARz(a)(P)
ARY(O‘) = ARy(a) = (I)ARY(Q) (p) = q)ARy(a) (p)
Arz(a) = ARZ(Q) = (I)ARZ(oz) (p) == (I’ARZ@ ()

Definition 4.13. (LORENTZ-Boost): Ein LORENTZ-Boost® ist eine Abbildung

q)AB(k) ‘p= AB(k) -pmit p € M* und B € {Bzv By’ BZ} (4'13)
» Boost entlang der x-Achse
coshk 0 0 sinhk
0 10 0
A = 0 01 0
sinhk 0 O coshk
» Boost entlang der y-Achse
1 0 0 0
A | 0 coshk 0 sinhk
BB =10 0o 1 0
0 sinhk O coshk
o Boost entlang der z-Achse
10 0 0
A 01 0 0
B-k) = | 0 0 coshk sinhk

0 0 sinhk coshk

Notation: Wegen der besseren Lesbarkeit setzen wir:
Apx (k) == Ap, (k) = Papx)(p) ==
ABY<k) = ABy(k) = (I)ABY(k)<p> = (I)ABy(k)(p>
ABZ(k) = ABy(k) = (I)ABZ(k)(p> =

4In der physikalischen Literatur besitzen die sin-Matrixeintrige der Rotations-Matrizen vertauschte
Vorzeichen, denn in der Physik wird das Koordinatensystem verdndert, d.h. das Koordinatensystem
dreht sich, nicht der Punkt selbst. Die Physiker benutzen somit auf den Punkt bezogen eine passive
Drehung.

5In der physikalischen Literatur besitzen die sinh-Matrixeintrige der Boost-Matrizen ein negatives
Vorzeichen, denn in der Physik wird das Koordinatensystem veréndert, nicht der Punkt selbst. Die
Physiker benutzen somit auf den Punkt bezogen einen passiven Boost.
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Bemerkung. Bildet man das semidirekte Produkt aus der eigentlichen orthochronen
LORENTZ-Gruppe und den Translationen des R3™!, d.h. fiigt man zu den Operationen
LORENTZ-Drehung und LORENTZ-Boost noch die Translation, das ist eine einfache
Vektoraddition, hinzu, erhdlt man die POINCARE-Gruppe

P=R"'~«SO"(3,1)

Jedes Element der POINCARE-Gruppe (A, a) stellt bezogen auf p € M* eine Koordinaten-
transformation im MINKOWSKI-Raum der folgenden Form dar:

p—p=~Apta
Geometrische Operationen fiir 12

In den LORENTZ-Transformationen haben wir nun Transformationen erkannt, die bezogen
auf das MINKOWSKI-Produkt Isometrien sind.

Jedoch konnen wir nicht alle LORENTZ-Transformationen als geometrische Operationen
in H? gebrauchen, denn wir haben nur zwei EUKLIDische Achsen mit den Achsenbezeich-
nungen x und y sowie eine ,zeitliche* Achse.

Betrachten wir eine Teilmenge der LORENTZ-Transformationen, die in der eigentlichen
orthochronen LORENTZ-Gruppe enthalten sind, mit der Eigenschaft, dass jede dieser
LorRENTZ-Transformationen keinen Einfluss auf die dritte rdumliche Koordinate haben.
Diese Teilmenge der LORENTZ-Transformationen heifle £7,..

T T
/
Lh =Py | A€ SOT(3,1),Pr(p) =A-p=p = i mit p = Z At > 1
t t

Fir die weitere Betrachtung reicht es, die entsprechende Teilmenge der Erzeuger von
SO*(3,1) zu bestimmen, die auch in £} sind, denn alle weiteren LORENTZ-Transfor-
mationen mit den geforderten Eigenschaften sind durch Hintereinanderausfiihrung der
yrichtigen® Erzeuger generierbar.
Die Menge M = {®, | A € {Arz(a), Apx(k),Apy(k)}} ist also die gesuchte Teilmenge
von Erzeugern der SO*(3,1), die auch in L3 liegen.

x

Essei P=<p|p= ‘g mit {(p,p)) = —1 At > 1} eine Teilmenge von M*

t
LORENTZ-Transformationen aus £}, angewendet auf Punkte aus P verédndern nicht die
dritte raumliche Koordinate, daher konnen wir diese auch weglassen. Formal geschieht

dieses Weglassen mit einer geeigneten Abbildung.
Fiihren wir dazu die Abbildung ¥ : M* — M? ein,

(S
3
I
ST SIS S
<
I
-+ <
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Die zeitliche Achse ¢ benennen wir mit ;Subst® in z um.
Wir konnen also schreiben

H? = {p’ ‘p’ = 1Subst*(V(p)) A\p € P C ]M4} =qp = W o)y=-1An2>1

IS

Satz 4.5. Fir ein p € P C M* und eine LORENTZ- Transformation ®, € L%, mit
O, M* — M4, vermaoge Pp(p) = A-p, gibt es einen passenden Punkt q € H? sowie eine
zugehorige Abbildung ®5 : H> — H?, vermdige ®5(q) = A - q, wobei gilt A € R** und
A e R??

Beweis. 1. Fiir jeden Punkt p € P gibt es einen Punkt ¢ € H:

x
x
+Subst® (U (p)) = Subst® [ ¥ g = Subst® | y
¢ t
x
=y |=qeH*Ype PcC M
z
2. Fiir jedes @5 € L3> gibt es ein passendes &5 : H> — H?
x
(Subst® (U (®4 (p))) = ¢Subst® (U (A - p)) = ;Subst | U | A- g
t
/
x/ x’ x
= Subst® | ¥ ‘Z = Subst* | v | =| ¢
v t 2
=¢=A-q=d;(q) € HVpe P C M*

O

Folgerung:
Wir haben also unsere geometrischen Operationen gefunden. Jede geometrische Operation

®; ist eine Transformation aus der Menge

Lz = {<I>/~\ ) Pi(q)=A-q=T(A-p) =V (Pr(p))ANPp € LipANgE H* AP E P}
(4.14)
Die Menge aller geometrischen Operationen £ 2, die auf H? operieren, kann man erhalten
durch Hintereinanderausfithrung der EUKLIDischen Rotation um die Zeit-Achse, das ist
die z-Achse, und einen der beiden LORENTZ-Boosts in z- oder y-Richtung. [Bec2003]
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Rotation um die z-Achse: ~ ®5(p) = ®p o) (p) = Ro(a) - p
Boost in z-Achsen-Richtung: &5 (p) = &)ABX(IC) (p) = B.(k)-p (4.16)
Boost in y-Achsen-Richtung: ®5(p) = Pap, k) (p) = By(k) - p

Dabei sind die Matrizen R,, B,, B, € R**? gegeben als

cosa —sina 0
R.(a) = | sina cosa 0],

0 0 1

coshk 0 sinhk 1 0 0
B.(k) = 0 1 0 |,By(k)=1|[0 coshk sinhk

sinhk 0 coshk 0 sinhk coshk

Sie bilden die Bewegungsgruppe der hyperbolischen Ebene im MINKOWSKI-Modell.

0

Bemerkung. Den Boost in y-Richtung des Punktes A = (O) , das ist der Ursprung von
1

H?, erhalt man durch einen Boost in z-Richtung und anschlieender Rotation um die

z-Achse mit einem Drehwinkel o = 90° = g, denn:

Mz,x(a7 k) = Rz<a) ' Bac<k)
cos(a) —sin(a) 0 cosh (k) 0 sinh (k)
=| sin(a) cos(a) 0 0 1 0
0 0 1 sinh (k) 0 cosh (k

(
= | sin(a)-cosh(k) cos(a) sin(«
sinh (k) 0 cosh (k

Ccos gg) -cosh (k) —sin (5) Cos E - sinh (k

cos () - cosh (k) —sin(a) cos a)) sin )
(k)
M., (W, k) = | sin )

7) sinh (k
cosh (k)

0 —1 0
= | cosh(k) 0 sinh(k)
( sinh (k) 0 cosh (k) )

2

7) cosh (k)  cos (g) sin
sinh (k) 0

0-cosh(k) —1 0-sinh(k

=| 1l-cosh(k) 0 1-sinh(k)

sinh (k) 0  cosh (k)

- 0 —1 0
M, (, k) A= cosh(k) 0 sinh(k) |-
sinh (k) 0 cosh (k
1 0 0
= | 0 cosh (k) sinh(k) |- =B,(k)-A
0 sinh (k) cosh (k)
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Satz 4.6. Jeder Punkt P in H? lisst sich darstellen als

cos(¢p) sinh(k)
P = | sin(p)sinh(k) | , mit k € R und 0 < ¢ <27 (4.18)
cosh(k)

Vergleiche auch [Rit1999]

0
Beweis. Sei U = | 0| der Ursprung von H?, k € R und 0 < ¢ < 27, dann ist
1

cos(ip) - cosh(k) —sin(p) cos(yp) - sinh(k) 0

P=M,.(p,k)-U=|sin(p)-cosh(k) cos(p) sin(p)-sinh(k) |- |0
sinh(k) 0 cosh(k) 1

cos(¢p) - sinh(k)

= | sin(y) - sinh(k) | € H?

cosh(k)

Vergleich Bewegungsgruppe: EUKLIDisch, hyperbolisch

Erinnerung 4.2. Fiir einen besseren Vergleich der Bewegungen in H? und in der EU-
KLIDischen Ebene betrachten wir:

Definition 4.14 (EukLIDische Bewegung, EUKLIDische Bewegungsgruppe). Ist A € O(n)
eine orthogonale Matrix, und b € R" ein Vektor, dann nennt man die Abbildung

Fap :R" = R" Fapx)=A-z+0b (4.19)
eine KEUKLID#sche Bewegung. Der Vektor b nennt sich Translationsanteil.
En)={Fap| A€ O(n),beR"} (4.20)
ist die EUKLIDische Bewegungsgruppe bei fester Dimension n.

Um die Inhomogenitét der Gleichung bei einer Translation zu umgehen, wird in der
Computergraphik sehr héufig mit homogenen Koordinaten gearbeitet. Denn um Run-
dungsfehler zu vermeiden und Berechnungsaufwand massiv zu reduzieren, ist es vorteilhaft,
mehrere aufeinander folgende Matrixtransformationen (Translation, Drehung, Skalierung,
Scherung) zu einer einzigen Transformationsmatrix zusammenzufassen. Die Transformati-
on von karthesischen Koordinaten zu homogenen Koordinaten erfolgt durch die Abbildung
in einen um eine Dimension hoheren Raum:

(z,y,2)" = (v,y,2,1)"

Die Abbildung eines Punktes P, ,, . ., geschieht durch die Multiplikation mit der homogenen
Matrix M € R***:
(xlv y/7 2/7 wl)T = M ' (l’, Y, =, w)T
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Aufgrund der Assoziativitdt von Matrizenmultiplikationen kénnen mehrere aufeinanderfol-
gende Multiplikationen zu einer einzigen Gesamtmatrix M zusammengefasst werden. Die
Riicktransformation von homogenen Koordinaten in karthesische Koordinaten geschieht
mittels:

l,/ y/ Z/

T
) — (x",y”, Z//)T

rooro 0 N
(x7y7z7w) - I,
wow w

Die Translationsmatrix in homogenen Koordinaten ist:

T

<

t
t
t

z

S O O
o O = O
o= O O

Waéhrend in der EUKLIDischen FEbene die Verschiebung eines Punktes entlang einer
Koordinaten-Achse durch eine Translation bewirkt wird, benutzt man im MINKOWSKI-
Modell der hyperbolischen Ebene einen LORENTZ-Boost, um einen Punkt entlang einer der
Flachen-Koordinaden-Achsen zu verschieben und den zugehorigen Wert auf der zeitlichen-
Koordinate korrekt zu setzen. Die Rotation um den Koordinaten-Ursprung (z =y = 0)
geschieht in beiden Fallen mit der Rotation um die z-Achse.

4.3. KLEINsches Modell: Scheibe

Obwohl dieses Modell weder zum Berechnen noch zur Darstellung verwenden werden
soll, wird dieses Modell der hyperbolischen Geometrie vorgestellt, da dieses Modell
recht interessant ist: Denn die Geraden dieses Modells sind mit Lineal zeichenbar und
EukLiDisch ungekriimmt.

Im Folgenden sei der Einheitskreis K; er ist in der EUKLIDischen Ebene gegeben durch
die karthesische Koordinatengleichung x? + y? = 1. Die einheitskreisbildenden Punkte
lassen sich auch in Polarkoordinaten darstellen als (z,y) = (cos ¢,sin @) mit 0 < ¢ < 2- 7.
In der Ebene der komplexen Zahlen C lasst sich der Einheitskreis definieren als K =
{z|z € C mit |z| = 1}.

Fiir die abgeschlossene Einheitskreisscheibe gilt K = {z|z € C mit |z| < 1}; fiir die offene
Einheitskreisscheibe gilt K = {z|z € C mit |z| < 1}. Es gilt offensichtlich K =K \ K.
Zudem gilt aus schon Bekanntem: D? = K, K = 9(K) = 9(D?) = S*

Die KLEINsche Scheibe wird auch KLEIN-BELTRAMI®-Modell genannt.

Die Menge P der hyperbolischen Punkte wird auf die Menge aller (EUKLIDischen) Punkte
im Innern der Einheitskreisscheibe (in K) also P = {(z,y)|2?* + y* < 1}.

Die hyperbolischen Geraden sind alle offenen Sehnen von K.

SEuGENIO BELTRAMI (* 16. November 1835 in Cremona, 118. Februar 1900 in Rom) war ein italienischer
Eisenbahningenieur und Mathematiker. 1868 gab er ein konkretes Modell einer nicht EUKLIDischen
Geometrie an. Dieses Modell basiert auf einer sog. Pseudosphére (siehe Seite 21), d.h. einer Sattelflache
konstanter negativer GAUssscher Krimmung. Eine Pseudosphére entsteht wie schon erwahnt durch
die Rotation einer Traktrix (siche Seite 21) um ihre Asymptote. Spéter arbeitete er auf dem Gebiet
der mathematischen Physik.
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Definition 4.15. (ideale Punkte, ultraideale Punkte): Punkte, die direkt auf K
liegen, nennt man ideale Punkte; Punkte, die aulerhalb liegen, ultraideale Punkte .

Bemerkung. Ultraideale Punkte sind keine giiltigen Punkte der hyperbolischen Ebene,
aber niitzlich zur Beschreibung von parallelen Geraden, denn zwei asymptotisch parallele
Geraden treffen sich in einem idealen Punkt, zwei divergente parallele Geraden treffen
sich ggf. in einem ultraidealen Punkt.

Da Geraden in der hyperbolischen Ebene genau wie in der EUKLIDischen Ebene unendlich
lang sind, kann die Langenmessung im KLEIN-Modell offensichtlich nicht EUKLIDisch
sein. Fiir Punkte im KLEIN-Modell ist K unendlich weit weg. Die Abbildung ist nicht
nur eine Kollineation, die Geradenstiicke wieder auf Geradenstiicke abbildet, — es werden
sogar kurze Strecken auf kurze Strecken und lange Strecken auf lange abgebildet.
Dariiber hinaus ist das KLEIN-Modell nicht konform, d.h. die Winkelmessung ist nicht
EUKLIDisch.

4.3.1. Beziehung der KLEINschen-Scheibe zum
MINKOWSKI-Modell

Die KLEINsche-Scheibe lésst sich aus dem MINKOWSKI-Modell wie folgt herleiten.
Gegeben ist die Menge aller Punkte der hyperbolischen Ebene

D1
H*=<p|p=|p2|, (p.0) =pi +p5—p3=—1, p3 >0
D3

Wir bilden jeden Punkt aus H? auf die Kreisscheibe
dq

Di=Sd|d=|dy|, &3 +d3=r"<1
1

mit der Zentralprojektion” Z, : H®> — D; ab. Dabei liegt das Projektionszentrum der
0

x x
Zentralprojektion bei O = | 0 |, und die Projektionsebene von Dy bei |y | = |y
0 z 1

"Die Zentralprojektion ist ein Verfahren zur perspektivischen Abbildung dreidimensionaler Objekte
auf eine zweidimensionale Bildebene. Die Projektionsstrahlen gehen von einem gemeinsamen Pro-
jektionszentrum aus, daher wird dieses Verfahren auch Fluchtpunktverfahren genannt. Eine weitere
perspektivische Abbildung ist die Parallelprojektion — auch orthografische Projektion oder Orthopro-
jektion genannt — es sind bei ihr eine (EUKLIDische) Projektionsebene und eine Projektionsrichtung
gegeben. Den Bildpunkt eines beliebigen Punktes im Raum erhilt man dadurch, dass man die
(EukLiDische) Parallele zur Projektionsrichtung durch diesen Punkt mit der Projektionsebene zum
Schnitt bringt.
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Abbildung 4.4.: Kegel, zweischaliges Hyperboloid, KLEINsche Scheibe. Abbildung ent-
nommen aus [Kle1928|

Bestimmen wir nun die Abbildungsvorschrift fiir die Projektion:

D1 P’l
p=|p| €H? Z(p)= |1, | € D:
D3 1

Zx1(p) € Dy ist ein Punkt auf einer EUKLIDischen Gerade, die durch das Projektionszen-
trum O und den Punkt p definiert ist. Z;(p) liegt auf dieser Geraden zwischen O und p.
Die genauen Koordinaten des Punktes Z;(p) lassen sich mit einer linearen Interpolation
bestimmen.

p’1 D1 0
Zip)=|py | =t-|p2|+(@X—2)- [0
1 D3 0

Fiir die dritte Komponente heifit dies:

1=¢t- D3 + 0
Nach t auflosen ergibt:
1
t=—
b3
t in die Interpolationsgleichung einsetzen ergibt:
b1 1 0
Zi(p) = — - | p2 +<1—> 0
b3 D3 b3 0
somit ist die Projektionsvorschrift:
y4! 1
p
D3 Ps3

b3
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1

Satz 4.7. Ist Z1(p) = — -p=p' p € H> Np' € Dy so ist die zugehirige Umkehrfunktion
b3

Z7t Dy — H?

) (7 1 P Py
z0w) =7t (] | = —— || = |2
1 L —pi" —py 1 D3
Beweis.
y4i
p = |p| € H?
P3
A
1 5 3 Pl
Zip) = —p=|_"|=|2|=|pr| =0 €D
D3 g P3 pé
— 1
b3
. Y41 1 D1
zi'w) = 2| ||| = —— |
1 V3i—=0p1"—p5 1
1 1 P1 1 D1
= P2 | = b2
\/1—]9’12—19,22 p3 D3 p3'\/1—p/12—p,22 D3
1 D1 1 D1
= P2 = | P2
V- (=2 =) \py) V=302 =32 \py
1 D1 1 D1
= b2 = : 2
2 2 [ 9 2 2
2 2 Pl) 9 (p2> P3 P3 —P1 — P2 \p3
p p —
J ( b3
1 D1 1 D1
= P2 = © | P2
V- \p) V@ +pi-pd) \p,
1 b1 1 b1 b1
= ——|p|=—F|p|=|p|=pcH
—(=1) D3 Vi D3 D3

O
Die Abbildung Z; : H?> — D; wird zu einer Isometrie beziiglich d, wenn wir fiir die
Kreisscheibe D; die Abbildung dp; : D1 x D; — R als Metrik folgendermaflen definieren.
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Definition 4.16. (Metrik dp;): Es sind p, ¢ zwei Punkte in der Kreisscheibe D

b1 41
dpi(p,q) = du (207 (0). 20 (0) =du | Z7* | |22 | | 20" | | @2
1 1

1 b1 1 a1

— dy

T p2 R e q2
vi—-pi—p3 \1 l—¢—a¢ \1
1 P1 1 q1
= arcosh —<< P, >>
1—pt—p3 \1 l—¢—¢ \1

= arcosh ! << g; Z; >>
V-9 13- \J1- @ - 1)\
—1- (p1q1 + p2g2 — 1?)
VI-9 =P 1- ¢ — 3
I —pign — p2ge
VA —pi—p3) - (1—qf — )

Lassen wir nun die dritte Koordinate fiir die Kreisscheibe D; weg, da sie immer 1 ist, dann
erhalten wir aus der Abbildung Z; : H?> — D, die Abbildung von dem MINKOWSKI-Modell
H? in die KLEINsche Scheibe Dy;:

= arcosh

= arcosh

D1 /
Zyxi: H> = Dxi, Zxi:p= |pe €H2H<p/1>:p/€DK1
P2
DP3
D1 /
1 b1 p
7 =7 = — = W=y eD 4.21
Kl(p) Kl b2 s <p2> <p’2 ) p Kl ( )

D3
Die Umkehrabbildung Zg,' : Dk; — H? erhalten wir entsprechend aus Z; ':

p/ 1 pll P1
Zgi : Dy — H?, ZKllip/=</1>€DK1'—> — || = [P2 =pe H?
P2 1-pi* =ps" \1 s
Definition 4.17. (KLEINsche Scheibe):
Dy = {p' € R? ‘ 1P| <1und p' = Zxi(p) Ap € H2} (4.22)

Die Metrik dk; erhalten wir aus der Metrik dp;.
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Definition 4.18. (Metrik der KLEINschen Scheibe): Sind p € R? und ¢ € R? zwei
Punkte von Dy, dann ist

1— _
dici(p, q) := arcosh ( D — o ) (4.23)
VA —pi—p3) - (1—qf — a3)

1—
= arcosh . 4) (4.24)

(=17 - (1= 1al?)

4.4. PoiNCAREsches Modell: Scheibe

Dieses Modell der hyperbolischen Geometrie wird im praktischen Teil der Arbeit die Auf-
gabe der Darstellung tibernechmen, denn es gibt den interessant aussehenden Fischaugen-
Effekt (fisheye effect), wenn man ein regelméafliges Dreiecksnetz in der POINCARE-Scheibe
darstellt.

Im POINCARE-Modell wird die hyperbolische Ebene ebenfalls so wie im KLEINschen-
Modell im Innern der Einheitskreisscheibe IC reprasentiert. Daher sind die hyperbolischen
Punkte sowie auch die idealen und ultraidealen Punkte identisch mit denen aus dem
KLEINschen-Modell.

Allerdings werden hier die Geraden als offene Durchmesser von K dargestellt — oder als
offene Kreisbogen von Kreisen, die I im rechten Winkel schneiden.

Dadurch wird die Eindeutigkeit der Verbindungsgeraden zweier Punkte erreicht.
Wieder ist es offensichtlich, dass die Langenmessung im POINCARE-Modell nicht Eu-
KLIDisch sein kann.

Durch die Darstellung von hyperbolischen Geraden als EUKLIDische Kreisbogen erreicht
man, dass das POINCARE-Modell konform ist, d.h. der Winkel zwischen zwei Geraden
ist gleich dem EUKkLIDischen Winkel zwischen ihren Tangenten im Schnittpunkt. Die
Abbildung ist winkeltreu.

4.4.1. Beziehung der POINCAREschen-Scheibe zum
MINKOWSKI-Modell

Ahnlich wie die KLEINsche Scheibe ldsst sich auch die POINCARE-Scheibe mittels Zentral-
projektion aus dem MINKOWSKI-Modell iiber eine ,,Zwischenscheibe“ erstellen. Allerdings

0
liegt das Projektionszentrum nun nicht mehr im Punkt O = | 0 | sondern beim Flucht-
0
0
punkt F = | 0 |, und die Projektionsebene der ,Zwischenscheibe® ist nicht mehr
-1
x x

y | sondern | y [. Dies bedeutet, dass die Abbildungsvorschrift leicht anders sein wird,
1 0
wenngleich der Weg zur Bestimmung der Abbildungsvorschrift identisch ist.
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Abbildung 4.5.: Vergleich der Transformationen des MINKOWSKI-Modells in die
KLEINsche Scheibe und POINCARE Scheibe. Abbildung basiert auf

[1£62006]
d1 T
Zy H* - Dy=1d|d=|dy|, mitd?+di=r’<1,CE={q|lq=|y| €R3
0 0

Zy(p) € Dy ist ein Punkt auf einer EUKLIDischen Gerade, die durch das Projektionszen-
trum F' und den Punkt p definiert ist. Zy(p) liegt auf dieser Geraden zwischen F' und
p. Die genauen Koordinaten des Punktes Z(p) lassen sich ebenfalls mit einer linearen
Interpolation bestimmen.

Pll P1 0
Zy(p) = |po| =t - |p2|+ (1 —=2t)-[ O
0 P3 —1

Fiir die dritte Komponente heif3t dies:
O=t-pg+(1—t)-(—1)=t-ps3—1+t=t-(p3+1)—1

Nach t auflosen ergibt:
1
t =
ps+1

t in die Interpolationsgleichung einsetzen ergibt:

1 p1 1 0
Zo(p) = : 1— 1o
2(p) 1+p3 gi * < 1+p3> -1




4. Modelle der hyperbolischen Ebene im R? und im R3 49

Betrachten wir von Z(p) = p’ genauer die dritte Komponente pj:

o= ! -p3+<1 ! )-(—1)

1+ ps 1+ ps
_ oy,
I+ps 1+ps3
_ b3 l+ps 1
Cl4ps l+ps l+ps
_p3—(1+ps)+1

1+ps
0
1+ps
=0
Die dritte Komponente verschwindet wie gewiinscht. Daher konnen wir auch einfacher
schreiben
my L (7 0 L (m
Zo(p) =p = | pb | = Zalp) := : +(1- o] = :
p) =P %2 2(p) 1+ ps %2 ( 1+p3> 0 1+ ps %2

_ _ h 1 Y4
Zo(p) =Zz | [p2| | = | P2
1
P3 + Ps3 0
5 1 Y4 P
Satz 4.8. Ist Zy(p) = o [ P2] = pp=|p2| € H*ANpP € Dy so ist die zugehdrige
Y2 0 D3
Umkehrfunktion Zy"' : Dy — H?
pll 1 2. pll b1

Z W) =2 | | =
0 N S ps
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Beweis.
D1 5 1 D1
H*sp = |p2| =2y (22(p) = Zy ' (Z2(p)) = Z5 " el
D3 P3 0
2.1]?1
) X . ‘52]93
= 2 2" 1+ p3
1—<p1>—<p2> no\ e\
on) \om 1+(1+p3) <1+p3>
9. P1
. 2.1‘52]03
<1+p3> _( m >_< P ) R
1+ ps 1+ ps 1+ ps 1+<1+p3> +<1+p3
9. 41
I+ p3
_ (1+ps)? ' P2
- (14ps)? —pf —p} LFps 2
1+< P ) +< b2 )
I+ ps I+ p3
1 2-(1+ps)-p
= 2-(1+ps)-p2 |=...

1_|_ 2 2 2
( p3) b1 — D3 (1+p3)2+p%—|-p%

Vereinfachen wir zunéchst den Nenner des Bruches und anschliefend den Eintrag in der
dritten Komponente des Vektors; dazu benutzen wir die Identitét p? + p2 — p2

welche in H? gilt:

(1+p3)® —pt — v

(1+p3)? + 2 + p3

1+2-ps+p3—pl—ps=1—pf —ps+p3+2-ps
L—(pi+p3—p3)+2-ps=1—(=1)+2-ps
2+4+2-p3=2-(1+ps3)

1+2 py+pi+pi+p3=1+2-p3+p5—1+p3
2-p3+2-p5=2-ps- (14 ps)

Wir konnen also weiter umformen

1 2'(1+p3)'p1
= 2-(1+ps)-po
1 2.2 .2
( +p3) b1 — D3 (1 +p3)2+p%+p%
1 2-(1+ps)-p P1
= T 2'(1+p3)'p2 = | P2 ZPEH2
2-(1
(1+ps) 2-ps- (14 p3) D3

= 1,

O

Die Abbildung Zy : H?> — D, wird zu einer Isometrie beziiglich d, wenn wir fiir die
Kreisscheibe Dy die Abbildung dps : Dy X Dy — R als Metrik folgendermafien definieren.
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Definition 4.19. (Metrik dps): Es sind p, ¢ zwei Punkte in der Kreisscheibe Dy

Y4 a1
dp2(p, q) = du (22_1(29)’ Zz_l(Q)> =dpg (221 ((Zb)) 2y ((fh)))
0 0
( (( )= ()
(@)
0
2-p; 1 2-q
= arcosh 1 — 2 py T2 2-qo >>
A-r 14+ TR 1+ g+ o
1 2-m 2-q
arCOSh( (=pi—p)-(1-ai- q)'<<(1+2z§%p—2kp%)7(1+2q'%qiq§)>>)

= arcosh

= arcosh

ApiqitApr g (1+p%+p3)-(1+6ﬁ+6ﬁ)>
1—]91 p2)-(1—q%—q§)

4-py-qu+4-py-qo— <1+g p%+p%>2>-<1+g\/m>2>
(1= (b)) (- ()

= arcosh

<1+ <m)2> : <1+ (@)2) —4-p '2(]1_4']72'(12
(- (ara))- (- () )

= arcosh

Um uns auf die Ausmultiplikation des Klammerausdruckes im Zéahler
zu konzentrieren, fithren wir eine Abkiirzung fiir diesen ein und betrachten

ihn separat.

0= <1+<@)2>~<1+<\/Z%+7q%)2> |
— 1+ (V@) + (Vi) + (Vi +n) - (Vi +ad)

2
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—1-(Vard) vo-(Varad) - (Virea) v (Viteah)
+< pi+p (

:1—(M)2—<m> +<m>2-< Q%+q%)
(it +33)

2
+2-( q2+q§> +2-

NN
\_/
N

2

- (1—( p%+p§>2> : gl(m>2>2
+2-<\/W) +2'<\/M)

Damit konnen wir den Zahler des Bruches umformulieren und schreiben:

©O—4-p1-q1—4-p2-q

<1— (M)Q) : (1— @ + ¢

dp2(p, q) = arcosh )
2

(1—<\/p%—|—p§> ><1 q +q2 )

2 2

— areosh +2- (\/ qi + q%) +2- (\/pl + pz)

—4-pg—4-p2-g

(1= (vat ) ) (1= (V)

2

2
2-<\/CJ%+Q%) +2-< p%ﬂ?%) —4dpr-qi—4-prge
2 2
(1 — (\/p? +p%) ) : (1 - (\/Q% +Q%) >

= arcosh | 1 +
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GHG+HpI+p—2D1-¢—2pr o

=arcosh |1+ 2- : -
RECEC)
arcosh | 14 2. PP =2 p1- 1+ + =2 p2- g+ G2
RETiECe)
=arcosh | 1+ 2- (p1—Q12)2+(p2—q2)2 i
(1= () ) (- (=) )
=arcosh | 1+ 2- (\/(191—Q12)2+(p2—q2)2>2 _
) b e

Lassen wir nun wie oben fiur die KLEINsche Scheibe auch hier die dritte Koordinate
fir die Kreisscheibe D, weg, da sie immer 0 ist, dann erhalten wir aus der Abbildung

Zsy : H?> — Dy die Abbildung des MINKOWSKI-Modells H? in die POINCAREsche Scheibe
DPZ

D1 /
Zp:H*— Dp, Zp :p=|ps €H2H<p}>:p/€DP
Y2
D3
D1
1 D1 p’
7 7 — . ="l =9 e D 4.25
P(p) P P2 1+ ps <p2> <p’2> p P ( )

P3
Die Umkehrabbildung Zp' : Dp — H? erhalten wir entsprechend aus Z, ':

Z5' :Dp — H?,
) p/ 1 2 'pll b )
Zp :p’z(p})EDle_ 7 2-210’2 L= p|l=peH (4.26)
? b L+ pi" + py Ps3

Definition 4.20. (PoINCAREsche Scheibe):
Dp={p € R*| || < 1und p/ = Zp(p) Ap € H?} (4.27)

Die Metrik dp erhalten wir aus der Metrik dps.
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Definition 4.21. (Metrik der POoINCAREschen Scheibe): Sind p € R? und ¢ € R?
zwei Punkte von Dp, dann ist

(\/(pl - Q12)2 + (p2 — Q2)2)2 :
(1 = (\/p% +p5> ) : <1 — (\/Q% +Q§) )
2-( @—%p—@f
(1 —( <p,p>)2) - (1 — ( <q,Q>)2)

2 (|lp — qll)?
1
=) (- <||q||>2))

4.4.2. Beziehung der PoiNCAREschen-Scheibe zur
KLEINschen-Scheibe

dp(p,q) := arcosh | 1 +2-

=arcosh | 1 +

= arcosh

(4.28)

Aus der KLEINschen-Scheibe kann man die POINCAREsche-Scheibe erhalten. Man wahlt
eine Kugel, die den gleichen Radius wie die KLEINsche-Scheibe besitzt. Diese Kugel
beriihrt die KLEINsche Scheibe in ihrem Ursprung, d.h. der Mittelpunkt der Scheibe ist
der Stdpol der Kugel. Das KLEINsche Modell wird punktweise orthogonal nach oben
auf die Stidhalbkugel, das ist die untere Halfte der Kugel, projiziert. Dadurch gehen die
Sehnen des KLEINschen Modells in Kreisbogen iiber, die senkrecht auf dem Aquator der
Kugel stehen. SchlieBlich projiziert man alles vom Nordpol der Kugel aus stereographisch®
in die EUuKLIDische Ebene, in der die KLEINsche Scheibe liegt. Die stereopraphisch in
die Ebene projizierten Punkte des Kugeldquators bilden einen Kreis, den Rand einer
Kreisscheibe. Der Radius dieser Scheibe ist doppelt so grofl wie der Radius der Kugel. In
diese Scheibe werden alle anderen Punkt der unteren Halbkugel projiziert. Man erhélt so
eine Kreisscheibe, bei der die Verbindung zwischen zwei Punkten ein Teil eines Kreisbogens
ist, der im rechten Winkel den Rand der Scheibe bertihrt. Vergleiche auch [Haul995].

8Die stereographische Projektion hat neben ihrer Winkeltreue auch die Eigenschaft der Kreistreue,
verzerrt allerdings weiter entfernte Strecken erheblich. Sie findet ihre hiufigste Verwendung nicht in
der Geografie, sondern in der Astronomie (Sternkarten, Planeten), in der Geodésie und Navigation
(winkeltreue Karten) und in der Geophysik (Verteilung von Kréften oder Linienstrukturen auf der
Erdkugel).
Im (n + 1)-dimensionalen Raum R"*! kann man die auf der n-Sphire S™ gelegenen Punkte mit
den Koordinaten (x;) vermoge der folgenden Vorschrift in den R™ abbilden:

T
T T T
(x17x2;-"axn+1)TeanRn+1H< : 1’ : 17 - 1 € R
Tp41 — Tp4+1 — Tn41 —
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Abbildung 4.6.: Transformation zwischen KLEINscher Scheibe und POINCAREscher Schei-
be. Abbildung entnommen [Mon2001] und [Kle1928§]

4.5. PoiINCAREsches Modell: Obere-Halbebene

Dieses Modell ist genau wie die POINCARE-Scheibe ein konformes Modell. Hierbei werden
die hyperbolischen Punkte in die EUKLIDischen Punkte der oberen Halbebene abge-

bildet, d.h. OHFE = {p = <Z> | peR? y> 0}. Dabei entspricht der Mittelpunkt der

KLEINschen- oder POINCAREschen-Scheibe dem Punkt auf der y-Achse der oberen

0
1
Halbebene. Die idealen Punkte sind hier die Punkte der x-Achse vereinigt mit dem
unendlich fernen Punkt in y-Richtung. Geraden sind entweder offene Halbgeraden, die
senkrecht auf der x-Achse stehen, oder offene Halbkreise mit Mittelpunkt auf der z-Achse.
Beide Geradenarten schneiden die z-Achse nicht, haben keinen Punkt mit ihr, kommen

ihr aber beliebig nahe.

4.5.1. Beziehung des Modells Obere-Halbebene zum
MINKOWSKI-Modell

Die Transformation von Punkten des MINKOWSKI-Modells in die obere Halbebene ge-
schieht mit

b1 1 P
f:H*>sp=|p| — ~<11>:p'€OHE (4.29)
D3 P3 — D2

Die Riicktransformation von OHE nach H? geschieht mit

1 2 1 22-p’% 2-2p’1 2
rroonesy = () gl (el -1 ] = (W1 ] =pen aa)
)2 ez 1) e

Definition 4.22. (POINCARE Modell: Obere Halbebene):

/
OHE = {p’ eR’|p = (Zl) Apy>0undp' = f(p) Ap € HQ} (4.31)

2
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Bestimmen wir nun noch wegen der Vollstandigkeit die Metrik fiir OH E, dabei nutzen
wir die Eigenschaft, dass die OH E ein Isometrisches Modell zum MINKOWSKI-Modell
der hyperbolischen Ebene ist, aus. Es sind p und g zwei Punkte in der oberen Halbebene;
dann konnen wir den Abstand zwischen diesen Punkten mit der nachfolgend hergeleiteten
Metrik berechnen:

doue(p,q) == du(f~ (p)a I(Q))

= et (- (. 574@)

1 2 1 2-q
= arcosh —<< S|P+ g +a-1 >>

2 \pippi1) 2 \@+g+1

=arcosh | ——— - —-1]1, -1
" << =1 [ al? >>

Ipl"+1/ \llgll” +1
1-((2p1 -2 -1 2_1)— 2. 7). 249
:arcosh< (2p1 - 2q1) + (Ipl> = 1) - (lall* = 1) = (Ipll* + 1) - (Jal” + )))
4-ps-qo
2 2 2 2
:arcosh< - (pigi + (IpI* gl = pl® = Nl + 1) — (lpl* lall* + 1pll* + [lqll +1)))
4paqo
1-(4 2llall? = 1ol = ol = Nl = llgl> +1—1
:arcosh( (4pray + lIpl* lgll* = ol Nlall® = lpll® = 1lpl” = llall® = llall® + ))
4paqo
1-(4 2 2 gl
:arcosh( (4pigy + (=2 lp]|*) + (=24 )))
4poqo
2
:arcosh< prar + [lp]* + [lal” )
2p2qa
2
= arcosh ( Py + P+ 5+ a +q2>
2172(]2
-2
2p2qa
_ ( pL—q1)* +p5 g5+ 2paga — 2]72(12)
= arcosh
2paqo
( p—q)’+ (p2— @) + 2p2q2>
= arcosh
2p2q2
_ <2pqu+ p—q,p— q))
= arcosh
2p2q2
:arcosh<1+ —qp—q>>
2p2q2
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Definition 4.23. (Metrik der oberen Halbebene): Sind p € R? und ¢ € R? zwei
Punkte der oberen Halbebene OH E, dann ist

dong(p, q) = arcosh <1 + <p—q,p—q>> (4.32)
2D24>

4.5.2. Beziehung der Scheibenmodelle zum Modell der oberen
Halbebene

Orthogonale Parallelprojektion Umgekehrte stereographische Projektion
der KLEINschen Scheibe Y der POINCAREschen Scheibe

Nach der Projektion: Hyperbolische Ebene auf der Kugel Drehung der Kugel und
darauffolgende stereographische Projektion:
Modell der oberen Halbebene

Abbildung 4.7.: Transformationen der Scheiben-Modelle in das Modell der oberen Halb-
ebene. Abbildung basiert auf Zeichnungen in [Kle1928]

Das KLEINsche-Modell wird orthogonal nach oben auf die untere Hélfte einer Kugel
gleichen Radius projiziert, die den Ursprung der KLEINschen Scheibe als Siidpol besitzt.
Das PoiNCAREsche Scheiben-Modell wird umgekehrt stereographisch nach oben auf die
untere Halfte einer Kugel mit halb so groflem Radius projiziert, die den Ursprung der
PoINCAREsche Scheiben als Siidpol besitzt.

Sowohl bei der Projektion der KLEINschen als auch der Projektion der POINCAREschen
Scheibe geht der jeweilige Scheibenrand auf den Aquator der jeweiligen Kugel iiber. Beide
Kugeln sind aus schon Bekanntem tatsachlich identisch. Es ist dieselbe Kugel mit der
man das KLEINsche Scheiben-Modell in das Scheiben-Modell von POINCARE iiberfithren
kann.
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Nach der Projektion der Scheiben-Modelle auf die untere Halbkugel der Kugel wird diese
Kugel so um ihre Achsen gedreht, dass die untere Halbkugel auf die rechte Halbkugel
iibergeht. Anschlieend wird alles stereographisch vom jetzigen Nordpol aus in die EU-
KLIDische Ebene, in der die Scheiben-Modelle liegen, proijziert. Dabei gehen die idealen
Punkte, das waren die Randpunkte der Scheiben, die auf den Aquator der Kugel proijziert
und anschlieend rotiert wurden, mit einer Ausnahme auf die x-Achse iiber. Der ideale
Punkt, der nach Projektion auf die Kugel und Drehung derselben auf den Nordpol der
Kugel zu liegen kommt, wird auf den ,unendlich fernen Punkt“ in y-Richtung abgebildet.
Damit gehen alle asymptotisch parallelen Geraden, die sich im KLEINschen- Scheiben
Modell in diesem Punkt treffen, im Oberen-Halbebene-Modell auf EUKLIDische Parallele
zur y-Achse tiber. [Haul995]

Bemerkung. Identifizieren wir die Punkte P(x,y) der EUKLIDischen Ebene mit Punkten
der komplexen Zahlenebene P = x + 1y, dann kénnen die Punkte der Oberen-Halbenbene
nicht nur mit karthesischen Koordinaten, sondern auch mit komplexen Zahlen beschrieben

werden. OHE > P = (?) = p1 +1py = z € C wobei stets gilt 0 < py € R.
2

Die Kugel, die verwendet wurde, um die Punkte der Scheiben-Modelle in die Punkte der
Obere-Halbebene zu tberfiithren, kann als RIEMANNsche Zahlenkugel C U {oco} angesehen
werden.

4.6. Umrechnungen und Metriken im Uberblick

Modell Metrik
Minkowski du(p,q) = arcosh(— (p,q)))
1—
Klein dii(p,q) = arcosh (p,q)
2 2
JO=T02) - (1= llal?)
Poincaré do(pq) = acosh (1+ 2 (Ilp — ql)? )
(1= plD®) - (1= Clalh?)

Obere-Halbebene doug(p,q) = arcosh (1 + <p—q,p—q>>
2pago

Bemerkung. Neben der in dieser Arbeit benutzten Art der hyperbolischen Metrik ist
eine weitere Art recht verbreitet, deren Notation das Streckenstiick ds verwendet. Diese
Art der Metrik gelingt also tiber die Nutzung des Wegintegrals; auf diese Notation werden
wir hier nicht weiter eingehen und sie auch nicht benutzen. Genauere Informationen dazu
finden sich z.B. in [CFKP1997] und [W&s2002].
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Umrechnung
von nach Formel
1
Klein Minkowski (2,y) = ——— - (1,9, 1),
Vi
wobei 2% +y? < 1
Minkowski Klein (r,y,2) — (x, y),
z' z
wobei 22 +y? — 22 = —1
Poincaré Minkowski (z,y) — e —h (22,2y,1 + 2% + y?),
wobei 2% + 9% < 1
21 2y 1+1r2\?
It tiv:
alternativ (x,y) — 1—1“2’1—7“2’(1—7“2))’
mit r = a2 +y? <1
. . . , T Y
Minkowsk P v, ( , >
inkowski oincaré (z,y,2) — T T2
wobei 22 +y? + 22 = —1
1
Obere-Halbebene Minkowski (z,y) — 2—(2:5, 24y =12+ + 1),
)
wobei y > 0
. . 1
Minkowski Obere-Halbebene | (z,y, z) — (x,1),
=Y
wobei 22 + 9% — 22 = —1

Aus den Beziehungen zwischen dem MINKOWSI-Modell und den drei anderen Modellen,
lassen sich auch die Formeln fiir die Beziehungen der drei zweidimensionalen Modelle
untereinander bestimmen. Der Weg zur Bestimmung der Beziehung ist immer der gleiche.

X > H?>->Y

wobei X # Y jeweils zweidimensionale Modelle € { Dk, Dp, OHE} sind.
Hier wird nur noch das Ergebnis der entsprechenden Beziehungsberechnung angegeben.
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von nach ‘ Formel
1
Klein Obere-Halbebene | (z,y) — TR (a:, V1—a? - y7)
- Y
1
Obere-Halbeb Klei — 2z, 2+ — 1
ere-Halbebene ein (x,y)n—>x2+y2+1 (2x, 2% +y )
wobei y > 0
2 2?2 +y?—1
Obere-Halbeb Poi ¢ :
ere-Halbebene Poincaré (x,y) — T (z, 5 )
Poincaré Obere-Halbebene | (z, 1) 2 ( 1-3;2—3/2)
incar re- n — .
oincaré ere-Halbebene | (z,y pER . x, 5
Kle Poincart (9) : (@0
ein oincaré T,y) — (z
W\ VT—ar—gg 1 Y
2
Poi & Klei _
oincaré ein (x,y) — T2 1 g (z, y))

Bemerkung. COLLEEN ROBLES gibt in [Rob1996]? an, dass folgende Formel sowohl
fiir die Transformation von der oberen Halbebene in die POINCARE Scheibe und die

umgekehrte Richtung gilt: (z,y) — (z,1+vy)

2?4 (1 +y)?
Diese Formel lief sich jedoch nicht verifizieren.

Weiterhin gibt C. ROBLES in [Rob1996]'%eine Moglichkeit an, die KLEINsche Scheibe
in die POINCAREsche Scheibe zu transformieren, wobei in diesem Verfahren die Punkte

der Scheiben durch Polarkoordinaten beschrieben sind, genauso wie bei der zugehorigen
Umkehrung;:

von nach ‘ Formel

Klein Poincaré | Polarkoordinaten: (r,#) — (

,
—707
1++v/1—12 )

mit 0 <r <1
2
Poincaré Klein Polarkoordinaten: (r,6) — (14—71270>’
r
mit 0 <r <1

9Genaue Stelle in dem Online-Dokument:
http://www.geom.uiuc.edu/~crobles/hyperbolic/hypr/ibm/puhp/eq.html

0Genaue Stelle in dem Online-Dokument:
http://www.geom.uiuc.edu/~crobles/hyperbolic/hypr/ibm/pkb/eq.html



http://www.geom.uiuc.edu/~crobles/hyperbolic/hypr/ibm/puhp/eq.html
http://www.geom.uiuc.edu/~crobles/hyperbolic/hypr/ibm/pkb/eq.html
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4.7. Vor- und Nachteile der betrachteten Modelle

Das dreidimensionale MINKOWSKI-Modell ist aus drei ganz konkreten Griinden als
Rechenmodell gewahlt worden:

1.

Mehrere aufeinander folgende geometrische Operationen lassen sich in einer Trans-
formationsmatrix ausdriicken. Dies reduziert numerische Fehler.

Bei geeigneter Implementierung liefen sich diese Matrix-Operationen auf moderne
Graphik-Chips (GPU) auslagern, die hardwareméfig optimiert sind mit 3 x 3-
Matrizen schneller zu arbeiten als die CPU es konnte. Insbesondere sind GPUs
optimiert auf die Matrix-Multiplikation. Diese Optimierung kann bei modernen
3D-Spielen durchaus sichtbar werden, wenn man die Fliissigkeit der wechselnde
Verédnderung in der Darstellung bei alten Graphikkarten mit neuen Graphikkarten
vergleicht.

Jeder Punkt damit auch jeder Netzkonten also jedes Neuron im MINKOWSKI-Modell
miisste mit der gleichen Transformationsmatrix multipliziert werden. Dieses bietet
die Moglichkeit fiir paralleles und verteiltes Rechnen.

Das zweidimensionale POINCAREsche Scheiben Modell ist aus folgenden Griinden als
Visualisierungsmodell gewéhlt worden:

1.

3.

Die ganze hyperbolische Flache ,passt“in einen EUKLIDisch begrenzten Kreis, der
sich einfach auf einem Monitor darstellen lasst.

Es ist ein winkeltreues Modell. Dies ist besonders notwendig, wenn der Mensch vor
dem Bildschirm in der Karte navigieren mochte.

Der Fischaugen-Effekt ist visuell ansprechend.

Die KLEINsche Scheibe wurde nicht als Visualisierungsmodell genommen, da sie ein
nicht winkeltreues Modell ist. Ebenso wurde sie nicht als Rechenmodell gewahlt, da
es zu numerischen Problemen kommen wiirde bei der geometrischen Manipulation von
Netzkonten, die sehr nahe am Scheibenrand liegen.

Das Modell der oberen Halbebene scheidet als Visualisierungsmodell aus, da es ein
EukLIDisch nicht begrenztes Modell ist. Auch als Rechenmodell scheidet es aus, da
sich die Berechnungen nicht so einfach wie im MINKOWSKI-Modell als dreidimensionale
Matrixoperationen schreiben lassen.
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Zusammenfassung.

Viele der in diesem Kapitel hergeleiteten Beziehungen sind von unmittelbarer Bedeutung
fiir die HSOM:

o Fiir unser Rechenmodell, das MINKOWSKI-Modell, habe wir die LORENTZ-Trans-
formationen — genauer die LORENTZ-Drehung und den LORENTZ-Boost — als
Rechenoperationen eingefithrt und besprochen.

o Die Beziechung vom Rechenmodell zum Visualisierungsmodell, der POINCAREschen
Scheibe, haben wir erklart.

o Wegen der Vollstandigkeit haben wir zusétzlich das KLEINsche Scheibenmodell wie
auch das PoINCAREsche Modell der oberen Halbebene besprochen.

e Die Vor- und Nachteile der verschiedenen Modelle der hyperbolischen Ebene als
Rechenmodell und Visualisierungsmodell sind verdeutlicht worden.




5. Parkettierung der hyperbolischen
Flache

Dieses ist das zweite zentrale Kapitel der Arbeit. Es geht um die Generierung von Gittern
im hyperbolischen Raum:

o Wir prasentieren eine kurze Erklarung wie eine Triangulierung mit MOBIUS-Trans-
formationen in der POINCAREschen Scheibe prinzipiell geldnge.

o Als numerisch deutlich stabileres Verfahren stellen wir vor, wie eine Generierung von
Dreiecksnetzen im MINKOWSKI-Raum mit Hilfe von LORENTZz-Transformationen
moglich ist, sowie wie dann die Navigation innerhalb des Netzes moglich ist. Diese
Darstellungen sind dabei in der Arbeit komplett neu entwickelt worden.

Kapitelinhalt. Dieses Kapitel hat einen sehr anwendungsbezogenen Hintergrund. In
diesem Kapitel wird ein Dreiecksnetz im MINKOWSKI-Modell der hyperbolischen Ebene
konstruiert. Daraus resultiert ein Algorithmus, der z.B. in MatLab implementiert werden
kann. Angestrebt ist weiterhin die Formulierung der Gedanken zu einer moglicherweise
passenden Datenstruktur.

5.1. Triangulierungen

Bemerkung. Die Dreiecksgruppe A(l,m, n) ist eine Bewegungsgruppe der EUKLIDischen
Ebene, der zweidimensionalen Sphéare oder der hyperbolischen Ebene. Gegeben ist ein

Dreieck mit den Winkeln o = g, 6= 1,7 — " Die zugehorige Gruppe wird erzeugt
n

durch die Spiegelungen an den Dreiecksseiten.

1
o Im EukriDischen Fall gilt 7 + — + — = 1, denn die Innenwinkelsumme eines
m n

EukvriDischen Dreiecks ist genau 7

1 1 1
o Im sphérischen Fall gilt j—l—f—l—— > 1, denn die Innenwinkelsumme eines spharischen
m n

Dreiecks ist grofer als 7. Diese sphérischen Dreiecke werden SCHWARZsche Dreiecke
genannt.

63
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1
e Im hyperbolischen Fall gilt — + — + — < 1, denn die Innenwinkelsumme eines

hyperbolischen Dreiecks ist stets klre’}ner gls 7. Manchmal werden auch diese Dreiecke
ScHWARZsche Dreiecke genannt. Im POINCAREschen Modell der oberen Halbebene
sind die so genannten SCHWARZschen Dreiecks-Funktionen — allgemeiner SCHWARZ-
CHRISTOFFEL'-Abbildung — definiert. [AF2003]

Eine SCHWARZ-CHRISTOFFEL-Abbildung ist eine Transformation der komplexen
Ebene, die die obere Halbebene konform auf ein Polygon abbildet.

Solche Triangulierungen sind nicht notwendig regulér.

Wir interessieren uns jedoch fiir regulére Triangulierungen. Dazu betrachten wir uns
zunachst die Eigenschaften fiir eine Parkettierung mit einem reguléren Polygon.
Anders als in der EUkLIDischen Ebene sind die Kantenldngen eines Dreiecks in der
hyperbolischen Ebene durch Vorgabe der Winkel im Dreieck festgelegt (siehe Seite 28).
Es gibt also keine ahnlichen hyperbolische Dreiecke, die nicht kongruent sind.

Es existieren gleichseitige hyperbolische Dreiecke fiir jeden beliebigen Winkel zwischen

2
0 und g ausschlieBlich. Der Winkelwert T_r fuhrt automatisch zu EukLIDischen

Dreiecken, zu einer reguléren Dreieckszerlegung, bei der an jedem Knoten — das sind die

Eckpunkte der Dreiecke — des Dreiecksnetzes 6 Dreiecke zusammentreffen.
“(p—2

Genauso existieren regulire p-Ecke fiir jeden beliebigen Winkel zwischen 0 und w
P

ausschliellich. Daher lasst sich die hyperbolische Ebene mit regularen p-Ecken pflastern,

so dass die Anzahl der p-Ecke, die sich in einem Eckpunkt treffen, genau q betragt.

Die einzige Bedingung hierbei ist, dass (p — 2) - (¢ — 2) > 4 sein muss, was gleichwertig

zur obigen Winkelbedingung ist.

Diese spezielle p-Ecke sollen (p, ¢)-Ecke heilen. Jede regulire Zerlegung (regular tesselati-

on) wird reprisentiert durch ein Schldfli-Symbol* [p, q] [Hat2002].

!Benannt nach ELwIN BRUNO CHRISTOFFEL und HERMANN AMANDUS SCHWARZ.
ELwIN BRUNO CHRISTOFFEL (* 10. November 1829 in Montjoie heute Monschau bei Aachen,
115. Méarz 1900 in Strafiburg) war ein deutscher Mathematiker, zum Schluss Professor an der
Universitdt Strafiburg.

HERMANN AMANDUS SCHWARZ (* 25. Januar 1843 in Hermsdorf, Schlesien, 130. November 1921
in Berlin) war ein deutscher Mathematiker. SCHWARZ studierte in Berlin zunéchst Chemie, dann
Mathematik. Zwischen 1867 und 1869 war er Professor in Halle, dann in Ziirich. Seit 1875 arbeitete er an
der Universitét Gottingen und schliefllich 1892 an der Berliner Akademie der Wissenschaften. SCHWARZ
beschéaftigte sich insbesondere mit der Funktionentheorie und der Theorie der Minimalflachen.

2Das Schlifli-Symbol ist eine Notation der Form [p, g, 7, ...], welche regulire Polytope (regular polytopes)
und Parkettierungen (tessellations, tilings) definiert.— Polytop bezeichnet in der Geometrie ein
verallgemeinertes Polygon in beliebiger Dimension. Wie das Polygon besteht auch das Polytop aus
mehreren Punkten im Raum (Ecken), die durch Kanten verbunden sein kénnen. Die Verallgemeinerung
von Polytopen auf unbeschrankte Korper heifit Polyeder.

Das Schlifli-Symbol ist nach LUDWIG SCHLAFLI benannt. LUDWIG SCHLAFLI(* 15. Januar 1814 in
Grasswil, heute zu Seeberg; 720. Mérz 1895 in Bern) war ein Schweizer Mathematiker, der sich mit
Geometrie und komplexer Analysis (damals Funktionentheorie genannt) beschéftigte. Er spielte eine
Schliisselrolle bei der Entwicklung des Begriffs der Dimension.
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Satz 5.1. Schon anhand des Schlafli-Symbols kann man bestimmen, ob [p, q] eine Par-
kettierung der EUKLIDischen, der hyperbolischen oder der elliptischen FEbene ist. Dazu

1 1
betrachtet man die Summe von — + — [Joy1998]:
p q

1 1 1

e —+-—= B = [p, q| ist eine EUKLIDische Parkettierung
p q
1 1 L . .

e —+-< 5= [p, q| ist eine hyperbolische Parkettierung
p q
1 1 1 L . .

o —+—> 3 = [p, q| ist eine elliptische Parkettierung
P q

Beweis. Bei einer Parkettierung [n, k] stoflen k reguldre Polygone an jeden Knoten. Also

2 360°
ist der Winkel zwischen zwei Seiten eines Polygons an diesem Punkt genau: % =

grof ist, ist die

(o]

Da ein regulares n-gon genau n gleiche Winkel hat, wovon jeder
360°

Winkelsumme n -

Wir wissen schon, die Winkelsumme eines EUKLIDischen Dreiecks ist genau m = 180°, die
eines hyperbolischen ist kleiner, die eines elliptischen ist grofier.
Unterteilen wir das Polygon so in Dreiecke, dass sich kein Dreieck iiberlappt oder schneidet
und die Punkte der Dreiecke nur aus den Punkten des Polygons bestehen, dann kann man
die Winkelsumme des n-gons im EUKLIDischen Fall mit genau (n — 2) - 180° bestimmen —
im hyperbolischen Fall ist es weniger, im elliptischen Fall mehr.

Falls also n - = (n—2)-180°, dann ist [n, k] EUKLIDisch, falls n - < (n—2)-180°
hyperbolisch, ansonsten 7 - > (n —2) - 180° elliptisch.
360 <
1< (n—2)-180
k> n-360
l<n—-2 n 2
k>n-2 2.n 2-n
1.1 1
k>2 n
1 1.1
FTn>2
]

Um die hyperbolische Ebene mit geeigneten (p, q)-Ecken zu pflastern, wahlt man einen
endlichen Teilbereich als Urzelle [Hau1995], auch Fundamental-Gebiet [W#s2002] genannt,
als Grundbaustein aus. Diese Urzelle kann ein ganzes (p,q)-Eck oder ein geeigneter
Teilbereich eines (p, ¢)-Ecks sein.
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Darauf werden dann die verschiedenen Bewegungen angewendet, so dass die Bilder der
Urzelle die Ebene liickenlos, und ohne sich zu tiberschneiden, tiberdecken.

Die angewendeten Bewegungen bilden dabei eine Untergruppe der hyperbolischen Bewe-
gungsgruppe, die Symmetriegruppe der Pflasterung.

Ausgehend von gewahlten Werten fiir p und ¢ ist die grofStmoliche Symmetriegruppe die
zur kleinstmoglichen Urzelle. Die kleinstmogliche Urzelle ist das rechtwinklige Dreieck,
das durch den Mittelpunkt eines (p, ¢)-Ecks, einen Eckpunkt und einen benachbarten
Seitenmittelpunkt gegeben ist. Diese Symmetriegruppe bezeichnet man mit [p, ], sie wird
von den drei Spiegelungen an den Dreiecksseiten erzeugt. [Haul995]

Problem 5.1. Ist es méglich die hyperbolische Ebene mit (3,6)-Ecks zu pflastern?

Nein, eine Triangulierung der hyperbolischen Ebene, so dass an jedem Dreiecksknoten
6 hyperbolische Dreiecke benachbart sind, ist nicht méoglich. [3, 6] ist eine EUKLIDische
Parkettierung, denn

11 2 1 3 1

37676 6 6 2
Die Dreiecke sind EUKLIDische Dreiecke, sie besitzen eine Innenwinkelsumme

27
33— =
von 5 T

Problem 5.2. Ist es mdglich die hyperbolische Ebene mit (3,7)-Ecks zu pflastern?

Ja, eine Triangulierung der hyperbolischen Ebene, so dass an jedem Dreiecksknoten 7
Dreiecke benachbart sind, ist moglich. [3, 7] ist eine hyperbolische Parkettierung, denn

1+1<048<1
3 7 ' 2

2r 6
Die Dreiecke haben jeweils eine Innenwinkelsumme von 3- — = - -7 < 7, es sind also

7 7
hyperbolische Dreiecke.

Satz 5.2. Es ist maglich die hyperbolische Ebene regelmaifig zu triangulieren, so dass
stets n > 6 hyperbolische reguldre, d.h. gleichwinklige, Dreiecke in einem Punkt benachbart
sind.

Beweis.

]

Bemerkung. Die feinste regulédre Triangulierung mit gleichwinkligen, gleichseitigen hyper-
bolischen Dreiecken ist die Parkettierung [3, 7], denn ihre Dreiecke sind die hyperbolischen

Dreiecke mit kleinstem Flacheninhalt, denn ihre Innenwinkelsumme ist die groite. Satz von

2
GAUSS-BONNET (siehe Seite 28) = A(T) =7 —(a+3+7v)=7—3- - = 777T — 6,: = g
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5.2. Reguldre Triangulierung der hyperbolischen Ebene
im POINCARE-Modell

Erinnerung 5.1 (Komplexe Zahlen). Die Darstellung einer komplexen Zahl z € C als
2 = a + b2 nennt man karthesische Darstellung. Es gibt eine Bijektion zwischen dem R?
und C.

Verwendet man anstelle der karthesischen Koordinaten a und b die Polarkoordinaten
r = |z| = Va?+b? und ¢, so kann die komplexe Zahl z = a + b auch in der Form
z=r-e% =r-(cos(p)+1-sin(p)) dargestellt werden, da a = r - cos(p) und b = r - sin(yp)
ist.

Zu jeder komplexen Zahl C 3 z = R(z) + 3(2) 2 gibt es eine komplex konjugierte Zahl
C 5 z* = R(z2) — S(2)+* So ist dann die Komplezkonjugierte zu z = r - €*:

z* =1 (cos(p) —-sin(p)) = r-(cos(p)+u-sin(—p)) = r-(cos(—p)+1-sin(—¢)) = r-e™

HELGE RITTER [Rit1999] zerlegt fiir seine hyperbolische selbstorganisierende Karte die
hyperbolische Ebene im POINCARE-Modell in Dreiecke.

Um in der POINCARE-Scheibe zu ,navigieren®, greift HELGE RITTER auf geeignete
MoBIUs-Transformationen zurtick; diese sind konforme Abbildungen der RIEMANNschen
Zahlenkugel auf sich selbst und damit auch konforme Automorphismen fiir C = C U {c0}.

5.2.1. MOBi1Us-Transformationen

Definition 5.1. (M06BIUS-Transformation): Funktionen ¢ : C — C heiflen MOBIUS-
Transformation, wenn sie durch diese Form gegeben sind:

az+b
cz+d’

¢z (5.1)

wobei a, b, ¢, d € C komplexe Zahlen sind, die a - d — b - ¢ # 0 erfiillen. Thre Umkehrung

dz—0b

-1
Tl —
¢ —cz+a

(5.2)

ist mit d-a — (—¢) - (=b) = ad — be # 0 wiederum eine MOBIUS-Transformation.

3In der Literatur ist es iiblich die komplex Konjungierte einer komplexen Zahl z mit Z zu notieren. Da
der Oberstrich ~ schon fiir die Strecken-Notation verwendet wird, bezeichnen wir hier die komplex
Konjungierte einer komplexen Zahl z mit z*.
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Jede MOBIUS-Transformation kann durch eine geeignete Komposition der erzeugenden
Funktionen Verschiebung, Drehsteckung und Inversion konstruiert werden.

b fil ©
{Z ) ot , ist die Verschiebung um b

00 fir z =00
Du(z) :=a-z=|a| €'z, ist eine Streckung um den Faktor |a|

kombiniert mit einer Drehung um den Winkel «.

1
- firze C\ {0}
z
I(z) '= S 50 filr 2 = 0 , ist die Inversion — auch komplexe Inversion genannt
0 firz=o0

Die Menge aller MOBIUS-Transformationen bildet beziiglich ihrer Hintereinanderausfiih-
rung die Gruppe der MOBIUS-Transformationen.

Oder anders ausgedriickt: Die Automorphismen, also die biholomorphen* Abbildungen
der RIEMANNschen Zahlenkugel auf sich selbst, bilden die Gruppe der MOBIUS-Transfor-
mationen.

MoOBIUS-Transformationen sind automorphe Funktionen. [KF1897], [KF1912]
Beschranken wir uns nun auf MOBIUS-Transformationen der Form:

az+b

¢z

wobei a, a* sowie b, b* € C zueinander komplexkonjugierte komplexe Zahlen sind. Diese
MoBIus-Transformationen bilden die Einheitskreisscheibe bijektiv auf sich selbst ab.
Eine alternative Notation fiir solche MOBIUS-Transformationen ist gegeben durch — ver-
gleiche auch [Bec2003]:

z—=C
1—(*z2

Betrachten wir uns die Menge PSU der komplexwertigen 2 x 2 Matrizen A € C x C,

¢z e ., mit (e CA|I(|<1; peR (5.4)

a b

) ca,b,a”,b* E@/\aa*—bb*zl}/{i]l} (5.5)

A und —A werden als kongruent identifiziert.
Die Menge PSU(1,1) bildet beziiglich der Matrizenmultiplikation eine Gruppe, die
spezielle projektive unitire Gruppe.

4In der Funktionentheorie ist eine biholomorphe Abbildung eine bijektive holomorphe Abbildung mit
holomorpher Umkehrabbildung.
Holomorphie (von gr. holos, "ganz" und morphe, "Form") ist eine Eigenschaft von bestimmten
komplexwertigen Funktionen, die in der Funktionentheorie behandelt werden. Eine Funktion f : U —
C fiir offenes U C C heifit holomorph, falls sie in jedem Punkt komplex differenzierbar ist.
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Definition 5.2. ((Gruppen-)Wirkung): Eine (Gruppen)- Wirkung (oder auch Grup-
penoperation) einer Gruppe G auf eine Menge M ist eine Abbildung
G x M > (g,m)— g-m € M, die folgende Eigenschaften erfiillt:

(i) 1-m = m (Einselement) und
(ii) g- (h-m) = (gh) - m (Assoziativitit)

Dabei kann die Wirkung, eingeschréankt auf ein festes g € G, auch als Abbildung M >
m +— g(m) € M aufgefasst werden. (Vergl. [W&s2002])

Sei nun D die Einheitskreisscheibe, und g = (; (il) € PSU(1,1), dann definiert g eine

Abbildung g : D — D

az+b
s g(z) = gz. (5.6)

Hierbei handelt es sich um eine Gruppenwirkung, denn
1240

z

(i) 1L(z) = 021 =zVzeD
(ii) fiir alle g = (; ;) h= (; Cd> € PSU(1,1) und alle = € D gilt:
. cz+d b
d C e L
g(h(Z))=g< o ) =&z
d*z + c* cz+d
b —— 4+ a*
d*z + c*
_acz +ad+bd*z +bc”
 brcz + b*d + a*b*z + a*c*

[ ac+bd* ad + bc* B
- (b*c—l—a*d* b*d+a*c*) TR = (gh)(Z)

Diese Gruppenwirkung ist offensichtlich eine MOBIUS-Transformation.

Bemerkung (LORENTZ-Transformationen und MOBIUS-Transformationen).
NEEDHAM schreibt in [Nee2001] iiber die Beziehung zwischen den MOBIUS-Transforma-
tionen und den LORENTZ-Transformationen:

o[- ] in [...] erkldren wir, wie wir eine eindeutige Beziehung zwischen |. .. ]
Lichtstrahlen und den komplexen Zahlen aufstellen konnen. Somit induziert
jede LORENTZ-Transformation der Raum-Zeit genau eine Abbildung der
komplexen Ebene. Was fiir komplexe Abbildungen erhalten wir auf diese
Weise? Als wundersame Antwort erhalten wir:

Die komplexen Abbildungen, die den LORENTZ-Transformationen
entsprechen, sind die MOBIUS-Transformationen! Umgekehrt erhal-
ten wir aus jeder Mobiustransformation von C genau eine LORENTZ-
Transformation der Raum-Zeit.

Selbst unter Physikern ist dieses «Wunder» ldngst noch nicht ausreichend
bekannt.”
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Triangulierung mit M OBIUS-Transformationen

Eine besonders niitzliche Eigenschaft der MOBIUS-Transformationen fiir eine hyperbolische
Triangulierung in der POINCARE-Scheibe ist, dass sie tripeltransitiv sind, d.h. Dreiecke
werden auf kongruente Dreiecke in C, also auch in Dp, abgebildet. Weiterhin sind sie
transitiv auf einer Menge von Kreisen in C sowie transitiv auf einer Menge von Scheiben
in C. Sie sind winkelerhaltende Abbildungen. [And1999],[AF2003].

Um ausgehend von einem hyperbolischen Startdreieck (ABC') — dabei sind A, B,C € C
drei voneinander verschiedene komplexe Zahlen — mit MOBIUS-Transformationen die
Ebene zu parkettieren, benotigen wir genau drei verschiedene MOBIUS-Transformationen.
Diese MOBIUS-Transformationen sind Transformationen mit jeweils zwei Fixpunkten, es
sind die Spiegelung des Dreiecks an seinen drei Seiten.

1. Fixpunkte A, B: m; : (A, B,C) — (A, B, X)
2. Fixpunkte B,C: my : (A, B,C) — (Y, B,C)
3. Fixpunkte A,C: my: (A, B,C) — (A, Z,C)

Setzen wir die Matrizen, deren Gruppenwirkung die entsprechenden MOBIUS-Transforma-
tionen sind, als:

my = (a ;1) , mit det(m) = aa™ — bb* =1
my = (C g) , mit det(mgy) =cc* —dd* =1
ms = (e* er‘> , mit det(msz) =ee” — ff* =1

Dann miissen die Unbekannten a, b, c,d, e, f € ©C sowie ihre konjugiert Komplexen be-
stimmt werden, so dass fiir die jeweiligen Fixpunkte gilt

aA+b aB +b

A O T i
cB+d cC +d

ms(B) — FBic B ma(C) — O+
eA+ f eC'+ f

A) o LT =
m3( )l—)f*A—i—e* mg(C)Hf*C—f—e*

Die Parameter der MOBIUS-Transformationen héngen direkt vom gewéhlten Startdreieck
ab und damit auch von der Anzahl der Nachbardreiecke. Mit anderen Worten eine
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3, 7]-Parkettierung hat eine andere Wertebelegung fir a, b, ¢, d, e, f mit ihren konjugiert
Komplexen als z.B. die Parkettierung [3, §].

Mochte man nun einen Dreiecks-Netz-Generator fir eine beliebige [3, n]-Parkettierung
(n > 6) programmieren, so dass die Anzahl der benachbarten Dreiecke n durch den
spateren Benutzer festgelegt werden soll, so miisste man stets zuerst die unbekannten
MoOBIUS-Parameter bestimmen. Diesen Weg werden wir nicht beschreiten.

5.3. Reguldre Triangulierung der hyperbolischen Ebene
im MINKOWSKI-Modell

Die hyperbolische Fliche H? soll nun so mit Dreiecken gepflastert oder parkettiert werden,
dass gewisse Eigenschaften erfiillt werden. Die gesuchte Triangulierung muss ein Netz
ergeben, das alle folgenden Eigenschaften erfiillt:

1. In jedem inneren Knoten k des Netzes IV inzidieren genau n > 7 Dreiecke.
2. Jedes Dreieck besitzt drei gleich grofie Innenwinkel «.

3. Jedes Dreieck ist ein gleichseitiges Dreieck, d.h. alle Dreiecksseiten sind gleich lang.

Definition 5.3. (Benachbarte Dreiecke): Benachbarte Dreiecke sind Dreiecke, die
mindestens einen Dreieckspunkt gemeinsam haben.

5.3.1. Konstruktion eines ersten Dreiecks im MINKOWSKI-Modell

Es heiflen die Punkte des Dreiecks A, B, C'. Die Dreiecksseiten heiflen a, b und c. Die
Dreiecksinnenwinkel heiflen o, 5 und .

Bestimmung der Seitenlange eines gleichwinkligen hyperbolischen Dreiecks

Aus den Eigenschaften 1 und 2 fiir eine Triangulierung ergeben sich, dass der hyperbolische
Winkel zwischen zwei hyperbolischen Dreiecksseiten an einem Netzknoten k& genau
2-m
- 5.7

a=" (57)
betrégt , wobei n die feste Anzahl der in einem Punkt benachbarten Dreiecke ist.
Denn n Dreiecke miissen sich um £ so arrangieren, dass 360° = 2 - 7 gleichméfig auf sie
verteilt werden.
Die drei Winkel eines hyperbolischen Dreiecks bestimmen aber nach Satz 3.9 auch schon
die Lange der jeweiligen Dreiecksseiten.
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Aus dem Winkel-Kosinussatz (siehe Seite 28) folgt fiir gleich grofe Dreiecksinnenwinkel,
dh. a=p0p=":

Q
@}
n
—~
Q
~—
-
Q
o
w0
(V]
—
e
N~—r

sin?()
cos(a) + cos?(a)
sin?() )

= @ = arcosh (

Die Lange [ einer Dreiecksseite lasst sich damit in Abhéngigkeit von n, der Anzahl der in
einem Punkt benachbarten Dreiecke, bestimmen als:

2.-m g (2T
CoS (n) + cos (n) 58)

7
sin? (ﬂ)
n

Es sei A der erste Punkt des zu konstruierenden Dreiecks. Dieser ldsst sich géanzlich frei
auf der Oberflaiche der MINKOWSKI-Schale positionieren.
Es liege A im Ursprung von H2.

[ =1(n) = arcosh

Festlegung des Punktes A

0
A:=1|0 (5.9)
1

Bestimmung des Punktes B

Fiir den zweiten Punkt B muss, da er in H? liegen soll, nach Definition 4.6 gelten:

BeH?>= b} +b5—by=—1 (5.10)

Eine der beiden Koordinaten b, by, von B lasst sich auf Null setzen, wahrend die dritte
Koordinate b; von B direkt durch die beiden ersten Koordinaten bestimmt wird.

bl bl bl
Setze B= [0 | = 0 = 0 (5.11)

bs Voi+ b3 +1 Vo3 +1

Ist [ die Lénge der Dreiecksseiten, dann muss fiir den zweiten Punkt B mit der MINKOWSKI-
Metrik gelten:

| = dg(A, B) = arcosh(— (A, B))) = arcosh(—aib; — asbs + asbs) (5.12)

Setzen wir nun die Werte fiir A und B ein, so erhalten wir:
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I = du(A, B)
:arcosh(0—0+1. 1+b%)

Und weiterhin

cosh(l) = /1 + 03

Damit konnen wir schreiben
2
(\/1 + b%) = cosh?(1)
b? = cosh?(l) — 1

by = 4/cosh?(1) — 1

Wiéhlen wir den positiven Fall
by = +4/cosh?(l) — 1

= +y/sinh?(1) , denn es gilt: cosh?(z) — sinh®(z) = 1Va
= +sinh({)

Der Wert fiir b3 ergibt sich dann ganz einfach als

by = \/1 + b3 = \/1 + cosh?(1) — 1 = cosh(l)

Alle drei Komponenten der Koordinate des Punktes B sind erfolgreich bestimmt worden.

sinh({)
B:( 0 ) (5.13)
cosh(l)

Alternative Bestimmung des Punkts B mit LORENTZ-Transformationen Deutlich

einfacher hiatte man den Punkt B aus dem Punkt A mit Hilfe des Boosts in z-Richtung
erhalten konnen:

cosh(l) 0 sinh(l) 0 sinh({)
BBQU@).A( o )(O)( : )
sinh(l) 0 cosh(l) 1 cosh(1l)
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Bestimmung des Punktes C

Die ersten zwei Punkte des Startdreiecks sind erfolgreich bestimmt worden. Wenden
wir uns nun der Bestimmung des letzten Punktes C' dieses Dreiecks zu. Fiir den letzten
Punkt C' des Dreiecks miissen vier Eigenschaften erfiillt sein, damit das Dreieck (ABC')
ein hyperbolisches gleichwinkliges gleichseitiges Dreieck im MINKOWSKI-Modell H? der
hyperbolischen Flache wird.

Die Eigenschaften, die der Punkt C' erfiillen muss, sind:

1. Der Punkt C' muss in H? liegen: C € H*> = ¢? + 3 — 2 = -1
2. Fir den Abstand zum Punkt A muss gelten: dy(A,C) =1
3. Fir den Abstand zum Punkt B muss gelten: dy(B,C) =1

Aus der Eigenschaft 2. ergibt sich der Wert von c;:

dy(A,C) =1
& arcosh(—ajc; — agen + ages) =1
& — a101 — agCy + azes = cosh(l)
=—0-¢;1—0-cy+1-c3=cosh(l)
=c3 = cosh(()

Aus der Eigenschaft 3. ergibt sich mit dem Wert von c3 die Koordinate c;:

dy(B,C) =1
< arcosh(—byc; — byca + bscg) =1

& — a6 — agce + ages = cosh(l)
= —y/cosh?(I) —=1-¢; — 0- ¢y + cosh(l) - cosh(l) = cosh(l)

Somit
cosh(l) — cosh(l) - cosh(l) _ cosh(l) - cosh(l) — cosh(l)

Ccl =
—/cosh?(1) — 1 cosh?(1) — 1

cosh?(1) — cosh(l) _ cosh?(1) — cosh(l)

/cosh?(1) — 1 sinh?(1)
cosh?(1) — cosh(l)
sinh({)
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Aus der Eigenschaft 1. mit den schon bestimmten Werten ¢; und c3 erhalten wir cs:

2 2 2

= cosh?(]) — (cosh2(l) — Cosh(l)) = i) (Cosh2(l) . cosh(l))

cosh?(1) — 1 sinh(l)
a0y 3 2
_ cosh?(l) — cosh™(l) 2COQSh (1) + cosh”(l) 1
cosh”(l) — 1
(Cosh4(l)—cosh2(l)> — (cosh4(l)—2 cosh3(l)+cosh2(l)) - (coshQ(l)—l)
B cosh?(1)—1
~ 2cosh®(l) — 2cosh?(l) — cosh®(1) +1  2cosh?(l) — 3cosh?(l) + 1
B sinh?(1) B sinh? (1)
Damit ist
307\ _ 2
R 2 cosh”(l) — 3 cosh*(l) + 1

sinh? (1)
Der positive Fall wird gewahlt:

2cosh®(l) — 3cosh®(l) +1 \/2 cosh®(l) — 3 cosh®(l) + 1
sinh?(1) B sinh({)

Co = +

Die Koordinaten des dritten Punktes C' sind vollstandig bestimmt:
cosh?(1) — cosh(l)
sinh(l)

¢ = \/2 cosh?(1) — 3cosh?®(1) + 1 (5.14)
sinh(l)
cosh({)

Alternative Bestimmung des Punktes C' mit LORENTZ-Transformationen

Problem 5.3. Der Punkt B wurde aus dem Punkt A mit einem Boost in x-Richtung
konstruiert (siehe Seite 73). Ist es maoglich, den Punkt C' aus B durch eine geeignete
Rotation um die z-Achse zu erhalten?

Um dieses Problem zu l6sen, betrachten wir uns erst die Transformations-Matrix M (¢, k)
fiir einen Boost mit £ in z-Richtung und anschliefender Rotation mit ¢ um die z-Achse,
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da wir wissen, dass der Boost in z-Richtung sowie die Rotation um die z-Achse die
Erzeugenden samtlicher geometrischen Operationen in H? sind (siehe Seite 39):

cos(p) —sin(p) 0 cosh(k) 0 sinh(k)
= [sin(p) cos(¢) O] - 0 1 0
1 sinh(k) 0 cosh(k)

( (k) —sin(p) cos(yp) -sinh(k)
= | sin(yp) - cosh(k) cos(p) sin(yp) - sinh(k)
sinh(k) 0 cosh(k)

Wenden wir nun wie bei der Bestimmung des Punktes B den Boost um [ auf den Punkt

0
A= (O) an, dann bleibt als einzige Unbekannte der Rotationswinkel ¢ der LORENTZ-
1

Drehung.

C'=M(p,l)- A
cos(p) - cosh(l) —sin(p) cos(yp) - sinh(l) 0
= | sin(yp) - cosh(l)  cos(y) sin(p) -sinh(l) | - [0
sinh(1) 0 cosh(l) 1
cos(ip) - sinh(l)

= | sin(y) - sinh(l))
cosh(l)

Es verbleibt nun, die Eigenschaften des Punktes C” zu tiberpriifen, um den Rotationswinkel
¢ zu bestimmen:

1. Der Punkt C’ muss in H? liegen.
2. Fir den Abstand zum Punkt A muss gelten: dy (A, C") =1

3. Fir den Abstand zum Punkt B muss gelten: dgy(B,C") =1

d cos(¢p) - sinh({)
(1.) C'=|d,| = [sin(p)-sinh(l) | € H?
cosh(1)

& (cos(yp) - sinh(1))? + (sin(yp) - sinh(1))? — cosh?(l) = —1

(cos(g) - sinh(1))* + (sin(y) - sinh(1))* — cosh?(l)

= cos®(y) - sinh?(1) + sin?(¢p) - sinh?(1) — cosh?(1)

= (cosQ(gp) + sin2(90)> -sinh®(1) — cosh?(1)

= 1-sinh®(1) — cosh?(l) = — (coshQ(l) — sinhQ(l)) =—(1)=-1
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(A, C") = arcosh(— ((A, C")) = arcosh(—(aic] + ascy — ascy))
arcosh(—(0 4+ 0 — 1 - cosh(l))) = arcosh(cosh(l)) =1

(3.) du(B,C") =1
dy(B,C") = arcosh(— (B, C")) = arcosh(—(byc] + bacy — bsc))
= arcosh(—(sinh(l) - cos(¢p) - sinh(l) + 0 — cosh(l) - cosh(l)))
= arcosh( cos(¢) - sinh?(1) + cosh?(1))
(= cos(¢p) - sinh?(1) + 1 4 sinh?(1)
= arcosh(1 + sinh?(1) - (1 — cos(¢))) <1

& 1 +4sinh*(1) - (1 — cos(p)) = cosh(l)
cosh(l) — 1

sinh?(1)
cosh(l) — 1

sinh®(l)

cosh(l) —1  sinh*(l) — cosh(l) + 1
~ sinh®(l) sinh?(1)
cosh?(1) — cosh(l)

sinh?([)

& 1 —cos(p) =
& —cos(p) =

& cos(p) =

h?(1) — cosh(!
Der Rotationswinkel der LORENTZ-Drehung ist also ¢ = arccos (COS ( >h2 ((;;)S ( ))
sin
Wir kénnen nun den bestimmten Winkel ¢ in C” einsetzen, besser ist es aber, direkt
cos(p) zu benutzen:

cos(¢p) - sinh(() cos(¢p) - sinh(l)
C' = | sin(yp) - sinh(l)) = | 1/1 — cos?(¢p) - sinh(l)
COSh(l) COSh(l)
cosh?(1) — cosh(l) - sinh()
sinh?(1)

- J . <cosh28(izI)lh—2(cl:§>sh(l)>2 - sinh(l)

cosh(l)

Vergleich der Punkte C’' und C

Wegen des komplizierteren Aufbaus schauen wir uns die zweite Komponente ¢, des Punktes
C gesondert an:
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¢y = sin(¢p) - sinh(l) = /1 — cos?(¢) - sinh(l

h?(1) — cosh(!
_ 1 _ (COS COS ) smh

S.mh2

h?(1) — cosh(!
_ i (cos ) cos ) sinh(]
cosh”(

(coshQ(l) 1) — ( (lg — cosh(/ )) sinh()

(coshQ(l) 1)
(cosh4(l) — 2cosh?(l) + 1) — (cosh4(l) — 2cosh®(1) + COSh2(l)>

B sinh* (1) -sinh(l)

2cosh®(I) — 3cosh®(l) +1 |
= b () - sinh(1)

Also ist

cosh?(1) — cosh(l)
sinh?(1)

C' = J 2 cosh?(1) — 3 cosh?®(l) + 1

-sinh({)

sinh?(1) “sinh()

cosh(l)
cosh?(1) — cosh(l)
sinh(l)

= \/2 cosh?(1) — 3cosh®() + 1
sinh(/)
cosh(1)

=C

C und C’ sind identisch; es ist also moglich, aus dem Punkt B, der mit Boost um [ in z-

h?(1) —cosh(!
Richtung aus dem Punkt A entstand, durch Rotation mit ¢ = arccos <COS ( )h2 E:lc;s ( )>
sin

um die z-Achse den dritten Dreieckspunkt C' zu erhalten.

Vergleich der Dreiecksinnenwinkel mit dem Rotationswinkel

Satz 5.3. Liegt der Punkt A eines gleichwinkligen, gleichseitigen hyperbolischen Dreiecks
im Ursprung des MINKOWSKI-Modells, d.h. A = (0,0,1)T, dann ist der Rotationswinkel
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der LORENTZ-Drehung, die den Punkt B dieses Dreiecks auf den Punkt C' transformiert,

genauso grof$ wie die Dreiecksinnenwinkel.

2
Sind die Dreiecksinnenwinkel o = 3 =y = —ﬂ, (n € N)
n

cos? () + cos(a)

sin?(a)

und die Seitenlangen | = arcosh ( >, dann gilt:

=

cosh?(1) — cosh(l)) _2r

@ = arccos ( SinhZ(l)

Beweis. Setzen wir [ schrittweise in ¢ ein:

cosh(l) = cosh (amsh (COS(Q) + COSQ(a)>>

sin?(a)
_ cos(a) + cos?(a) _ cos? () + cos(w)
sin?() 1 — cos?(a)
_ (cos?(a) + cos(a)) - (1 — cos*(a))
(1 — cos?(a))?
cos?(a) — cos*(a) + cos(a) — cos® ()
(sin*(ar))”
— cost(a) — cos®(a) + cos?(a) + cos(a)

sint(a)

cosh?(l) = (cosh (arcosh (cos(a) + COSZ(Q)>>>2

sin?(«)

_ (cos(a) + cosg(oz)>2 _ (cos*(a) + cos(a))”

sin?(a) sin*(a)

cost(a) + 2 cos?(a) + cos?(a)

sin(a)

cos*(a) + 2 cos?(a)) + cos?(a)
sin*(a)
— cost(a) — cos®(a) + cos?(a) + cos(a)
sint()

2 cos*(a) + 3 cos®(a) — cos(ar)

sint()
~2cos’(a) +3cos’(@) — 1

sin*()

cosh?(1) — cosh(l) =

= cos(a)
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sinh?(1) = cosh?(l) —

wwmwgﬁwil
(i) ()

cos*(a) + 2cos3(a) + cos?(a) 1 —2cos?(a) + cos*(a)

sint(a)
_ 2 cos®(a) + 3cos?(a) —
sin*(a)

sint(a)

Damit ist

cosh?(1) — cosh(l)
sinh?(1) )
2cos®(a) + 3cos?(a) — 1
sint(a)
2 cos®*(a) + 3cos?(a) — 1
sin*(a)

(p = arccos (

cos() -

— arccos

= arccos(cos(«))
2m
== —
n

]

Folgerung: Das Startdreieck der reguldren hyperbolischen Triangulierung ([3, n]-Parket-

tierung mit n > 7), deren Dreiecke stets gleichseitige mit der

Lange | = arcosh (COS(Q), —gcosz(a)
sin®(«)

betrdgt, kann nun ganz einfach beschrieben werden, wenn man die Punkte mit den

LoRENTZ-Transformationen Boost und Rotation generiert — wobei die Transformations-

Matrix M (p, k) = R.(p) - B(k) ist (siche Seite 76):

2
) sind und jeder Dreiecksinnenwinkel genau o = il
n

0 0

0 cos(0) sinh(0) 1= 0
A= M(0,0) - (0) — (sin(O) sinh(O)) =|0-&==2| = (o)

)
1 cosh(0) gte 1

0 sinh(/) 0 cos(a) - sinh(l)
B = M(0,1) - (0) ( 0 ) , C=M(a,l) - (O) = (Sin(a) : sinh(l))
1 cosh(l) 1 cosh(l)

Algorithmus 1 (Erstelle_Startdreieck). input:(int n)
BEGIN

//n ist die Anzahl der hyperbolischen Dreiecke,
//die sich in einem Knoten treffen sollen
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Bestimme Rotationswinkel o = 2;;
2
Bestimme hyperbolische Seitenlinge | = arcosh (COS (a) 2+ COS(a))
sin®(«)
0
Erstelle ersten Dreieckspunkt bei | O
1
sinh(7)
Erstelle zweiten Dreieckspunkt durch Boost wm Lange | in x-Richtung bet 0
cosh(l)
FErstelle dritten Dreteckspunkt durch Boost um Ldnge | in x-Richtung
cos(«) sinh(l)
und anschlieffender Rotation um Winkel o bei | sin(«) sinh(7)
cosh(l)

END

Diesen Algorithmus zur Konstruktion des Startdreiecks werden wir in dem Algorithmus
zur Konstruktion eines Dreiecksrings (siehe Seite 82), einer Vorstufe des Netzgenerators,
verwenden.

Zwar werden wir den gerade diskutierten Algorithmus nicht separat im Algorithmus
des Netzgenerators gebrauchen konnen, aber werden dafiir umso mehr die Idee der
LoreENTZ-Rotation und des LORENTZ-Boosts eines Punktes intensiv im Algorithmus des
Netzgenerators ausnutzen.

5.3.2. Der Netz-Generator

In der Anwendung soll der Generator dazu benutzt werden, ein regulédres Netz aus
gleichwinkligen gleichseitigen hyperbolischen Dreiecken zu erstellen. Die Dreieckspunkte
dieses Netzes sollen als , geometrische Befestigung® — als Layout — der ,Neuronen* der
hyperbolischen selbstorganisierenden Karte, HSOM , dienen.
Die HSOM soll ein zentrales ,Neuron* besitzen. Dieses zentrale Neuron sei das Start-
neuron des Generators und heile N_;. Die geometrische Position im MINKOWSKI-Modell
H? dieses besonderen Neurons N_; wird festgelegt auf den Ursprung U von H?2.

0
Das Neuron N_; liegt damit auf den Koordinaten | 0

1
Das Neuron N_; besitzt n (n > 7, n € N) Neuronen — Ny ... N,,_; — als Nachbarn, d.h. es
ist mit ihnen durch eine Kante (einem Teil einer hyperbolischen Gerade) verbunden. Dabei
sind diese n Nachbarn so miteinander verbunden, dass das Neuron N; direkt verbunden
ist sowohl mit dem Neuron N(i{1) mod » als auch mit dem Neuron N;_1) mod n, dabei ist
1€N,0< 7 <n.

Die n Dreiecke der ersten Generation

Betrachtet man sich die Verbindungen zwischen den Neuronen N_q,... N, _1, so bilden
diese genau n (hyperbolische) Dreiecke, die alle im Ursprung von H? zusammenstofen.
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Alle Dreieckspunkte, die vom Ursprung verschieden sind, das sind die Punkte mit den
Indizes 0 <7 < n , liegen auf einem Isokreis, d.h. alle diese Punkte besitzen die gleiche
,Hohe“ cosh(l), entlang der oberen Schale eines zweischaligen Hyperboloiden.
Die Koordinaten der n Punkte der Dreiecke aus der ersten Generation erhélt man ganz
einfach aus dem Startdreieck (siehe Seite 80) durch n — 1-fache Rotation des Startdreiecks
um die z-Achse mit den Winkel 27”, wobei der Fixpunkt dieser Rotationen die Koordinaten

0

0 | besitzt. Eine n — te Rotation wiirde wieder das Startdreieck selber liefern.

1

Algorithmus 2 (Erstelle_ersten_ Dreiecksring ). input: (int n, double o, double l);
BEGIN

call Erstelle Startdreieck(n);

//Der zweite und dritte Punkt des Startdreiecks

//liegen auf einem Kreis um die z-Achse.

//Auf diesem Kreis werden nun weitere Punkte generiert:

for (intk = 2; k < n-1; k++)

cos(k - «) - sinh({)
Neuer Punkt bei | sin(k - «) - sinh(l) |;
cosh(1)
Verbinde benachbarte Punkte entlang dieses Kreises.

Verbinde alle Punkte dieses Kreises mit dem ersten Punkt des Startdreiecks.
END

Wachstumsgesetz des hyperbolischen Netzes

Bevor wir uns weiter mit dem Netzgenerator direkt beschéaftigen konnen, miissen wir
uns erst einmal klar werden, wie viele Netzknoten (Dreieckspunkte) iiberhaupt in einer
Generation existieren konnen.

Dazu betrachten wir uns erst einmal folgende Prinzip-Skizzen. Wir ordnen dazu die
Knoten verschiedener Generationen auf konzentrischen Kreise an. Alle Knoten einer
Generation liegen auf einem Kreis. Bei diesen Skizzen ist es nicht wichtig, dass sie die
genauen Koordinaten der Punkte einer Aufsicht auf das MINKOWSKI-Modell oder in der
POINCARE-Scheibe darstellen — genau diese Positionierung der Knoten wird verletzt. In
diesen Skizzen wird vornehmlich auf die Korrektheit der Nachbarschaftsbeziehung wert
gelegt und damit auch auf die Anzahl der Knoten im Netz.
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Abbildung 5 .1.: Prinzip-Skizze: Netzwachstum [3,7]-Parkettierung
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Knotenwachstum: [3,9]-Parkettierung Knotenwachstum: [3,10]-Parkettierung

Abbildung 5.2.: Prinzip-Skizzen zum Knotenwachstum hyperbolischer Dreiecksnetze

Wir erkennen bei diesen Skizzen blaue und rote Kanten und Knoten.

Der Knoten nullter Generation ist blau und besitzt n > 7 ebenfalls blaue Nachfolger.
Jeder Knoten erster Generation besitzt n — 5 blaue Nachfolger. Je zwei Knoten erster
Generation besitzen einen gemeinsamen roten Nachfolger. Jeder blaue Knoten der
zweiten Generation besitzt n — 5 blaue Nachfolger. Jeder rote Knoten der zweiten
Generation besitzt n — 6 blaue Nachfolger. Je zwei Knoten zweiter Generation
besitzen einen gemeinsamen roten Nachfolger.

Fiir die g-te Generation gilt:

1. Jeder blaue Knoten besitzt n — 5 blaue Nachfolger.

2. Jeder rote Knoten besitzt n — 6 blaue Nachfolger.
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3. Je zwei benachbarte Knoten besitzen einen gemeinsamen roten Nachfolger.

Rekursives System

Dieses Wachstumsgesetz des Netzes einer hyperbolischen [3, n]-Parkettierung lasst sich
als System von verschrinkten Rekursionsgleichungen formulieren.

Ist n € N A n > 7 die Anzahl der in einem inneren Knoten benachbarten hyperbolischen
Dreiecke, und g € Ny die Generation des Netzes, so beschreibt v(g,n) die Anzahl der
Knoten (Vertices) der g-ten Generation. b(g,n) beschreibt die Anzahl von blauen Knoten
der g-ten Generation und r(g,n) die Anzahl der roten Knoten.

b(0,n) =1
b(l,n) =n
b(g,n) =(n—>5)-b(g—1,n)+(n—6)-r(¢g—1,n) (5.15)
r(0,n) =0
r(1,n) =0
r(g,n) =blg —1,n)+7r(g—1,n) (5.16)
v(g,n) =b(g,n) +r(g,n) (5.17)

Um eine explizite geschlossene Formel fiir die Anzahl der Knoten in einer Generation aus
dem System erhalten zu konnen, miissen wir zunéchst die Verschrankung auflésen.

Homogene lineare Rekursionsgleichung zweiter Ordnung
Setzen wir 5.15 und 5.16 in 5.17 ein, so ergibt sich

Es ist:

—5)-b(g—1L,n)+blg—1,n)+(n—6)-r(g—1,n)+r(g—1,n)
—4)-b(g—1L,n)+(n—>5)-r(g—1,n)
—4)'(b(g—l,n)—l—r(g—l,n))—r(g—1,n)

vig—1,n)=blg—1,n)+7r(g—1,n)

Zudem ist:

r(g—1,n)=0b(g—2,n)+r(g—2,n) =v(g —2,n)
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Damit ergibt sich:
v(g,n) = (n —4) - v(g — 1,n) — v(g — 2,n) (5.18)

Die Aquivalenz zu dem verschrinkten Rekursionssystem erfordert die offensichtlichen
Anfangsbedingungen:

Satz 5.4. FEs ist eine dritte Anfangsbedingung notwendig, damit die Rekursionsgleichung
zweiter Ordnung 5.18 dquualent zum System 5.17 ist.
Die dritte Anfangsbedingung an die Rekursionsgleichung zweiter Ordnung ist:

v(2,n)=(n—4)-n
Beweis. Ohne eine dritte Anfangsbedingung erhélt man mit 5.18 fir v(2,n) = (n—4)-n—1
v(2,n)=(Mn—-4)-v(l,n) —v0,n)=(n—4) - n—1

Mit 5.17 erhélt man allerdings fir v(2,n) = (n —4) - n

Geschlossene Formel

Wie in [Har2007] beschrieben wird nun aus der Rekursionsgleichung die geschlossene
Formel ermittelt.

Zunachst wird 5.18 in Standardform gebracht.

Das charakteristische Polynom ist:

x@)=2>~(n—4)-2+1=0 (5.20)
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Die zwei Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind:

n—4 n—4 2
= + -1
Zo,1 B J( B >

xoz;-((n—4)+\/n2—8n+12):;-((n—4)+\/(n—6)-(n—2)> (5.21)
mlz;-((n—4)—\/n2—8n+12):;-((n—4)—\/(n—6)-(n—2)) (5.22)

Die allgemeine Lisung der Rekursionsgleichung 5.18 ist

v(g.n) = co- af +ci - af

o(gn) = co- (;-((n—4)+\/(n—6)-(n—2)))g (5.23)

tor - (; ((n—4)—\/(n—6)-(n—2))>g

Um die spezielle Losung der Rekursionsgleichung zu erhalten, miissen wir die noch
unbestimmten Koeffizienten c¢q und ¢; herausfinden; dazu betrachten wir die Anfangsbe-
dingungen:

v(0,n) =co- a3 +c -2l =1
v(l,n) =co-z5+c -z =n

v(2,n) =co-ag+c-at=n-(n—4)

Wir 16sen das lineare Gleichungssystem
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Damit sind die Koeffizienten ¢y und ¢; eindeutig festgelegt durch:
Co\ _ n [z (1= (n—4))
1 To- T - (:1;1 — IO) Zo ((n — 4) — ZZ'())

Betrachten wir uns die Komponenten dieses Vektors etwas genauer:
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o —(n—4) = -((n—4)—\/(n—6)-(n—2))—(n—4)

-(n—4)—(n—4)—;-\/(n—6)-(n—2)
1 1
= ;=1 =5 /(n—6)-(n-2)

:—;((n—4)+\/(n—6)'<”_2))

N — DN~

(n—4)—x0:(n—4)—;o((n—4)+\/(n—6)-(n—2)>
= =)=\ -6)- (12

Also ist

Weiterhin ist:

Ty — T =

(== =6 w=2) =5 (-0 +/n—6)- (- 2)

Il
N =N =N =
7N
7 N
—
3
|
g
S~—
|
=
3
|
=
SN—
—
3
|
[\)
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So erkennen wir

<2(1)> - —\/(n—g) n-2) <_11> - \/(n—G:- n—2) (-11>

Die spezielle Losung der Rekursionsgleichung ist damit bestimmt worden als:
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U@"”:<2yi<ﬁ>:\ﬂn—éam—2f(jJT‘@®

m%ny:¢ n - (B-Qn—®+\ﬂn—®-m—2gr (5.24)
[ (-0 i)

Da wir zur Bestimmung der speziellen Losung der Rekursionsgleichung nur zwei von
drei Anfangsbedingungen beriicksichtigt haben, miissen wir die gefundene Losung noch
korrigieren, so dass alle drei Bedingungen erfiillt werden. Die Bedingung v(0,n) = 1 wird
nicht erfiillt, denn offensichtlich liefert 5.24 fiir g = 0 den Wert 0 und nicht den Wert 1 .
Wir brauchen also einen additiven Korrekturterm, der fiir ¢ = 0 den Wert 1 besitzt und
sonst 0 ist. In 09 finden wir solchen Term.

Die zum verschrankten Rekursionssystem aquivalente geschlossene Formel lautet daher:

(5 (a0 ) 62

_ B ((n—4)—\/(n—6)‘(”_2)>r)

Satz 5.5. Die geschlossene Formel 5.25 geniigt den drei Anfangsbedingungen der homo-
genen linearen Rekursionsgleichung zweiter Ordnung 5.18.

v(g,n) = 09 +

Jin—6)-(n—2)

Bewess.
0

v(0,n) = 0° +

-Qn—@+¢m—®-m_m”
[ (oo =)

=0+ ([3+ (- 0+ Vo= 0o=2)]
_Bcn_@_¢m—® m—m]j
:Mwn_a; (n—2) (30045 =6 -2
—é-(n—4)+;'\/(n—6) (”_2)>
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v(2,n) =

1 2

o iy (o)
[ (-0 vu=o w-2)])

- n 1[(n—4)2+2~(n—4)-\/(n—6)~(n—2)+
c 2
Jin—6)-(n—2) 4 +(y(n—6)-(n—2))
L[ (n=4?=2-(n—4)/(n—6)- (n—2)+
I 2
4 +(y/(n=6)- (n—2))
4
" =4\ J(n—6)-(n—2)=n-(n—4)
Jn—6)-(n—2) 4
ne{7,...10}
v9m) g e o 10y | V@D 0.8 v(g9) vl 10)
v(0,n) 1 1 1 1
v(1,n) 7 8 9 10
v(2,n) 21 32 45 60
v(3,n) 56 120 216 350
v(4,n) 147 448 1035 2040
v(5,n) 385 1672 4959 11890
v(6,n) 1008 6240 23760 69300
v(7,n) 2639 23288 113841 403910
v(8,n) 6909 86912 545445 2354160
v(9,n) 18088 324360 2613384 13721050
v(10,n) 47355 1210528 12521475 79972140

Tabelle 5.1.: Knotenwachstum hyperbolischer Dreiecksnetze
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Datenstruktur und Algorithmus fiir den Netzgenerator

Knoten (fiir die Topologie)

KID: Identifikationsnummer

generation: Nummer der Generation

typ: entweder roter oder blauer Knoten

anz: Anzahl der Nachbarn

ListKinder: Liste der KIDs der Nachfolger-Knoten

ListEltern: Liste der KIDs der Vorginger-Knoten

ListGeschwister: Liste der KIDs der direkt benachbarten Knoten gleicher Generation (genau zwei Elemente)

KID und PID

Punkt (fir die Geometrie) verkniipfen

PID: Identifikationsnummer

origMink: Minkowski-Koordinaten beim ersten Layout
origPoinc: Poincaré-Koordinaten beim ersten Layout

tempMink: Minkowski-Koordinaten des aktuellen Netzzustandes
tempPoinc: Poincaré-Koordinaten des aktuellen Netzzustandes

Dreieck

DID: Identifikationsnummer

Knoten1-KID: Nummer des ersten Knotens
Knoten2-KID: Nummer des zweiten Knotens
Knoten3-KID: Nummer des dritten Knotens

Es werden mindestens 3 ,, globale® Listen benotigt:
o List<Knoten> KnotenListe: Diese Liste enthilt die Knoten des Netzes.

o List<Punkt> PunktListe: Diese Liste enthélt die zu den Knoten korrespondierenden
Punkte fiir das geometrische Layout des Netzes.

o List<Dreieck> Dreieckliste: Diese Liste enthalt alle Dreiecke des Dreiecksnetzes.

Es gibt die Funktion v(g,n) entweder rekursiv (siche Seite 86) oder geschlossen (siche
Seite 90), die die Anzahl der Knoten in der g-ten Generation liefert.

Es gibt Funktionen zur Konvertierung zwischen Koordinaten des MINKOWSKI-Modells
und der PoINCAREschen-Scheibe (siehe Seite 59).

Es gibt eine Funktion length(n), die die Lange einer Dreiecksseite eines gleichwinkligen
hyperbolische Dreiecks bestimmt (siehe Seite 72), wenn n Dreiecke in einem inneren
Netzknoten zusammentreffen.

Das Prinzip des Netzgenerators einer [3, n]-Parkettierung

0
1. Der Startknoten des Netzes wird auf der MINKOWSKI-Koordinate | 0 | verankert.
1
Er ist vom Typ blau.
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2. Die n Netzknoten der ersten Generation verteilen sich dquidistant auf einem Kreis
um die z-Achse und besitzen alle cosh(l) als z-Koordinate; dabei ist [ die Lange der
Dreiecksseiten. Die Knoten der ersten Generation sind vom Typ blau.

3. Die ersten n Dreiecke entstehen durch Verbinden des Startknotens mit den Knoten
der ersten Generation.

4. Fiir den Aufbau jeder weiteren Knoten-Generation wird zunéchst die Anzahl der not-
wendigen Knoten bestimmt; anschlieend gentigend generiert und in die Knotenliste
eingetragen.

5. Durch geschickte Indizierung der Knoten ist der Aufbau der Netztopologie, d.h.
der Knotennachbarschaft, durch Modulo-Operationen auf den Indizes der Knoten
moglich.

6. Ausgehend von der Netztoplogie, genauer dem Nachbarschaftsverhéltnis zwischen der
(g9 — 1)-ten Knotengeneration zur g-ten Knotengeneration, kann die Typfestlegung
der Knoten der g-ten Generation vorgenommen werden. Dabei ist zu beachten, dass
je zwei benachbarte Knoten der (g — 1)-ten Generation genau einen Knoten der
g-ten Generation zum gemeinsamen Nachfolger. Dieser Nachfolger ist vom Typ rot.
Alle anderen Knoten der g-ten Generation sind vom Typ blau.

7. Das geometrische Layout der g-ten Generation gelingt durch Ausnutzung der Topo-
logie des Netzes und der unterschiedlichen Typen der Knoten: Fin roter Nachfolger
hat den gleichen Abstand zu seinen beiden Vorgéngern; allerdings besitzt er in jedem
Fall einen groBeren Wert in seiner z-Komponente. Zwischen zwei roten Nachfolgern
befinden sich immer griine Nachfolger. Der erste griine Nachfolger eines Knotens
der (g — 1)-ten Generation hat den gleichen Abstand zu seinem Vorganger wie zu
seinem direkt benachbarten roten Knoten; dabei wird dieser erste griine Nachfolger
in Richtung des zweiten roten Nachfolgers seines Vorgangers ausgelegt. Der zweite
grine Nachfolger eines Knotens der (g —1)-ten Generation hat den gleichen Abstand
zu seinem Vorgéanger wie zu dem ersten grinen Nachfolger seines Vorgéangers; dabei
wird dieser zweite griine Nachfolger in Richtung des zweiten roten Nachfolgers seines
Vorgéangers ausgelegt. Auf gleiche Weise werden die anderen griinen Nachfolger
geometrisch ausgelegt.

8. Die Liste der Dreiecke wird entsprechend der Topologie aktualisiert.

Algorithmus 3 (Netzgenerator). input:(int mazgeneration, int n)
BEGIN Netzgenerator
//mazxgeneration ist die Anzahl der zu generierenden
//Knoten-Generationen des Netzes

//n ist die Anzahl der hyperbolischen Dreiecke,
//die sich in jedem inneren Netzknoten treffen

WHILE (mazgeneration<0) OR (n<7) DO
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FEHLERMELDUNG: Unzuldssige Werte;
READ Usereingabe: Neuen Wert fiir n
READ Usereingabe: Neuen Wert fiir mazgeneration
END-WHILE
n und mazxgeneration sind im zuldssigen Wertebereich
CLEAR: KnotenListe, PunktListe, DreieckListe
Bestimme Linge der Dreieckseiten: len = length(n)
Bestimme Wert des Dreieckinnenwinkels alpha
FOR g = 0 TO mazgeneration STEP 1 DO
IF (9==0) THEN
Erstelle Urspungsknoten und zugehérigen geometrischen Punkt.
Urspungsknoten hat den Typ Blau.
Zugehoriger geometrischer Punkt hat die MINKOWSKI-Koordinaten
(0, 0, 1).
Aktualisiere: KnotenListe und PunktListe
END-IF
IF (9==1) THEN
Erstelle n Nachfoger des Ursprungsknotens, verknipfe sie mit diesem
Verkniipfe Geschwister-Knoten miteinander.
Zugehorige Punkte werden durch n-fache Rotation um die z-Achse des
Punktes (cos(alpha)*sinh(len), sin(alpha)*sinh(len), cosh(len))
generiert.
Aktualisiere: PunktListe und KnotenlListe
Aktualisiere DreieckListe: Je zwei benachbarte Punkte der ersten
Generation ergeben mit dem Ursprungsknoten ein Dreieck.
END-IF
IF (9>=2) THEN
Berechne die Anzahl der zu generierenden neuen Knoten: v(n,g)
Verkniipfe Geschwister-Knoten der aktuellen Generation.
Verkniipfe Knoten der Generation (g-1) mit der aktuellen
Generation (g).
Jeder blave Knoten der Generation (g-1) hat (n-5) blaue nacheinander
generierte Knoten in der Generation (g) als Nachfolger und mit
seinen beiden Geschwistern (der Generation (g-1)) zwei geteilte
rote Nachfolger je einen vor und nach den blauen Nachfolger.
Jeder rote Knoten der Generation (g-1) hat (n-6) blaue nacheinander
generierte Knoten in der Generation (g) als Nachfolger und mit
seinen beiden Geschwistern (der Generation (g-1)) zwei geteilte
rote Nachfolger je einen vor und nach den blauen Nachfolger.
FErstelle zugehdrige geometrische Punkte mit ungiiltigen Default-Werten
als Koordinateneintrage.
Aktualisiere PunktListe, KnotenListe
Fir jeden Knoten e der Generation (g-1):
CALL doKinderLayout (e, len);
Fiir jeden Knoten e der Generation (g-1):
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CALL doUpdateTriangles (e);
END-IF
END-FOR
END Netzgenerator

Algorithmus 4 (doKinderLayout). input:(Knoten e, double len)
BEGIN doKinderLayout
//e Elternknoten, len Abstand zwischen zwei Punkten
Sei e2 der als zweites eingetragene Geschwisterknoten von Knoten e.
Sei A ein Vektor aus dem R3, der die MINKOWSKI-Koordinaten
zum Knoten e enthdlt.
FOR i=0 TO i < Anzahl der Kinder von Knoten e STEP 1 DO
Bestimme in der Knotenliste die Position des aktuellen Kindes
und speichere diese in KindPos
Sei C ein Vektor aus dem R3, der die Koordinaten des aktuellen Kindes
aufnehmen soll.
IF((aktuelles Kind ist rot) N\ (i==0))
Die Position C' des ersten geteilten roten Nachfolgers von e wird bestimmit
durch den Abstand zur Position A des Knotens e sowie dem Abstand
zur Position B des zweiten Geschwister-Knotens von e.
C muss in H? liegen.
Es gibt zwei maogliche Losungen P, P’ des zugehorigen Gleichungssystems.
C bekommt die Werte der Lésung zugewiesen, deren dritte Komponente
grofier ist als die dritte Komponente von A.
END-IF
IF((aktuelles Kind ist blau) N\ (i>0))
Die Position C des aktuellen (i-ten) blauen Nachfolgers von e wird
bestimmt durch den Abstand zur Position A des Knotens e sowie dem
Abstand zur Position B des (i-1)-ten Nachfolgers von e.
C muss in H? liegen.
Es gibt zwei maogliche Losungen P, P" des zugehorigen Gleichungssystems.
C' bekommt die Werte der Losung zugewiesen, deren Abstand von der
Position R des zweiten Geschwister-Knotens von e gréfSer ist.
END-IF
IF((aktuelles Kind ist rot) N\ (i>0))
//Fiir den zweiten geteilten roten Nachfolger muss nichts gemacht werden,
// da dessen geometrisches Layout durch den ersten Geschwister-Knoten
// von e durchgefihrt wird.
END-IF
Aktualisiere in der Punkteliste die zum aktuellen Kind
gehdrenden geometrischen Informationen mit dem Wert von C.

END-FOR
END doKinderLayout
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Algorithmus 5 (doUpdateTriangles). input:(Knoten e)
BEGIN doUpdateTriangles
//e Elternknoten
FOR i=0 TO i < Anzahl der Kinder von Knoten e STEP 1 DO
IF((aktuelles Kind ist rot) N\ (i==0))
Bestimme DID als Index des neuen Dreiecks.
A = Knoten ID von e;
B = Knoten ID des zweiten Geschwister-Knotens von e;
C = Knoten ID des aktuellen Kindes;
Neues Dreieck ist d = (DID,A,B,C).
END-IF
IF((aktuelles Kind ist blau) N (i>0))
Bestimme DID als Index des neuen Dreiecks.
A = Knoten ID von e;
B = Knoten ID des vorherigen Kindes von e;
C = Knoten ID des aktuellen Kindes;
Neues Dreieck ist d = (DID,A,B,C).
END-IF
IF((aktuelles Kind ist rot) \ (i>0))
Fiir den zweiten roten Knoten ist der zweite
Geschwister-Knoten von e zustandig!
END-IF
END-FOR
END doUpdateTriangles

5.3.3. Navigation im Netz

Wir wissen schon, dass in der POINCARE-Scheibe Punkte naher an den Scheibenrand
riicken, je groBer ihr hyperbolischer Abstand vom Ursprung ist. Daher ist es notig Program-
men, die eine HSOM in der POINCARE-Scheibe darstellen, eine Navigationsmoglichkeit
zu geben, so dass auch entfernte Punkte betrachtet werden kénnen.

Mochte man einen Knoten betrachten, dessen geometrische Représentation ein entfernter
Punkt ist, so miissen wir das Netz transformieren, dass die Reprasentation des Knotens
von Interesse im Ursprung zu liegen kommt, denn der , Fischaugen-Effekt* bedeutet, dass
die Auflésung um den Ursprung der POINCARE-Scheibe die grofite ist und damit dort
mehr Details gesehen werden konnen.

Betrachten wir uns die Datenstruktur unseres Netzes, so fillt auf, dass die Punkte At-
tribute origMink, origPoinc sowie tempMink, tempPoinc besitzen. Die Attribute orig*
werden durch die Navigation im Netz nicht verdndert, das ist besonders fiir das schnelle
Zurticksetzen des Netzes in das urspriingliche Netz-Layout nttzlich. Die Attribute temp*
werden durch Navigieren im Netz stetig verandert. Die Basis der geometrischen Netz-
verdnderung ist dabei immer das original Layout, dessen geometrische Information in
den Punkt-Attributen orig* abgespeichert ist, um numerische Fehler zu minimieren, die
automatisch durch die Maschinenungenauigkeit entstehen.
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Betrachten wir uns die Transformation in den Ursprung genauer; es sei zur Erinnerung
noch darauf hingewiesen, dass das Rechenmodell das MINKOWSKI-Modell ist und nur die
Darstellung in der POINCARE-Scheibe geschieht.

Transformation eines beliebigen Punktes von H? in den Ursprung U

0
Wir erinnern uns: Der Punkt U € H? besitzt die Koordinaten | 0 | und heifit Ursprung
1
von H?.
Jeder Punkt P aus H? lasst sich entlang einer GroShyperbel, die durch U und P verliuft,
offensichtlich nach U verschieben.
Mochte man ein ganzes Punkte-Netz in H? so topologie- und abstandserhaltend transfor-
mieren, dass ein bestimmter Punkt in den Ursprung von H? transformiert wird, ist es
sinnvoll, diese Transformation des Netzes wieder mit den LORENTZ-Transformationen
zu beschreiben, denn LORENTZ-Transformationen verandern den Abstand zwischen zwei
Punkten nicht.
Diese Transformation geschieht im Wesentlichen in zwei Schritten. Zunéchst wird das Netz
und damit der gewtinschte Punkt so rotiert, dass seine y-Koordinate verschwindet und
seine z-Koordinate positiv ist, anschlieBend wird ein Boost in z-Richtung durchgefiihrt,
so dass auch seine xz-Koordinate verschwindet.
Offensichtlich ist: Liegt der gewiinschte Punkt schon im Ursprung von H?, so wird
keine Transformation benotigt.

Wie ist der Rotationswinkel der gesuchten LORENTZ-Drehung?

D1 cos(«) sinh(k)
Bekanntlich sind alle Punkte in H? darstellbar als P = [ py | = [ sin(«) sinh(k)
D3 cosh(k)
An p3 = cosh(k) an erkennen wir schon den Wert fiir k& als k = arcosh(ps).
P n
Fiir die die gesuchte Rotation muss gelten: P+— P’ = [p, | = 0 | = R.(p) - P
2 P3
Mit P’ € H?> = pi*> + p,®> — pi°> = —1 kann die Koordinate p/, bestimmt werden als

Pr= 1=y pht = 1= 04 p3 & py = /pf - 1
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Also muss fiir die gesuchte Rotation des Netzes, als Transformation des Punktes P, gelten:

D1
H*>P=|ps| = R.(¢)- P=R.(—¢)- P
b3
cos(—¢') —sin(—¢’) 0 2}
o . / /
= | sin(—¢') cos(—¢') O] - |p2
0 0 1 D3
Vi —1
=l o |=PeH
b3

Zur Bestimmung des Rotationswinkels betrachten wir fiinf Félle:
Fall 1: p; > 0 A py = 0: Es wird keine Rotation gebraucht: o = —0
Fall 2: p; < 0 A p2 = 0: Die Rotation betragt ganze -180°: ¢ = —7

Fall 3: p; = 0 A py > 0: Die Rotation betragt -90°: ¢ = 5"

3
Fall 4: p; = 0 A po < 0: Die Rotation betragt -270°: ¢ = 57
Fall 5: ps # 0 A py # O:

cos(—¢') —sin(—¢') 0\ [(p
R.(p)- P=R.(—¢')- P = [sin(—¢) cos(—¢) Of-|p2

0 0 1 D3
cos(—¢') - p1 —sin(—¢') - pa +0 - p3
= [ sin(=¢") - p1 + cos(—=¢') - pa + 0 p3

O0-p1+0-p2+1-ps

cos(¢’) - p1 + sin(¢’) - pa 2
= | —sin(¢’) - p1 +cos(¢) - p2 | =10
b3 b3
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Zur Bestimmung des Winkels ¢ = —¢’ setzen wir = := cos(—¢'), y := sin(—¢’) sowie
a:=pi, b:=py und ¢ := 4/p3 — 1 und betrachten das Gleichungssystem:

b )6)=lo) -

a-x—b-y\ (c -
a-y+b-x) \0O
a-v—b-y\ [c
<b-x+a-y>_<0>@
a —b\ (xz) _ [c o
b a y/ \0
) () (5 o
i) \w) 5
(o i-(0) () (22)
o . — aC RN
0 5-(=2)) v b
1 —g T\ g o
0 aQafbe Yy _z%g
Loy )L
0 1 Y _azaflp
a-b
o )(0)-(am) =
) = cb ab
0 1 Y T ab  a21b?
o ) ()-()
) = cb
0 1 y _a2+b2
Wir erkennen schon an dieser Stelle der obigen Umformungskette:
B c-b N
y= a2 + b2
o cb o B-lm -1 -1
sin(—¢) = -5 5= s = o =5 1 <
a*+b D1+ p3 ps—1 p3— 1
/ 2_1 2_1
—¢' = arcsin (—Isg’_l-pg)ﬁgo’:—arcsin (—2293_1-}72)
b3 D3

Durch die LORENTZ-Drehung mit dem gerade bestimmten Rotationswinkel ¢ lasst sich
jeder Punkt aus H?, der nicht der Ursprung ist, in gewiinschter Weise um die z-Achse
drehen. Eine gewiinschte Riicktransformation erhalt man mit umgekehrter Drehung.
Der Punkt P wurde auf den Punkt P’ transformiert. Der Punkt P’ besitzt keinen
Rotationsanteil mehr.
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D1 cos(a) sinh(k) sinh(k) p2—1 o
P = (pz) = (Sin(a) sinh(k)) — ( 0 ) — \/07 _ (pé) _p

D3 cosh(k) cosh(k) D3 P
Vpi—1
Der LORENTZ-Boost, der den Punkt P’ = 0 — das war der geeignet rotierte
p3
D1 0
Punkt P = | py | — auf den Ursprung U = [0 | von H? transformiert, d.h. die erste
p3 1

Koordinate verschwinden lasst, ist der Boost mit —k.

B.(—k)- P = 0 1 0 0
sinh(—k) 0 cosh(—k) cosh(k)

cosh(—k) 0 sinh(k:)) (sinh(k;))
(_

cosh(—k) sinh(k) + sinh(—k) Cosh(k:))

= 0

sinh(—k) sinh(k) + cosh(—k) cosh(k)
cosh(k) sinh(k) — sinh(k) cosh(k)

= 0

— sinh(k) sinh(k) 4 cosh(k) cosh(k:))

0 0
— 0 ) = (0) dabei ist k& = arcosh(ps)

— sinh?(k) + cosh?(k) 1

Die Transformationsmatrix fiir die Transformation P +— P’ +— U lésst sich direkt angeben:

cosh(k) 0 sinh(k) cos(p) —sin(p) 0

= 0 1 0 sin(¢) sin(p) 0

sinh(k) 0 cosh(k) 0 0 1
cosh(k) cos(p) — cosh(k)sin(yp) sinh(k‘))

= sin(ep) cos(p) 0
sinh(k) cos(¢) —sinh(k)sin(y) cosh(k)

—0firp; >0Apy =0
—mfirpr <O0Apy=0

L firp,=0Apy, >0
M'(—¢',—k)- P =U, mit —k = —arcosh(ps) und —¢'={ 2 p1 P2

—%Wfﬁrp1:0/\p2<0

. ( pi—1 )
arcsin ( ——— -Da | sonst
P
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Die zugehorige Riicktransformation U — P’ — P gelingt mit der uns schon bekannten
Transformation (siehe Seite 76)

M(¢', k) - U = P, mitk = arcosh(ps) und ¢/ =< 2

0 cosh(k) 0 sinh(k)
sin(p) sin(p) O] - 0 1 0
1 sinh(k) 0 cosh(k)

cos(yp) - cosh(k) —sin(yp) cos(yp) - sinh(k)
sin(p) - cosh(k)  cos(y)  sin(ep) - sinh(k)
sinh(k) 0 cosh(k)

0flirp, >0Ap,=0
7w fir pr <0Apy =0
lrfirpr=0Apy, >0

§7Tf1"1rp1:0/\p2<0

Algorithmus fiir den Netznavigator

Algorithmus 6 (Netznavigator). input:(int KID)
BEGIN Netznavigator

. ( p3—1 )
—arcsin | ———; - po | sonst

//KID wurde 2.B. durch eine Benutzereingabe festgelegt.
Suche in der Punkteliste nach zugehérigem Punkt P.

Es sei G € R? ein Vektor, der die MINKOWSKI-Koordinaten von P aufnimmt.

Bestimme Transformationsmatrizc M’ (siehe Seite 100)
zur Transformation von G nach U.

//Parallelisierbar:

Wende M' auf das Attribut origMink aller Punkte der PunktList an und
speichere das FErgebnis in dem jeweiligen tempMink ab.

Bestimme mit Minkt2Poinc aus den Attributen tempMink die aktuelle Position

in der POINCARE-Scheibe, speichere diese im jeweiligen tempPoinc ab.

Aktuallisiere die Darstellung in der POINCARE-Scheibe mit den neuen
Werten in den tempPoinc-Attributen der Punkte.

END Netznavigator
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Zusammenfassung.
Als wichtige Folgerungen der Ergebnisse dieses Kapitels konnen wir

e das Netzwachstum bestimmen,
o Netze generieren,
e im Netz navigieren.

Im Gegensatz zu in der Literatur vorgestellten Algorithmen ist hierbei eine wesentlich
grofiere numerische Robustheit zu erwarten, da man nicht auf Randbereiche der POINCARE-
Scheibe ausweichen muss.




6. Darstellung von Dreiecksnetzen in
der POINCARE-Scheibe

Dieses ist das letzte zentrale Kapitel der Arbeit: Es geht um

o die Visualisierung des hyperbolischen Netzes in der EUKLIDischen Ebene.

Kapitelinhalt. In diesem Kapitel werden wir uns der Darstellung von Dreiecksnetzen in
der POINCARE-Scheibe zuwenden. Dazu werden wir den Schnitt und den Schnittwinkel
zweier Kreise definieren. Wir werden uns klar machen, wie die einzelnen Dreiecks-Seiten
auszusehen haben. Fiir die Festlegung der Form der Dreiecks-Seite benotigen wir einen
dritten Punkt, den wir mit der Inversion am FEinheitskreis erhalten, sowie den Umkreis
eines (EUKLIDischen) Dreiecks. Wir werden einen schnellen Test, ob vier Punkte auf einem
Kreis liegen und ob zwei Punkte von einem dritten Punkt entfernt sind, mit homogenen
komplexen Koordinaten kennen lernen.

Wir werden aus diesen notwendigen Vorarbeiten einen Algorithmus formulieren, der eine
Strecke zwischen zwei Punkten, die auf einer g-Linie — genauer: auf einer hyperbolischen
Gerade — liegen, generiert. Wir werden einen darauf aufbauenden Algorithmus formulieren,
der aus drei Punkten, den Eckpunkten eines Dreiecks, die Seiten des Dreiecks in die
PoINCAREsche Scheibe zeichnen kann.

Wir wissen schon aus Abschnitt 4.4: Hyperbolische Geraden in der POINCARE-Scheibe
sind

entweder offene (EUKLIDische) Durchmesser der Scheibe

oder offene (EUKLIDische) Kreisbogen von Kreisen, die den Rand der Scheibe, also
den Einheitskreis, orthogonal schneiden.

Wir miissen erkennen, dass EUKLIDische Kreise essentielle Grundlage fiir die Darstellung
der POINCARE-Scheibe sind. Daher kommen wir nicht darum herum, fiir die korrekte
Darstellung von Strecken in der POINCARE-Scheibe wesentliche Definitionen und Aussagen
der EUKLIDischen Geometrie am Kreis darzustellen.
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6.1. Grundlagen der EUKLIDischen Kreisgeometrie

Ein Kreis ist eindeutig festgelegt durch seinen Mittelpunkt und seinen Radius: K = (M, r)
(vgl: Definition 2.10)

Definition 6.1. (Berithrungsradius, Beriihrungspunkt): Sei ¢ eine (EUKLIDische)
Gerade und P € t ein Punkt. Sei K = (M,r) ein Kreis, so heifit die Strecke M P der
Berihrungsradius, genau dann wenn P ein Punkt des Kreises ist P € K.

P heifle Beriihrungspunkt.

Definition 6.2. (Tangente in einem Punkt eines Kreises): Sei ¢ eine (EUKLID-
ische) Gerade und K = (M, r) ein Kreis. P sei der Beriihrungspunkt von ¢ mit K, d.h.
(Pet)\N(PeK).Und Q €t ein von P verschiedener Punkt.

Es heiit t Tangente von K in P genau dann, wenn < (QPM) einen rechten Winkel bilden.
Alternativ: Wenn nach dem Satz des PYTHAGORAS gilt M Pt PQ2 =M Qz, dann heif3t
t Tangente von K in P.

Definition 6.3. (Normale in einem Punkt eines Kreises): Sei n eine (EUKLID-
ische) Gerade. Sei t eine Tangente des Kreises K = (M, r) im Punkt P.

Schneiden sich n und t im Punkt P orthogonal, so heiit n Normale des Kreises K in P.
Der Beriihrradius M P ist Teil der Normalen.

Definition 6.4. (Schnittpunkte, Schnittwinkel zwischen Kreisen): Sind K; und
K, zwei verschiedene Kreise, die sich in den zwei Schnittpunkten S; und S, schneiden, d.h.
S1 € K1 N ST € Ky sowie Sy € K1 NSy € Ky, so versteht man unter dem Schnittwinkel
beider Kreise, den Winkel, den die Tangente t; von K; mit der Tangente t, von Ky im
Punkt S; (oder wegen Symmetrie Ss) beschreibt.

Definition 6.5. (orthogonale Kreisen): Orthogonale Kreise sind Kreise, die sich im
rechten Winkel schneiden.

Satz 6.1. Nach Satz des PYTHAGORAS gilt, zwei Kreise mit Radius r1 und ry deren
Mittelpunkte My und Ms den Abstand d von einander haben sind orthogonal, wenn

2 2 2
ri+ry=d

Definition 6.6. (geometrische Inversion, Inversion am Einheitskreis, Inversion
am Kreis): Die komplexe Inversion haben wir als eine MOBIUS-Transformation —
I(z),z € C — kennen gelernt (siehe Seite 68).

Die Hintereinanderausfithrung von komplezer Inversion und anschlieBender Spiegelung an

der reellen Achse wird geometrische Inversion genannt.[Nee2001]

1 1
komplexe Inversion: roe¥=z—1(z)=-= =—.e =7
z r-ev¥ T

e
1 1 1
r

geometrische Inversion: z =7 e [.(2) = — = e e = 2 e =
Z¥ ree

r
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Die geometrische Inversion wird auch als Transformation durch reziproke Radien bezeich-
net. [Nee2001], [Kle1926]

Fiir einen Kreis K = (M,r) A M = Zl Am = m; + moy ist die Inversion am Kreis
2
als Transformation eines Punktes z € C gegeben als [Nee2001]:

T2

ZHIK(Z):m

Fir den Einheitskreis mit dem Mittelpunkt bei (8) ist die Inversion am FEinheitskreis

gegeben als Transformation eines Punktes z € C [Nee2001]:

2 Io(2) = —

*

Die Inversion am Finheitskreis ist ein Spezialfall der Inversion am Kreis, denn mit dem

Kreis K = (M =0,r=1)AN0 = (O

O) A0 =0+ 02 ergibt sich fiir die Inversion am Kreis

eines Punktes z € C:

12 1 1
ZH]K(Z):Z*—O*:Z*—OZE

Wir erkennen auch, dass die Inversion am FEinheitskreis I~ identisch mit der geometrischen
Inversion oder Transformation mit reziprokem Radius I, ist.

0+1

Abbildung 6.1.: Transformation mit reziprokem Radius am Einheitskreis in C
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Konstruktion inverser Punkte nach APPOLONIUS: Gegeben ist der Kreis K = (M, r)
und ein Punkt A innerhalb des Kreises. Zur Konstruktion des inversen Punktes A’ wird
die EUkLIDische Gerade g; durch M und A gezeichnet. Die EUKLIDische Gerade ¢
schneidet im Punkt A die Gerade g; orthogonal: A = g1 N ga A (g1, 92) = % ST

Die Punkte P; und P, sind Schnittpunkte der Geraden go mit dem Kreis K: {P;, P,} =
go NnK.

tpy ist Tangente von K im Punkt P;. tps ist Tangente von K im Punkt P.

Der Schnitt von tp; und tpy mit g; ist A’, der inverse Punkt von A bezogen auf K:
A =tpiNgr=tpa N

Abbildung 6.2.: APPOLONIUS: Inversion am Kreis

Vertauscht man A und A’ so konstruiert dasselbe Diagramm den inversen Punkt zu einem
Punkt A auflerhalb eines Kreises.

Satz 6.2. Fulls Kreise K1 und Ky sich orthogonal schneiden, dann ist fiir jeden Punkt

A € Koy, der im Innern von K liegt, der inverse Punkt A" wieder Teil des Kreises Ko —
A € K.
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Abbildung 6.3.: Inversion an geschnittenen orthogonalen Kreisen

Beweis. Essind K7 und K verschiedene Kreise, die sich im Punkt P orthogonal schneiden.
tp(K;) ist die Tangente in P von K7, tp(Ks) ist die Tangente in P von Ky, np(K7) ist
die Normale in P von K;, np(K3) ist die Normale in P von K.

Nach Definition 6.2 und Definition 6.3 mit Satz 6.1 wissen wir: tp(K;) = np(K>) und
tp(Ky) = np(Ky) - L

OBdA sei Ky = (M, ry). Zeichne die Strecken M P, PA und PA’. Um den Satz 6.2 zu
beweisen, reicht es nachzuweisen, dass die EUKLIDischen Dreiecke (M AP) und (M PA’)
ahnlich sind.

Der Winkel bei M wird von beiden Dreiecken benutzt.

Die Strecke M P ist der Radius r; von K, infolgedessen auch Teil der Tangente von Ko
in P.

Der Winkel <(PA’A) und <(APM) unterteilen denselben Bogen ISK, MP war Teil der
Tangente von Ky in P, daher sind die Winkel s (PA’A) und < (APM) gleich.

Daraus folgt, die Dreiecke (M AP) und (M PA’) sind dhnlich und es gilt die Beziehung:

MA _ MP o TFA.TIA — 3P . 3P — TP
MP MA

]

Definition 6.7. (Umkreis eines Dreiecks): Der Umkreis eines Dreiecks (ABC) ist
der Kreis, auf dem die drei Punkte A, B und C liegen.
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Mg

Abbildung 6.4.: Umkreis eines Dreiecks

Konstruktion des Umkreises A,B und C sind die Eckpunkte des Dreiecks (ABC'). Die
Dreiecksseiten sind a = BC, b = AC und ¢ = AB. Die Seitenmittelpunkte sind M, =
Mzg, My = M5z und M, = M4g. Die Mittelsenkrechten m,, my, und m, sind EUKLIDische
Geraden, die senkrecht zu den Dreicksseiten a, b und ¢ in den Seitenmittelpunkten M,,
My, und M, sind. Der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten ist der Umkreismittelpunkt U:
U = m,NmyNme. Der Umkreisradius r ist damit fest bestimmt alsr = UA =UB = UC.

6.2. Komplex-homogene Koordinaten

Jeder Punkt des R? lisst sich durch homogene Koordinaten des R?™! ausdriicken, indem

P1
P = (}I; 1) transformiert wird zu P = | py |. Ebenso ist es moglich Punkte, des R? als
2
1

komplexe Zahlen zu interpretieren, indem P = <§ 1) als zp = p; + 1 p, verstanden wird.
2

Diese Interpretationen haben beide ihre Berechtigung.

Mit der Darstellung in komplex-homogenen Koordinaten konnen Methoden von beiden
,Welten“ verbunden werden.

Die Menge aller moglichen Punkte mit komplez-homogenen Koordinaten ist CP! =
C?/C — {(0,0)}. Die Punkte von CP' sind reprisentiert durch Vektoren (z,z) €
C? A (21, 22) # (0,0), wobei Vektoren, die sich nur durch ein (komplexes) Vielfaches
unterscheiden, miteinander identifiziert werden, d.h. z; = X - w; mit A € C\ {0} und i €
{1,2} N w; € CAw,; # 0 werden identifiziert.
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Die urspriinglichen Punkte von € werden durch Homogenisierung in CP' eingebettet,
indem den Punkten z € € die Punkte (z,1) € CP' zugeordent werden.

Durch diese Zuordnung bleibt nur ein einziger Punkt von CP' nicht erfasst: der Punkt
(1,0). Dieser Punkt (im Unendlichen) vervollstdndigt die normale kompleze Ebene zur

komplexen projektiven Geraden. Dieser Punkt werde auch als oo abgekiirzt.
CP' = C?U{x} = 5?

6.2.1. Transformationen mit komplex-homogenen Koordinaten

Genau wie auf der reellen projektiven Geraden (oder in der reellen projektiven Ebene)
lassen sich in CP' projektive Transformationen durch lineare Abbildungen auf den
homogenen Koordinaten ausdriicken.

Eine projektive Transformation eines Punktes (2, z;) € CPP' hat also die Form

b
(21, 22) - <CCL d) =(a-z1+b-29,¢-21+d- 29)

Bemerkung. Solche Transformationen lassen insbesondere das Doppelverhéltnis beliebi-
ger vier Punkte A, B, C', D unverandert:

dop(A; B;C; D) = ﬁ_g —

3) (22 — 24)
1) (22 — 23)

dop(z1; 29; 235 24) = E

Das Doppelverhaltnis ist die einfachste projektive Invariante.

Da wir den Raum CP! aus C durch Hinzunahme nur eines einzigen Punktes gewonnen

haben, liegt es nahe, sich zu verdeutlichen, was eine projektive Transformation T = (CCL d)
eigentlich mit den urspriinglichen Punkten von C macht.
Wir kénnen eine solche Abbildung in eine Hintereinanderausfiihrung einer Homogeni-
sierung z — (z,1), der eigentlichen Transformation 7" und einer Dehomogenisierung

z
(21, 22) — — zerlegen.

z2

a-z+b

. c-z+d
Das ist eine MOBIUS -Transformation.

Wir erhalten also insgesamt z —

6.2.2. Imagindre Kreispunkte und Doppelverhidltnis

Ist P = <§1> € R?, soist zp = p; +12p2 € C und (p1, pa, 1) der homogenisierte Punkt in
2

der reellen projektiven Ebene.
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Definition 6.8. (Imaginire Kreispunkte): Die imagindren Kreispunkte I und J sind
zwei spezielle Elemente aus CPP' mit komplexen homogenen Koordinaten [Kle1928]:

I:=(:,—1,0)
J = (2,1,0)

Satz 6.3. Alle Kreise verlaufen durch I und J.

Beweis. In gewohnlichen rechtwinkligen Parallelkoordinaten eines karthesischen Koordi-
natensystems lautet die Gleichung eines Kreises [Kle1928]:

x2+y2—|—2~A-x+2~B'y+C:O
In homogenen Koordinaten nimmt die Gleichung die Gestalt an [Kle1928]:
i+ +2-Axy a3 +2-Boy-az3+Coa3=0
Die imagindren Kreispunkte I und J erfiillen die Kreisbedingung:

I+ (=1 4+0°+e-2-04+f-(=1)-0=0
—14+140+0+0=0
—1+1=0

J:2 4+ (1) +0%+e-2-0+f-(1)-0=0
—14+14+0+0+0=0
—1+1=0
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Definition 6.9. (Klammernotation): A = (Zl> € R?,B = (Zl> € R? z4 =
2 2

a; +1ay € C, zg =b; +1by € C und (ay,as,1) € R*™L, (by,by,1) € R*!

a1 Qg 1
[A,B,I] = det bl b2 1

1 —1 0
= a1b10 + (1212 + ]_bl(—l) — (ZbQ]_ — 11&1 + 0b1a2>
= a9t — by + a; — bt
= Qay — b1 + (CLQ — bg)l

= ZA — ZB
a; ay 1
[A, B, J] = det bl bg 1
1 1 0

=ast+ by —a; — by

= —a; + ast + by — byt

= —(a1 — ag) + by — byt

2t = (2 - 25) = [A BT

Doppelverhiltnis Das Doppelverhaltnis, das die Eigenschaft beschreibt, dass A, B, C
und D auf einem Kreis liegen, lésst sich nun darstellen als

[ACT|[BDI]
[ADI|[BCI]

Wenn diese (im allgemeinen komplexe) Zahl reell ist, liegen die vier Punkte auf einem
Kreis.

Test: Liegen vier Punkte auf einem Kreis? [RG] Wir kénnen den Test auf ,,Reell-Sein*
durch Vergleich mit dem konjugiert Komplexen durchfithren. Da aber J das konjugiert
Komplexe von [ ist, erhalten wir [ABI|* = [ABJ]: Somit lésst sich der Test, ob vier
Punkte auf einem Kreis liegen, schreiben als:

(ACI[BDI) _ [ACJBDJ] _ .
[ADI|[BCI] — [ADJ][BCJ]

[ACT|[BDI|[ADJ)|[BC.J] — [ACJ)[BDJ][ADI][BCI] = 0

Test: Sind zwei Punkte von einem dritten gleich weit entfernt? [RG] Wir wollen
nun die Invariante fiir die Eigenschaft, dass zwei Punkte B und C' gleich weit von einem
dritten Punkt A entfernt sind, herleiten. Ist dies der Fall, so bildet die Differenz A — B
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(Strecke BA) zu C' — B (Strecke BC') den gleichen Winkel wie B — C' (Strecke CB) zu
A — C (Strecke CA):

A-B
g:geR
~-C
[ABI}/|CBI] _ [ABJ)/[CBJ] _
[BCT|/[ACT] — [BCJ|/[ACT] ©
[ABI[ACI|[CBJ)? — [ABJ][ACJ][CBI* =0

6.3. Algorithmen fiir die POINCARE-Scheibe

Mit obiger Vorarbeit konnen wir direkt den Algorithmus 14 angeben, der in der POINCARE-
Scheibe alle Punkte einer Strecke s = AB, die durch Punkte A und B in allgemeiner
Lage beschréankt ist, bestimmt. Der Algorithmus 15 zum Darstellen von Dreiecken baut
auf diesem Strecken-Algorithmus auf.

Voraussetzung: Die POINCARE-Koordinaten der Netzpunkte sind durch Transformation
der MINKOWSKI-Koordinaten entstanden.

Gegeben sind zwei Punkte A € R* und B € R? in der POINCARE-Scheibe D,, K, =

(M,r) = 0(D,) mit M = @1) - (8) =1, A= <Zl> B = (21> A £ B,
2 2 2
Al <1, |B| < 1.

Algorithmus 7 (lineto). input: (Punkt2D A, Punkt2D B)
Line=A4+X-(B-—A)=(1-X)-A+AX-Bmit0< <1

Algorithmus 8 (Punkt2DtoComplex). input: (P € R?)
C>p=p+w
output: return (p)

Algorithmus 9 (ComplextoPunkt2D). input: (p € C)

Rp
2 _

R > P = Sp

output: return (P)

Algorithmus 10 (konjungiere). input: (p € C)

C>p* =R(p) - 3(p)

output: return (p*)

Algorithmus 11 (InvertierePunktAmKreis). input: (Punkt2DP, KreisK (M, r))
C 3 m = Punkt2DtoComplex (M)
C 3 p = Punkt2DtoComplex(P)
2
r

Cop =
P konjungiere(p) — konjungiere(m)

R? 5 P’ = ComplextoPunkt2D(p)
output: return(P’)
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Algorithmus 12 (DreiecksUmbkreis). input: (Punkt2D A, Punkt2D B, Punkt2D C')
(a1 —uy)? + (ag — uz)* = r?
(b1 — U1)2 + (bg — UQ)2 == 7’2

(c1 —u )+ (co —up)? =12

ap 2w a? + a’
Lése Gleichungssystem: | by by 1 2 - u2 = |02+ bg
01 Co r? —ul—u2 a4+ c3

a; Qg z a? + a3
bzw dquivalent: | by by 1 Y b2 + b3
] Co z Ad+a
x
und uy = 5; Uy = %; r=\/z+ud+u3; U— u2>
output:(KreisK(U,r))
Algorithmus 13 (bowto). input: Punkt2DA, Punkt2DB, KreisK(M,r)
Fir Kreisbogen AB wverschiebe K in den Ursprung: K(M,r) — K'(O = (0/0),r) A —
A=A-M,B—~B =B-M
Winkel ¢ zwischen A" und B’ ist identisch mit dem Winkel zwischen A und B bezogen
auf den Mittelpunkt von K: ¢ = <(A'OB’) = <(AMB).
A-B ay - by + aly - bl
AT 1T~ a1 o Jo 1 0
(a1 — ul) . (bl — Ul) + (CLQ — Ug) . (bg — UQ)
\/(&1 — ’LL1)2 + (CLQ — u2)2 . \/(bl — U1)2 + (bQ — ’LL2)2/\
Alle Punkte zwischen A und B auf dem Kreisbogen AB erhdlt man durch die Rotation
von A" mit anschlieffender Translation um U :

cos p =

Jer i
Punkt2D halb = (3 ~503) 44 u
S1n 5 COS B)

If (|halb| < 1)
Then Bow = { P € R?

_ [cosa —sina
- \sihna cosa

>-A’+U mit()gag(p}

ElseBow = {P e R?

PZ(C?S@ _Slna>,A’+Umit0§a§7r_90}

Sin « COS v

Algorithmus 14 (poincStrecke). input: (Punkt2D A, Punkt2D B)

1. A und B liegen auf einem Durchmesser:
If Die gleiche Komponente beider Punkte ist Null:
((a1 == by == 0) A (a2 # b2)) V ((a1 # b1) A (a2 == by == 0)) V ((a1 == by ==
A9 == bQ == 0))
Then verbinde A und B mit einer EUKLIDischen Linie: lineto(A,B)
Elself es gibt ein ez'ndeutz'ges A als Losung der Gleichung:

— a3 mo — a2
M=A+X-(B—A), d.h. —=
+ ( ) bl—al bg—ag

Then verbinde A und B mit einer EUKLIDischen Linie: lineto(A,B)
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2. A und B liegen nicht auf einem Durchmesser, dann verbinde sie mit einem Kreis-
bogen AB des Kreises K = (U,13), auf dem A und B liegen und der K, orthogonal

schneidet. U = <u1>

0
=)
T = 1
KP = (M’ Tl)
Wahle P € {A, B} mit P # M
P’ = Invertiere PunktAmKreis(P, K,)
K = DreiecksUmkreis(A, B, P')
bowto(A,B,K(U,r));

Algorithmus 15 (poincDreieck). input: (Punkt2D A, Punkt2D B, Punkt2D C)
StreckeAB poincStrecke(A, B); poincStrecke(B, C); poincStrecke(C, A)

Alternative:

Ein etwas anderer Weg, um zur Darstellung der Kanten des Netzes in der POINCARE-
Scheibe zu gelangen, wire es im MINKOWSKI-Modell alle Punkte von Grolhyperbelbogen
zwischen jeweils zwei benachbarten Knoten zu berechnen. Diese Berechnung gelingt mit
geeigneter Parametrisierung der GrofShyperbelbogen. Eine geeignete Parametrisierung
von Grolhyperbelbogen ist im Anhang B.1.2 (siehe Seite 126) angegeben. Anschlieflend
miissten alle diese Punkte der GroShyperbelbogen in das POINCAREsche Scheiben-Modell
transformiert werden.

Zusammenfassung.
Als Fazit dieses Kapitels ergibt sich:

o Wir kénnen das Netz jetzt darstellen, und haben so alle ,Zutaten“ fiir eine
algorithmische Umsetzung der HSOM zusammen.




7. Zusammenfassung, Ausblick, und
Dank

7.1. Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurde die theoretische und algorithmische Vorarbeit fiir eine
Umsetzung einer HSOM erarbeitet und dargestellt.

Im Gegensatz zu Ergebnissen der Literatur wurde dabei die Formulierung sowohl im MIN-
KOWSKI-Modell als auch in der POINCARE-Scheibe ausformuliert, so dass eine Generierung
des Gitters in beiden Modellen méglich wird.

Die POINCARE-Scheibe wird, wie bereits in der Literatur, zur Visualisierung genutzt.
Anders als in der Literatur erlaubt die Generierung im MINKOWSKI-Modell eine stabilere
Numerik, da keine dicht belegten Rander beriicksichtigt werden miissen.

Insgesamt ergibt sich so ein vollstandiges und mathematisch elegantes Modell. Dieses
Modell erlaubt einerseits, ein hyperbolisches Gitter mathematisch elegant zu erzeugen und
andererseits in allen diskutierten Rdumen Distanzen zu bestimmen. (Die Bestimmung von
Distanzen ist wichtig fiir jedwede Visualisierung im hyperbolischen Raum, unabhéangig
von einer Gitterstruktur).

Im Rahmen dieser Arbeit wurden dazu die Grundlagen als auch der nétige Pseudocode
hergeleitet. Eine algorithmische Umsetzung wiirde den Rahmen der Diplomarbeit sprengen,
und ist Bestandteil einer weiteren Arbeit. Mithilfe einer konkreten Umsetzung héatte man
dann ein effizientes und mathematisch elegantes Werkzeug an der Hand, das es erlaubt,
komplexe Datentopologien (etwa skalenfreie Netze) gut auf dem Rechner zu darzustellen,
sowie interaktives Browsen zuzulassen.

Aufbauend auf den hier gelegten Grundlagen sind offensichtlich weitere algorithmische
Prozeduren leicht realisierbar. Wie in der Arbeit dargestellt wurde, wéchst die Anzahl der
Neuronen im hyperbolischen Gitter sehr schnell mit jeder weiteren Knoten-Generation,
so dass in der Praxis nur ein Teil der Neuronen tatséchlich gebraucht wird. Diesem kann
effizient durch eine dynamische Struktur Rechnung getragen werden: Der Netz-Generator,
der momentan generationsweise Knoten produziert, liefle sich erweitern, so dass speziell
auswiahlbare Knoten ,Kinder bekommen®. Mit solcher Erweiterung ware es moglich,
sogenannte growing SOMs im hyperbolischen Raum zu erhalten.

Des Weiteren offeriert die zweidimensionale POINCARE-Scheibe Freiheiten zur Visualisie-
rung zusétzlicher Informationen: Farbinformationen oder zusétzliche Hohenlinien fiir die
Neuronen konnten etwa die Auslastung der Neuronen oder diffizilere Konzepte wie etwa

115



7. Zusammenfassung, Ausblick, und Dank 116

Klassengrenzen und topologische Verwerfungen anzeigen. Hierzu liele sich ein im Bereich
der SOM bekanntes Konzept, die U-Matrix und Erweiterungen', verallgemeinern:

Die U-Matrix (Ultsch 1993) stellt die lokalen Distanzbezichungen im hochdimensionalen
Datenraum als 3-dimensionale Landschaft mit Bergen und Télern dar. Berge entspre-
chen dabei grossen Entfernungen der Daten. Daten in einem gemeinsamen Tal gehoéren
zusamimen.

Die P-Matrix (Ultsch 2003) stellt die Dichte der Daten iiber dem Gitter dar. Die Dichte
wird dabei unter Verwendung einer informationstheroretisch optimalen Dichteschétzung,
der sog. Pareto-Dichteschatzung, errechnet.

Die U*-Matrix (Ultsch 2003) kombiniert Distanz und Dichte, so dass in dichten Bereichen
die Distanz zwischen Daten wenig ins Gewicht fallt. In diinn besiedelten Bereichen des
hochdimensionalen Datenraumes werden die Distanzstrukturen der U-Matrix hingegen
betont.

Mithilfe solcher Tools liesse sich schnell ein sehr machtiges interaktives Tool zum Mining
und zur Visualisierung grofler Datensétze bereitstellen.
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Danken mochte ich an dieser Stelle Herrn Prof. Dieter Mayer vom Institut fiir theoreti-
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senswerten Arbeiten von FELIX KLEIN und ROBERT FRICKE.

Ebenso bin ich meinem Diplomarbeitsbetreuer Dipl.-Inform. Alexander Hasenfuf
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beraten.
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und Nutzen in Informatik und Mathematik®, die ich hier an der TU Clausthal wahrend
meines Studiums horen konnte, insbesondere fiir die vielen und ausfithrlichen historischen
Anmerkungen.

Bei Herrn Prof. Walter Klotz vom Institut fiir Mathematik der TU Clausthal danke
ich fiir seine eindrucksvollen Vorlesungen ,,Graphentheorie 1 und 2%, und dafiir, dass er
mir wahrend meines Studiums bei mathematischen Problemen stets bereitwillig zugehort
hat.

Herrn Prof. Jiirgen Dix und Frau Prof. Barbara Hammer bin ich sehr verbunden,
dass sie mir die interessante Aufgabe als Ubungsbetreuer zu den Vorlesungen ,, Theoretische
Informatik 1“und ,Informatik 3“in mehreren Semestern tibertragen haben.
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Anhang A.

Pseudocode fiir den Netzgenerator

Da der Algorithmus des Netzgenerators einfach aussieht, aber die Umsetzung tatsachlich
an einigen Stellen nicht ganz so einfach ist, wird hier noch ein Beispiel einer Umsetzung
im Pseudocode gegeben. Die Notation des Pseudocodes lehnt sich sehr stark an die
Programmiersprache C++ an und weicht von ihr nur wenig ab.

Wie im Abschnitt 5.3.2 (siehe Seite 92) schon genau so geschrieben:

Es werden mindestens 3 , globale“Listen benétigt: List<Knoten> KnotenListe;
List<Punkt> PunktListe; List<Dreieck> DreieckListe

Es gibt v(g,n) entweder rekursiv (siehe Seite 86) oder geschlossen (siehe Seite
90) als Funktion, die die Anzahl der Knoten in der g-ten Generation liefert.

Es gibt Funktionen zur Konvertierung zwischen Koordinaten des MINKOWSKI-
Modells und der POINCAREschen-Scheibe (siehe Seite 59).

Es gibt eine Funktion length(n), die die Lange einer Dreiecksseite eines
gleichwinkligen hyperbolische Dreiecks bestimmt (siehe Seite 72), wenn n
Dreiecke in einem inneren Netzknoten zusammentreffen.

Pseudocode 1 (Netzgenerator). input:(int mazgeneration, int n)
//mazgeneration ist die Anzahl der zu generierenden Knoten-Generationen
//n ist die Anzahl der Dreiecke, die in einem Netzknoten zusammen treffen.
{//Begin(Netzgenerator)

KnotenListe.clear();

PunktListe.clear();

DreieckListe.clear();

//Hyperbolische Linge einer Dreiecksseite in Abhdngigkeit von n.
double len = length(n);

//Dreiecksinnenwinkel
double alpha = 2%pi/n;

for (int g=0; g <= mazgeneration; g++)

{
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if (9==0)
{
//der Ursprungskonten wird erstellt
Knoten k = new Knoten;
Punkt p = new Punkt;
k.KID = -1; k.generation=0; k.typ=>blau; k.anz=n;

0
p.PID = -1; p.origMink = | 0 |;

1
p.origPoinc = Mink2Poinc(p.origMink);
p.tempMink = p.origMink;
p.tempPoinc = p.origPoinc,
KnotenListe.pushback(k);
PunktListe.pushback(p);

}//end(if: g==0)

if (9==1)
{
//die erste Generation auf einem Ring
for(int a=0; a<n; a++)
{
//Topologie
Knoten k = new Knoten;
k.KID = a; k.generation=1; k.typ=>blau, k.anz=n;
k.ListEltern.pushback(-1);
k. ListGeschwister.pushback( (a+1) mod n );
k. ListGeschwister.pushback( (a-1) mod n );
KnotenListe.pushback(k);

//Geometrie
Punkt p = new Punkt;
p.PID = a;

cos(a * alpha) * sinh(len)
p.origMink = | sin(a x alpha) * sinh(len) |;

cosh(len)

p.origPoinc = Mink2Poinc(p.origMink);
p.tempMink = p.origMink;
p.tempPoinc = p.origPoinc,
PunktListe.pushback(p);

//Dreiecke

if((a mod 2)==0)

{
//zwei benachbarte Knoten der ersten Generation
//bilden mit dem Ursprungsknoten ein Dreieck
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Dreieck d = new Dreieck;
d.Knotenl-KID = -1;
d.Knoten2-KID = a mod n;
d.Knoten3-KID = (a+1) mod n;
DreieckListe.pushback(d);

}//end(if: (a mod 2)==0)

}//end(for: Angehdrige der ersten Generation)
J/end(if: g==1)

if(g >= 2)
{

//jede weitere Generation ...

//Feststellen des ersten Knotens der Eltern-Generation
// in der KnotenlListe
int PosFirstEltern = 0;
for (int i =0; i< g-1; i++)
PosFirstEltern += v(i,n);

//Erste Position in der KnotenListe
//von Knoten der aktuellen Generation
int PosFirst = PosFirstEltern + v(g-1,n);

//Erste Position in der KnotenListe
//von Knoten der Kinder-Generation
int PosFirstKinder = PosFirst + v(g,n);

//Topologie
for (int a = PosFirst; a < PosFirstKinder; a++)
{
//Verkniipfe aktuelle Generation untereinander
Knoten k = new Knoten;
//Die Knotenidentitit startet bei -1
//aber die Positionierung bei 0
k.KID = a-1;
k.generation=g;
k.anz=n;
//k.typ; //kann erst spdter festgestellt werden

//Verkniipfe mit beiden Geschwistern
k. ListGeschwister.pushback( (((a-PosFirst)+1) mod (PosFirstKinder-
PosFirst)) + PosFirst-1 );

k.ListGeschwister.pushback( (((a-PosFirst)-1) mod (PosFirstKinder-
PosFirst)) + PosFirst-1 );
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KnotenListe.pushback(k);
}//end(for: Verkniipfe aktuelle Generation untereinander)

//Verbinde Knoten der Generation g-1 mit g

int Kindercounter = PosFirst;

for(int a=PosFirstEltern; a < PosFirst; a++ )

{
//Jeder blaue Knoten hat (n-5) blaue Nachfolger
//und zwei geteilte rote Nachfolger
//Jeder rote Knoten hat (n-6) blaue Nachfolger
//und zwei geteilte rote Nachfolger

Knoten e = KnotenList[a]; //Der aktuelle Elternknoten
Knoten k; //Der aktuelle Kinderknoten

//erster geteilter roter Nachfolger

k = KnotenList[ ((Kindercounter - PosFirst) -1) mod (PosFirst-
Kinder - PosFirst) + PosFirst];

k.typ=rot;
k.ListeEltern.pushback(e.KID);
e. ListeKinder.pushback(k.KID)

if (e.typ == blau)
{
for (int kg=0; kg < (n-5); kg++)
{
//blave Kinder

k = KnotenList[ ((Kindercounter - PosFirst)) mod
(PosFirstKinder - PosFirst) + PosFirst/;

k.typ = blau;
k. ListeEltern.pushback(e.KID);
e. ListeKinder.pushback(k.KID);
Kindercounter++;
}//end(for: blaue Kinder)
}//end(if blauer Knoten)
if (e.typ == rot)
{
for (int kg=0; kg < (n-6); kg++)
{
//blaue Kinder

k = KnotenList[ ((Kindercounter - PosFirst)) mod
(PosFirstKinder - PosFirst) + PosFirst/;

k.typ = blau;
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k. ListeEltern.pushback(e.KID);
e.ListeKinder.pushback(k.KID);
Kindercounter++;
}//end(for: blave Kinder)
}//end(if roter Knoten)

//zweiter geteilter roter Nachfolger
k = KnotenList[ ((Kindercounter - PosF'irst)) mod (PosFirstKin-

der - PosFirst) + PosFirst];

e.ListeKinder.pushback(k.KID)
k.typ=rot;

k. ListeEltern.pushback(e. KID);
Kindercounter++;

}//end(for: Verbinde g-1 mit g)

//FErstelle geometrische Punkte der g-ten Generation

for(int i=PosFirst; i < PosFirstKinder; i++)

{

Punkt p = new Punkt;

p.PID = i-1;

//Default Werte sollen ungiltige sein.
//Giiltige Werte erst spiter maoglich!
p.origMink=(-1,-1,-1);
p.origPoinc=(-1,-1);
p.tempMink=p.origMink;
p.tempPoinc=p.origPoinc,
PunktListe.pushback(p);

}//end(for erstelle geometrische Punkte)

//Geometrie: Layout der Punkte der g-ten Generation
for(int i = PosFirstEltern; i < PostFirst; i++)

{

//aktueller Elternknoten der (g-1)-ten Generation
Knoten ek = KnotenList/[i];

//lege das geometrische Layout der Kinder des Knotens fest:
doKinderLayout(ek, len);

}//end(for lege Geometrie fest)

//Aktualisierung der Dreiecksliste
for(int i = PosFirstEltern; i < PostFirst; i++)

{
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//aktueller Elternknoten der (g-1)-ten Generation
Knoten ek = KnotenlList/[i];

//Aktualisiere die DreiecksListe
//mit den Knoten der g-ten Generation.
doUpdateTriangles(ek);

}//end(for lege Geometrie fest)

}//end(if: (g >=2) )
}//end (for: generationen)
}//end(Netzgenerator)

Pseudocode 2 (doKinderLayout). input:(Knoten e, double len)
// e Elternknoten, len Abstand zwischen zwei Punkten
{//Begin(doKinderLayout) Knoten e2 = KnotenlList[e. ListGeschwister[1] + 1];
vector3D A = PunktList[e. KID + 1 ].origMink;
for(int i=0; i < e.ListKinder.length();i++)
{
int KindPos = e.ListKinder[i]+1;
Knoten Kind = KnotenList/KindPos/;
Punkt Ret = new Punkt;
Ret.PID = KindPos - 1;
C1
vector8D C' = | ca |; //unbestimmte Belegung
c3
if(Kind.typ == rot) A\ (i==0))
{
//Die Position C' des ersten geteilten roten Nachfolgers von e wird bestimmt
//durch den Abstand zur Position A des Knotens e sowie dem Abstand
//zur Position B des zweiten Geschwister-Knotens von e.
//C muss in H? liegen.
//Es gibt zwei mogliche Losungen P, P des zugehdrigen Gleichungssystems.
//C bekommt die Werte der Losung zugewiesen, deren dritte Komponente
gréfer
// ist als die dritte Komponente von A.
vector3D B = PunktList[e2. KID + 1].origMink;
L ={P P} mit P € R} P € R?® Lisung des Gleichungssystems mit den
Unbekannten py, ps, p3:

1 opi+ps—p3=-1
2. —a1p1 — agsps + agps = cosh(len)

3. —bipy — bapa + bypsz = cosh(len)
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if(P.z > A.z) C=P;
else if (P'.2 > A.z) C = P';
}//end (if rot)
if ((Kind.typ==blau) N\ (i > 0))
{
//Die Position C' des aktuellen (i-ten) blauen Nachfolgers von e wird be-
stimmdt
//durch den Abstand zur Position A des Knotens e sowie dem Abstand
//zur Position B des (i-1)-ten Nachfolgers von e.
//C muss in H? liegen.
//FEs gibt zwei magliche Lésungen P, P' des zugehdrigen Gleichungssystems.
//C" bekommt die Werte der Lisung zugewiesen, deren Abstand von der
Position R des
//zweiten Geschwister-Knotens von e gréfler ist.
vector3D B = PunktList[e. ListKinder[i-1]+1].origMink;
vector3D R = PunktList[e2.KID + 1].origMink;
L ={P P} mit P € R} P € R® Lisung des Gleichungssystems mit den
Unbekannten py, ps, p3:

1 opi+ps—p3=-1
2. —a1p1 — asps + agps = cosh(len)

3. —bip1 — bapy + bypz = cosh(len)

Zf (dH<P, R) < dH(P/,R)) C= P/,'
else if (dg(P,R) > dy(P',R)) C = P;

}//end (if blau)

//Fir den zweiten geteilten roten Nachfolger muss nichts gemacht werden, da
dessen

//geometrisches Layout durch den ersten Geschwister-Knoten von e durchgefihrt
wird.

Ret.origMink = C;

Ret.origPoinc = Mink2Poinc(C);

Ret.tempMink = Ret.origMink;

Ret.tempPoinc = Ret.origPoinc;

PunktList[KindPos] = Ret;

}//end (for Kinder in Liste von e) //end(doKinderLayout)
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Pseudocode 3 (doUpdateTriangles). input:(Knoten e)
// e Elternknoten
{//Begin(doKinderLayout) for(int i=0; i < e.ListKinder.length();i++)
{
int KindPos = e.ListKinder[i]+1;
Knoten Kind = KnotenList/KindPos];
if(Kind.typ==rot) N\ (i == 0))
{
int A = e.KID:;
int B = e.ListGeschwister[1];
int C' = Kind.KID;
int DID = DreieckList.length();
Dreieck d = new Dreieck;
— (DID,A,B,C);
DreieckList.pushback(d);
}//end (if rot)
if(Kind.typ==blau) N (i > 0))
{
int A = e.KID:;
int B = e.ListKind[i-1];
int C = Kind.KID;
int DID = DreieckList.length();
Dreieck d = new Dreieck;
— (DID,A,B,C);
DreieckList.pushback(d);
}//end (if blau)
// Fir den zweiten roten Knoten ist der zweite Geschwister-Knoten von e zu-

standig! }//end(for Kinder in Liste) //end:doUpdate Triangles




Anhang B.
GroBhyperbel und GroBkreis

Dieser Abschnitt des Anhangs soll zeigen, wie dhnlich die sphérische Gerade, das ist
der Groflkreis, und die Gerade im MINKOWSKI-Modell, das ist die Grohyperbel, formal
parametrisiert werden konnen.

In Definition 3.11 (siche Seite 24) haben wir kennengelernt, dass der Grofikreis der Schnitt
einer Kugel mit einer EUKLIDischen Ebene, die den Kugelmittelpunkt enthalt, ist. In
selber Definition als den Groflkreisbogen (die Orthodrome) als zugehoérige kiirzeste Stecke
zwischen zwei Punkten kennengelernt.

In Definition 4.8 (siche Seite 34) haben wir kennengelernt, dass die GroShyperbel der
Schnitt der oberen Schale eines zwei-schaligen Hyperboloiden mit einer EUKLIDischen
Ebene, die den Ursprung enthélt, ist. In selber Definition als den GroShyperbelbogen als
zugehorige kiirzeste Stecke zwischen zwei Punkten kennengelernt.

B.1. Parametrisierungen

B.1.1. Parametrisierung des GroBkreises

Definition B.1. (sphérischer Tangentenvektor): Es sei £ ein EUKLIDischer zwei-

dimensionaler Untervektorraum des R3. Und S? sei eine Sphére im R?, der Mittelpunkt
0

der zugehorigen Kugel liege bei O = | 0 |. Weiterhin sei K = S? N E ein Grofikreis
0

und p € K ein Punkt. Dann heilen die Vektoren v € E mit (p,u) = 0 sphdarische

Tangentenvektoren an K im Punkt p.

Definition B.2. (Groflkreis-Parametrisierung): Sei K C S? ein GroBkreis, p € K.
Und sei u ein Tangentenvektor an K in p mit ||ul| = 4/(u, u) = 1, dann gilt

K={x|xz=c(t)=cos(t) - p+sin(t) - u,0<t<2- -7} (B.1)

Um den GroBlkreis von einem Punkt a zu einem Punkt b analytisch zu bestimmen
benotigen wir den zugehorigen Tangentenvektor u. Dieser lasst sich mit dem sphérischen
Abstand dg (siehe Seite 30) bestimmen:

Es gelten:

1. a =c(ds(a,a)) = cos(0) - a +sin(0) - u = a (gilt offensichtlich)
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2. b=c(ds(a,b)) = cos(ds(a,b)) - a+ sin(dg(a, b)) - u
1 cos(ds(a,b))

= U= -0 — -a

sin(dg(a,b)) sin(dg(a,b))

Der Groflkreisbogen Kb von a nach b ist somit génzlich bestimmt als:

Kb={x|x=cos(t) -a+sin(t) -u,0 <t <ds(A, B)} (B.2)

B.1.2. Parametrisierung der GroBhyperbel

Definition B.3. (hyperbolischer Tangentenvektor): Es sei F ein EUKLIDischer
zwei-dimensionaler Untervektorraum des R3. Und H? sei die MINKOWSKI-Schale im R3.
Weiterhin sei G = H? N E eine GroBhyperbel und p € G ein Punkt. Dann heiflen die
Vektoren u € E mit (p,u)) = 0 hyperbolische Tangentenvektoren an G im Punkt p.

Definition B.4. (Gro3hyperbel-Parametrisierung): Sei G C H? eine GrofShyperbel,
p € G. Und sei v ein Tangentenvektor an G in p mit (u, u)) = 1, dann gilt

G={z|xz=c(t) =cosh(t) -p+sinh(t)- u,t € R} (B.3)

Um die Grohyperbel von einem Punkt a zu einem Punkt b analytisch zu bestimmen
benotigen wir den zugehorigen Tangentenvektor w. Dieser lasst sich mit dem hyperbolischen
Abstand dy (siehe Seite 35) bestimmen:

Es gelten:
1. a =c(dg(a,a)) = cosh(0) - a + sinh(0) - u = a (gilt offensichtlich)
b= C(dH

(a,b)) = cosh(dg(a,b)) - a + sinh(dy(a,b)) - u

oy 1 o cosh(dy/(a,b) a
sinh(dg(a, b)) sinh(dg(a, b))

~—

Der GrofShyperbelbogen Gb von a nach b ist somit gédnzlich bestimmt als:

Gb={z | x =cosh(t) - a+sinh(t) - u,0 <t < dy(A, B)} (B.4)

B.2. Winkelbestimmung

Nicht nur die Parametrisierungen des Groffkreises und der GrofShyperbel sehen dhnlich
aus sondern auch das Verfahren zur analytischen Winkelbestimmung in der sphérischen
Ebene und im MINKOWSKI Modell der hyperbolischen Ebene besitzt Ahnlichkeiten.
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B.2.1. Spharischer Winkel

Definition B.5. (Sphirische Winkelbestimmung): Sei die Mantelflache der Ein-
heitskugel die Sphare S2.

Sei Kby = {z |z =cos(t)-p+sin(t) -u mit 0 <t < L; € R} € S? ein GroBkreisbogen
der Lange L; und Kby = {z | x =cos(t) - p+sin(t)-v mit 0 <t < Ly € R} € S? ein
GroBkreisbogen der Lange Lo. Kby und Kby gehen vom Punkt p aus. Die Tangentenveto-
ren v und v erfiillen die Eigenschaft ||u|| = 1 und ||v|| = 1. Dann ist die Winkelgréfie von
Kby und Kby in p definiert als die Winkelgrofie der Tangentenvektoren u und v, d.h. die
eindeutige Zahl < (Kby; p; Kby) € [0; 7] mit

I (Kby; p; Kby) = arccos ((u, v)) (B.5)

B.2.2. Hyperbolischer Winkel im MINKOWSKI-Modell

Definition B.6. (Hyperbolische Winkelbestimmung): Sei die MINKOWSKI-Schale
H?.

Sei Gby = {x | x = cosh(t) - p+ sinh(t) - uw mit 0 <t < L; € R} € H? ein GroShyperbel-
bogen der Lange Ly und Gby = {z | x = cosh(t) - p+sinh(t) - v mit 0 <t < Ly € R} €
H? ein GroBlhyperbelbogen der Linge L,. Gb; und Gby gehen vom Punkt p aus. Die
Tangentenvetoren u und v erfiillen die Eigenschaft (u,w)) = 1 und ((v,v)) = 1. Dann ist
die Winkelgrofie von Gb; und Gby in p definiert als die Winkelgrole der Tangentenvektoren
w und v, d.h. die eindeutige Zahl <(Gby;p; Gby) € [0; 7] mit

I(Gby; p; Gby) = arccos ({(u, v))) (B.6)
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