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Kapitel 1

Korrespondenzen (Matchings)

Definition (Korrespondenz, perfekte Korrespondenz):
Sei G = (V, ) ein ungerichteter Graph.
Eine Korrespondenz ist eine Menge disjunkter Kanten. Eine Korre-
spondenz K heifit perfekt, wenn K alle Ecken von G iiberdeckt. Eine
perfekte Korrespondenz stellt einen 1-Faktor von GG dar, d.h. einen Un-
tergraph mit Eckenmenge V', der regulér vom Grad 1 ist.

Wann hat G eine perfekte Korrespondenz?

Es sei K eine perfekte Korrespondenz von G' = |V| gerade.

S C V. Entferne aus G die Ecken S. Der entstehende Graph ist G — S.
u(S) = Anzahl der ungeraden Komponenten (also Komponenten mit unge-
rader Eckenanzahl) von G — S

rY
& €2

i Q@(@W

Von jeder ungeraden Komponente fithrt mindestens eine Kante € K in die
Menge S. Kanten € K sind disjunkt (d.h. sie haben keine Ecke gemeinsam).

bt



6 KAPITEL 1. KORRESPONDENZEN (MATCHINGS)

= u(S) < |S| fiir alle S C V.

Satz 1.1 (TUTTE, 1947): Genau dann hat G eine perfekte Korrespondenz,
wenn

(T) wu(S) <|S| fur alle S C V.
gilt. (T) heifit TuTTESsche Bedingung.

Beweis : (T) ist notwendig. y/ (siehe oben)

Es gelte (T). Zu zeigen: G = (V, E) hat perfekte Korrespondenz.
Induktion iiber |V|=1,2:

.

C o (T) nicht erfiillt

o0 v

Induktionsannahme: Behauptung richtig fiir alle Graphen mit < |V/|
Ecken, |V| > 3. Es gelte (T) fir G = (V, E).

S =0, u(®) < |0 =0, u(@) = 0. G hat keine ungeraden Komponenten,
speziell keine isolierten Ecken. = |V| gerade, |V| > 4.

S C V. Siehe Abbildung oben:

VI=181+[Cil + ...+ [Cus)| + | Dil + .. +[Dys)|
ungerade Izormponenten gerade K;r;ponenten

Liest man nun die Gleichung modulo 2, so ergibt sich:

o
Il

|S| 4+ u(S) mod 2
= (x) w(S) = |S| mod 2

Man beachte, dass bei der Herleitung von (x) nur benutzt wurde, dass
|V| gerade ist, nicht aber (T).

|V| gerade. Es sei |S| = 1, (T): u(S) < 1. Andererseits folgt aus |v| gerade
u(S) > 1 und damit gilt u(S) = |S| = 1. Man wihle nun S maximal, so
dass u(S) = |S| (Anmerkung: Dieser Schritt ist nicht konstruktiv).

Annahme : G — S hat eine gerade Komponente D.

Sei z € D, soist u(SU{z}) >u(S)+1=|5|+1=|R|.
——

=R



Es muss (T) fur R gelten: u(R) < |R|, also u(R) = |R| im Widerspruch

zur Maximalitdt von S.
Also hat G — S nur ungerade Komponenten C1, ..., C,, r = u(95).
u(S)=|S|=r, S ={s1,...,8}

Bilde den folgenden bipartiten Graphen H: Ziehe die C;s;, wenn aus C;
eine Kante nach s; fiihrt.

& Cq Cr

$1 2 S
Wir zeigen: H hat eine perfekte Korrespondenz (mit dem Heiratssatz
von P. Hall).
Annahme: Es gibt C; , ..., C;, mit Nachbarn s;,,...,s;, in H mit [ < k.

u({sjy,---,8;,1) >k >1=1{sj,...,sj,}| im Widerspruch zu (T). Also
hat H nach Heiratssatz eine perfekte Korrespondenz K’. K’ kann auch
als Korrespondenz von G aufgefasst werden. Bei geeigneter Nummerie-
rung gilt:

G @P AT, umm)
O
S. SQ

1

Wir zeigen: C; — z; = (V;, E;) erfiillen (T).

Nach Induktions-Annahme hat C; — x; eine perfekte Korrespondenz K;.
Dann ist K = K'U K, ...U K, perfekte Korrespondenz von G.

Bleibt zu zeigen: C; — z; erfiillt (T).

Es sei S; C V.
u'(S;) = Anzahl der ungeraden Komponenten von (C; — ;) — S;.

Annahme: v'(S;) > |S;|.



8 KAPITEL 1. KORRESPONDENZEN (MATCHINGS)

Eckenanzahl von C; — z; ist gerade. Es gilt
(x) «/(S;) =S| mod 2

Dann folgt sogar: u'(S;) > |S;| + 2.
w(SU{z;}US;) = u(S)—1+ u/'(S;) > |S|+1+]S;| und wegen (T)
—— S~~~ ~—— ——

—R 5] > |51+ A
u(R) < |R|, also u(R) = |R|, im Widerspruch zur Maximalitét von S.

O

Problem : Gibt es eine gute algorithmische Umsetzung dieses Beweises?

Folgerung (Satz von PETERSEN, 1897): Es sei G regulidr vom Grad 3, G
habe keine Briicken. Dann hat G eine perfekte Korrespondenz.

Beweis : Wir zeigen: G erfiillt (T).
Sei S CV.
Zu zeigen: u(S) =r < |9|.
Die ungeraden Komponenten von G — S seien C4,...,C,, C; = (V;, E;).

P

(M
4

Dann gilt: . v(7) = 2|E;|+m;. Andererseits ist aber G regulir vom
Grad 3 und damit }_ . v(z) = 3|Vi| ungerade, woraus folgt, dass m;
ungerade sein muss.

Es ist m; # 1, da nach Vorraussetzung keine Briicken existieren, also
m; > 3, da m; ungerade. Damit folgt

3T<Zmz<z'y ) =3|9]

z€eS

= r =u(S) < |S| und damit folgt die Behauptung aus Satz 1.1.



Nach wie vor haben wir das Problem, eine maximale Korrespondenz in einem
ungerichteten Graphen zu finden, nicht geltst. Dies wird auch erst in Kapitel
2 geschehen. Vorbereitend werden nun aber einige Sétze gezeigt, mit deren
Hilfe sich ein Algorithmus finden 148t.. Zunéchst jedoch einige Definitionen.

Definition (exponierte Ecke, alternierender Weg, zunehmender Weg, sym-
metrische Differenz):
Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph, K eine Korrespondenz von G.

e = € V heifit exponierte Ecke bzgl. K, wenn x mit keiner Kante
€ K inzidiert.

e Ein alternierender Weg ist ein Weg, der abwechselnd Kanten
€ K und Kanten ¢ K hat.

e Ein zunehmender Weg bzgl. K ist ein alternierender Weg mit
exponierten Ecken.

e Die symmetrische Differenz ist K @ W = (KUW) — (KNW),
d.h. es werden genau die Kanten aus einer Menge W hinzugenom-
men, die vorher nicht in K waren, und die gestrichen, die vorher
schon drin waren.

Bemerkung : Ist K eine Korrespondenz in G = (V, E) und W ein zuneh-
mender Weg bzgl. K. Dann 1&t sich K lings W vergrofiern zu K’, indem
die Kantenzugehorigkeiten umgepolt werden.

e L ek TR ek
DA

A
a €F ek EFKW ek &k b

Dieser Vorgang wird durch die symmetrische Differenz beschrieben: K’ =
K @ W. K’ ist Korrespondenz von G mit |K'| = | K|+ 1.

Satz 1.2 (BERGE, 1957): Die Korrespondenz K von G ist genau dann ma-
ximal, wenn es bzgl. K keinen zunehmenden Weg gibt.

Beweis : In der Bemerkung wurde bereits gezeigt: Wenn ein zunehmender
Weg existiert, dann ist A nicht maximal.

Bleibt noch die Umkehrung.
Es existiere kein zunehmender Weg bzgl. K.

Annahme : Es sei K’ Korrespondenz von G mit |K'| > |K].



10 KAPITEL 1. KORRESPONDENZEN (MATCHINGS)

Bilde die symmetrische Differenz K’ ¢ K = (K'UK) — (K'NK) = K*.
K* hat mehr Kanten aus K’ als aus K. Dei G(K*) der Untergraph mit
den Kanten € K* und den zugehorigen Endpunkten. Jede Ecke in G(K*)
hat Grad < 2.

Jede Komponente von G(K*) ist also entweder Weg oder Kreis. Kreise
haben gleich viele Kanten € K und € K’. Also muss es einen Weg W
geben, der mehr Kanten € K’ als € K hat:

ekl Tef e ek [ef!
W ist Zunehmender Weg bzgl. K im Widerspruch zur Vorraussetzung.

0

Satz 1.3 : Seien K Korrespondenz von G, W zunehmender Weg bzgl. K,
K =K & W,b¢g W exponiert.
Dann gilt: Wenn es keinen zunehmenden Weg bzgl. K mit Anfangspunkt
b gibt, dann auch keinen bzgl. K.

Beweis (durch Kontraposition):

Annahme : Es existiert ein zunehmender Weg W’ bzgl. K’ mit An-
fangspunkt b:

! ¢k
Wa Jﬁﬁﬁﬁ* b

K, K’ stimmen auflerhalb von W iiberein = W’ muss W treffen. Sei z
die erste Ecke auf W von b aus gesehen.

I r-k J.

W' kann W nicht kreuzen, denn sonst wiren zwei Kanten aus K mit
derselben Ecke inzident.. Sei also e die erste gemeinsame Kante von W
und W'. = e € K, e ¢ K. Damit ist W] U Wy zunehmender b, x-Weg
bzgl. K.

O

Folgerung : Wird die Korrespondenz fortlaufend iiber zunehmende Wege
vergroflert, dann braucht jede exponierte Ecke nur einmal getestet zu
werden.



Kapitel 2

Matching Algorithmen

Ein Algorithmus ergibt sich aus dem Beweis des Satzes von KONIG (siehe
OR III).

Algorithmus (nach dem Satz von KONIG): (IST DAS SCHON DER SATZ?)
G = (V, E) bipartit mit Bipartition V' = V;UV,. |[maxmale Korrespondenz| =
|minimale iiberdeckende Eckenmenge|

Ergénze kiinstliche Ecken a, b und verbinde a mit Vi und b mit V;

a

Setze alle Eckenkapazititen = 1 fiir die Ecken € FE.

Bestimme nun mit EDMONDS-KARP einen maximalen a, b-Fluss F},,, wo-
bei als Startfluss der triviale Fluss gewéhlt werden kann.

Die Kanten € F des maximalen Flusses bilden eine maximale Korre-
spondenz K,, ={e€ E: F,(e) = 1}.

Komplexitit: O(|E| - |V]).

Algorithmus (von CONRADT-PAPE, 1980): Fiir eine kompakte Darstellung
bzw. Implementierung siehe Umdruck 1.

11
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KAPITEL 2. MATCHING ALGORITHMEN

Sei G = (V, F) bipartit mit Bipartition V =V, U V,, Vi NV, = 0.

= VA
M/\
) il lé.
Es gentigt bei bipartiten Graphen, als Anfangspunkte fiir zunehmende

Wege exponierte Ecken in V) zu testen.
Sei b exponierte Ecke in V].

HODIEAT,

benpen. Ee i ¥,

Es entsteht ein alternierender Baum mit Wurzel b wie folgt: In jeder
zweiten Stufe erfolgt ein voller Breitensucheschritt, die anderen Schrit-
te gehen einfach iiber Korrespondenzkanten weiter. Das Verfahren wird
fortgesetzt, bis ein zunehmender Weg gefunden wird oder festgestellt
wird, dasss kein zunehmender Weg mit Anfangspunkt b existiert. Im
ersten Fall wird dann die Korrespondenz vergrofert.

Teste dann die néchste exponierte Ecke usw.

Kanten 1) aus der Abbildung brauchen nicht beriicksichtigt zu werden,
da sie nicht zu neuen exponierten Ecken fiihren.

Kanten 2) existieren in bipartiten Graphen nicht, da sie zu Kreisen un-
gerader Lénge fiihren.

Fall: Die exponierte Ecke b € V] ist durch den Test durchgefallen.
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&

Der alternierende Baum B mit Wurzel b endet nur mit Korrespondenz-
kanten € K.

M sei die Menge der Vi-Ecken € B.
M, sei die Menge der Vo-Ecken € B.

|My| = [Ma| + 1, | M| < | M|

M, ist die Menge aller Nachbarn der Ecken € M;. | M| < |M;|. Hier ist
die HALL-Bedingung verletzt.

Komplexitit: O(|E| - |V])

2.1 Ungarischer Algorithmus (1956)
Ausgangspunkt: :

Gegeben : Zuweisungsproblem:

Mg iag

G = K, ,, vollstindig bipartiter Graph.
Interpretation: Grofier Wert = grofie Eignung.
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Gesucht: Perfekte Korrespondenz grofiten Wertes.

Seien Vi = {x1,..., 2.}, Vo ={y1,- .., Yn}-
Wir identifizieren auch Ecken mit ihren Nummern:

w(ws, y;) = wij = w(ij)

Eckenbewertung u, v; u: V; - R, v: V5, — R.
Die Eckenbewertung u, v heifise zulassig, wenn

wi; < (i) +v(j) fir alle 4, j.
Ein Beispiel fiir eine zuldssige Eckenbewertung ist also

u(i) == max w;, alle v(j) := 0.
j=l...,n

Im Folgenden seien u, v zuléssige Eckenbewertungen, falls nichts anderes
gesagt wird.

Satz 2.1 : Es sei K perfekte Korrespondenz von G. Dann gilt:

w(k) < Z(U(i) + (7))

A
G !QJ ‘p

b © O

¥

N
1

Beweis : Mo

Beschreibe die perfekte Korrespondenz K durch die zugehorige Permu-
tation m € S, ij € K < 7(i) = j, dann gilt:

w(K) = Y wlij)= Y wlin(i)

< D (@) (i) = D _uli) + D v(r(i)
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t

Folgerung : Ist w(K) = Y1 (u(i) + v(4)), dann ist w(K) maximal (K

i=1

optimal) und > 7"  (u(7) 4+ v(¢)) minimal.

Definition (Gleichheitsgraph):
Der Gleichheitsgraph G, , hat dieselben Ecken wie G und genau die
Kanten ij mit w(ij) = u(i) + v(j).

Satz 2.2 : Jede perfekte Korrespondenz von G, ist optimale Korrespon-
denz von G.
> (u(i) 4+ v(i)) ist genau dann minimal, wenn G, , eine perfekte Kor-
respondenz hat.

Beweis : K sei perfekte Korrespondenz von G, , und 7 die zu K gehorige
Permutation.

n n n

w(K) =) w(in(i) =) _(u(i) +o(pi(i) = Y_(uli) +v(i))
i=1 i=1 i=1
=
Folg. Satz 2.1 w(K) maximal, Y. (u(i) + v(i)) minimal.
Bleibt noch die Umkehrung zu zeigen.
Es sei > ", (u(i) +v(i)) =@ M minimal.
Annahme: G, , hat keine perfekte Korrespondenz.

Es existiert eine exponierte Ecke b, die beim Test mit CONRADT-PAPE
durchfillt.

Man findet Mengen M;, M, an denen die Heiratsbedingung verletzt ist.
M, C Vi, My C V,, My Nachbarmenge von My, |M;| = |M,| + 1. Sei
i€ My, j€ Vo— My, sowie ij & G,, mit w(ij) < u(i) +v(j) (HIER
IST DAS UNKLAR... VIELLEICHT HABE ICH DAS AUCH FALSCH
FORMULIERT!)
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Bilde d = min{u(i) +v(j) —w(ij) : i € My, j € Vo — My}. Offensichtlich
ist dann d > 0.

Andere die Bewertung zu v/, v’
W' (i) = u(i)—d fiir i € My v'(j) =v(j)+d fiir j € My, sonst v’ =u, v' =0

Mit dieser gednderten Bewertung gilt dann

n

Wi +0@) = D i) —d)+ > u@+ Y @@ +d+ Y )

i=1 i€ My ieVi—M; 1€Mo2 1€Vo— Mo
= ) (u(i) + (i) — d(| M| — [My]) < M
i=1 0
>

im Widerspruch zur Minimalitdt von M.
OJ

Algorithmus (Ungarischer Algorithmus): Starte mit der Anfangsbewertung
u, v.
Wende CONRADT-PAPE auf G, an.
Existiert noch keine perfekte Korrespondenz, dann findet man Mengen
M, My wie im Beweis zu Satz 2.2.
Der bis dahin konstruierte alternierende Baum bleibt in G, bzw. G .
Es kommt mindestens eine Kante ij, ¢ € M, j € Vo — M, zu G,,, hinzu.
Hier kann die Breitensuche fortgesetzt werden.

Komplexitit: O(|V]?).

2.2 Der Bliiten-Algorithmus von Edmonds,
1965

Vorraussetzungen : G = (V| E) beliebiger ungerichteter Graph.
Gesucht: Maximale Korrespondenz (grofite Kantenanzahl) (WAS SOLL
MIR DAS SAGEN??77?)

Definition (Bliite, Bliittenwurzel, Stiel der Bliite):
Sei K eine Korrespondenz von G = (V, E).
Eine Bliite ist ein Kreis mit abwechselnd Kanten € K und ¢ K. Nur
eine FEcke w inzidiert mit 2 Kanten ¢ K. Der Kreis ist ungerade und



2.2. DER BLUTEN-ALGORITHMUS VON EDMONDS, 1965 17

w heiflt die Bliitenwurzel. Nach w fiihrt ein alternierender Weg mit
Anfangspunkt b, genannt der Stiel der Bliite.

Algorithmus (Bliitenalgoritmus von Edmonds): Fiir eine Implementierung
siehe Umdruck 2.
K Startkorrespondenz
Partnerfunktion P(x) =y < zy € K.
wenn z nicht exponiert P(x) = —1, wenn = exponiert. b, b’ exponierter
zunehmender Weg

OOt O rsrn ) —— A O
b &

Vergroere K ldangs zunehmender Wege bis kein zunehmender Weg bzgl.
K mehr ex. Satz von Berge: Dann ist K maximal.

Tiefensuche Finde ausgehend von einer exponierten Ecke b einen zuneh-
menden Weg AW (alternierenden Weg) zu einer andern exponierten Ecke
B/
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. - ¢K

o s :
[ a%&e

b i m{x {}//%m

Korrespondenzkanten in AW haben als Endpunkte eine innere (i) und
eine duere (a) Ecke. i wird auf AW zuerst erreicht. FN freie Nachbar-
menge.

Wenn eine Kante von der aktuellen dufleren Ecke (ist immer eine duflere
Ecke) x zu einer anderen bereits mit a-Ecke fiihrt, dann entsteht eine

v
e
£

a

ol
IR
W

g_m@bi

1 Bliiten kénnen nur so entstehen, nicht so T, da im Tiefensuchebaum kei-
ne Kanten von G zwischen zwei Zweigen verlaufen. Innere Ecken werden
nur einmal angesteuert, da mit weiteren Besuchen keine neuen Bereiche
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alternierend erschlossen werden.

0 2 noch nicht besucht
Klassifizierung der Ecken Klasse[z] = ¢ 1  duflere Ecke

2 innere Ecke + ... (verbotene Ecken)

Bliitenbehandlung

Siehe Skizze 5

alle Bliitenknoten sind durch Kanten € K iiberdeckt. Auslaufende Kan-
ten sind ¢ K. Kontrahiere die Bliite in die Wurzel w.

Es entsteht G'.

Korrespondenz K’ = K vermindert um die kontrahierten Kanten € K.
In G’ gibt es einen zunehmenden Weg bzgl. K’ mit Startunk b genau
dann, wenn es einen solchen Weg bzgl. K in Ggibt.

Ecken von G : 0,1,...,n — 1. Es wird tatsédchlich im Verfahren fiir jede
Bliite eine zusétzliche ,,Bliitenecke“: n,n + 1, ... Die neuen Knoten ent-
sprechen der Kontraktionsecke. Gleichzeitig wird die zugehorige Bliite
gespeichert. Bliitenarray. Alle wegkontrahierten Ecken der Bliite kom-
men in die Klasse 2, verbotene Ecken.
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Es sei (nach mehreren Bliitenkontraktionen) ein zunehmender Weg AW’
mit Anfangspunkt b gefunden worden. Wihle in AW’ eine Ecke z, mt
maximaler Nummer.

2z <n—1= AW’ = AW zunchmender Weg in G. (Haken)

Es sei z, > n. z, ist durch Kontraktion einer Bliite Bl entstanden.
2, = n + «, Bl =Bliiten|a].

'A'W!*‘Zo %,,. 2oy~ ~Zf gy o - \Er

Durchlaufe die Ecken in der Bliite Bl bis eine Ecke u € Bl auftritt, die
7u 241 benachbart ist.

Ersetze in AW’ z, durch die Bliitenwurzel. Ersetze z,z,; durch den
passenden alternierenden Weg von der Bliitenwurzel durch Bl nach 2z,
(entsprechend Skizze?).

Fiihre die Ersetzung der Bliitenknoten fort bis ein zunehmender Weg in
G entsteht.

Komplexitit: (Tiefensuche |V'|-| E|), hier: Komplexitit des Verfahrens O(|V]?).
Auch das allgemeine gewichtete Matchingproblem ist mit derselben Komple-
xitét, Also O(]V]?) 16sbar (auch mit einem Algorithmus von Edmonds), ist
aber schwieriger, mit viel linearer Optimierung.



Kapitel 3

Planaritat

Definition (planar):
G = (V, E) heiit planar, wenn G in die Ebene (ohne Kanteniiberschnei-
dungen) eingebettet werden kann.

mg Mgmw

Stereographische Projektion : G planar < G kann in die Kugelfliche
eingebettet werden.

Unter der stereographischen Projektion versteht man die Bijektion
der Kugelflichenpunkte auf die Punkte der Aquatorebene. N entspricht
der Punkt unendlich (00).

N
P

i L
b, de it

21
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Diese Abbildung bildet ebene Graphen auf in die Kugelflache eingebet-
tete Graphen ab. Ein ebener Graph zerlegt die Ebene in endlich viele
Gebiete, unter denen sich Immer ein Auflengebiet / unbeschrianktes Ge-
biet befindet..

Durch stereographische Projektion kann man jedes Gebiet zum Auflen-
gebiet machen.

Wir wollen nun versuchen, die Anzahl der Gebiete eines ebenen Graphen zu
bestimmen. Dazu betrachten wir zunéchst einige Abbildungen:

Man sieht hier, dass es einen Unterschied macht, ob man eine Briicke oder
einen Kreis hat, denn eine Briicke liegt am Rand von nur einem Gebiet, alle
anderen Kanten am Rand von zwei Gebieten.

)
Bricelke _

Man stellt fest, dass fiir jedes Gebiet eine Kante mehr zum Graphen hin-
zukommt als Ecken da sind, da eine Kante zum Abschliessen des Gebietes
bendétigt wird. Bei einfachen Briicken dagegen bleibt die Differenz aus Kanten
und Ecken gleich und es kommt kein Gebiet dazu. Etwas genauer beschreibt
diesen Sachverhalt der folgende Satz.

Satz 3.1 : (Eulersche Polyederformel) Es sei G = (V, F) zusammenhéngen-
der ebener Graph.
G zerlege die Ebene in F' Gebiete, dann gilt:

VI [El+f=2
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Die Zahl 2 ist die Eulercharakteristik der Fliche, also hier des R?, bei
der Torusflache steht hinten eine 0.

Beweis : Induktion iiber f.
f=1= G ist Baum.

[El=V]-1=|E|-|V|+ f =2V
Y Y
1
Es sei f > 2
Die Behauptung sei richtig fiir alle ebenen Graphen mit < f Gebieten.

G hat einen Kreis C, e sei eine Kante € C. e liegt im Rand von 2
Gebieten, G — e hat f — 1 Gebiete.

Skizze 3-5 (Ein Graph mit einem Gebiet, an dessen Rand eine Kante
weggenommen wird)

DIE FEHLT NOCH!!!

Nun kann man die Induktionsannahme auf G — e anwenden:

VI-(E[-D+f-1 = 2
= |[V|—|E|+f = 2

Definition (Taillenweite, engl.: girth):
Die Taillenweite (girth) ¢(G) ist die Lénge eines kleinsten Kreises in
G. t(G) = oo, wenn G kreislos.

Im Folgenden habe G keine Mehrfachkanten und keine Schlingen. Dann
ist t(G) > 3.

Satz 3.2 : Fiir jeden planaren Graphen gilt:

B1 < 1725 0V1-2)

wenn t(G) < oo.

Beweis : Es liege GG als ebener Graph vor.
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Ist G nicht zusammenhéngend, dann kénnen die Komponenten von G so
durch Kanten verbunden werden, dass der erweiterte Graph G' = (V, E’)
zusammenhéngend und planar ist.

B <1 < 15 (V1 -2

wird gezeigt. Also kann man G zusammenhéngend vorraussetzen und
damit Satz 3.1 auf G anwenden. Zihle die Kanten von GG gebietsweise
ab. Das gibt eine Summe S.

f-HG) <5 <2|E)|
Da wir die Polyederformel anwenden wollen, formen wir um:

VI-IEI+f = 2[-4G)
VIHG) = |E[HG) + J1(G) = 2t(G)

<2|E|
HG) (VI =B +21E] = 2t(G)

[E|((G) =2) < |[V[HG) - 2t(G)

t(G)
|El < WGV\—Q)
Eine Umformung davon ist
tHG)—2+2 2
-2 e

monoton fallend mit ¢(G)

Satz 3.3 :

(i) Ist G = (V, E) planar, |V| > 3, dann ist |E| < 3|V| — 6.
Ist t(G) > 4, dann ist |E| < 2|V| —4.

(ii) K, K33 sind nicht planar

Beweis :

(i) klar v/ (Weshalb?)
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(ii) Ks
?
V| =5, |E|:(3):%=10§3\V\—6:9§
K3,3

b

K3 5 hat keine Kreise ungerader Liange. = ¢(G) > 4
E| <2[V|—4=38 é (nach Einsetzen von V und E)

Definition (maximaler planarer Graph):
Es gibt planare Graphen mit mit |E| = 3|V| — 6. Man nennt diese
maximale planare Graphen.

Satz 3.4 : Es sei G = (V, F) planar. Dann existiert eine Ecke a € G mit
Grad v(a) < 5.

Beweis : Wir schitzen mit Satz 3.3 den durchschnittlischen Eckengrad ab:

E
LYoy (@) = 21 < BBV - 6) =6 - 2

= Es existiert a mit y(a) < 5.
U

Bemerkung : Der Beweis funnktioniert allgemein fiir |E| < 3|V, nicht nur
im Falle der Planaritét, in dem sich Satz 3.3 allgemein anwenden 148t.

Definition (Dicke, biplanar):
Die kleinste Anzahl ¢, so dass G kantendisjunkte Vereinigung von ¢ plana-
ren Graphen ist, heifit die Dicke on G, ©(G). Will man dies in Formeln
fassen, so ist das auch moglich:
G=(V,E)=G1U...UGy, G; = (V;, E;) planar.
Man kann annehmen: V; = V; F = U, E; disjunkte Vereinigung.

G heiit biplanar, wenn O(G) < 2.
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Anwendung der Biplanaritit : Gedruckte Schaltungen.©O(G) ist schwer
zu bestimmen.

Satz 3.5 : Es ist

||
oG > ——
@)z 3|V|—6
Beweis : Auch dieser Satz wird im Wesentlichen mit Hilfe von Satz 3.3
bewiesen:
G =G U...UGy, G; planar, t = O(G).

Bl =3, [Ei] S tBIV] = 6) = t > g5

Folgerung : O(K,) > LnTHJ

Beweis : klar fir n <5 4/.

Es sei n > 6.
Wende Satz 3.5 an: |V|=n, |E| = (3) = in(n —1)

(n

lin—1 1n —1
O(K,) > [AnD] = (6?2)1 99T (n—1,n—2) =1, ggT(n,n—2) <

(0%
2. aist fiir n > 6 nicht ganz.

Q A1 Z

= acZ

A

€

, (n=2)+1 1
[a] = [a] +1 = |a+1] O(K,) > [¢n — +1] = [5(n +6) +
++45

b O 2 Bk T) 4| = ()

—— ——

H ) <

Hier noch ne Skizze?? Hier stand vorher inhaltlich nochmal Abb3-9

”T” wéchst mit n in Schritten der Lénge %. Zusatzglied < %, kein Einfluss

beim Abrunden.



27

Bekannt: O(K,,) = [*] fiir alle n auBer fir n = 9 und n = 10. O(K,) =
O(Kyp) = 3.

Vermutung: O(K,,,) = fQ(mTZ_Qﬂ

Satz 3.6 : GG ist genau dann planar, wenn alle Blocke von G planar sind.

Beweis :

Induktion iiber die Anzahl der Blocke von G. r = 1: GG ist selber Block
V-
Es sei r > 2, Behauptung richtig fiir < r Blocke.

Es sei B ein Endblock von G. B enthilt genau eine Artikulation x von

G.

G1 = G—(B—x). Nach Induktionsannahme: G; planar. Zeichne G; ohne
Kanteniiberschneidungen mit Ecke  im Rand des Auflengebietes, ent-
sprechend fiir B.Hefte G; und B; an z zusammen = G planar. (warum
geht das zusammenheften bei x immer? Koénnte ja auch ne Kante drum-
rum sein, oder?)

Vorlesung 04.05.04

Definition :
Eine Unterteilung von G = (V, E) entsteht, indem man auf den Kanten
von G neue Grad-2-Ecken einfiihrt.

Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) G ist planar.
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(ii) Jeder Untergraph von G ist planar.
(iii) Jede Unterteilung von G ist planar.

(iv) Es gibt eine planare Unterteilung von G.

Satz 3.7 Kuratowski, 1930: Ein Graph G = (V, E) ist genau dann planar,
wenn er keine Unterteilung von K5 oder K33 enthiélt.

Beweis folgt bald (nach einer anderen Version des Satzes).

Kontraktion einer Kante e:

Markiere auf e eine neue Ecke x.

Skizze (Kante e von a nach b mit darauf) FEHLT...

Fiihre alle Kanten, die nach a oder b fithren nach x. Losche a, b. Ersetze dabei
entstehende Mehrfachkanten durch eine einzige. Der entstehende Graph sei
GJe.

G planar = G/e planar.

Anschaulicher Beweis dazu:

Kontraktion G’ von G = Graph, der aus GG durch eine Folge von Kantenkon-
traktionen entstanden ist.
Kontraktionsversion des Satzes von Kuratowski:

Satz 3.8 Kontraktionsversion des Satzes von Kuratowski: G = (V| E) ist
genau dann planar, wenn G keinen Untergraphen hat, der sich zu Kj
oder K33 kontrahieren 1af3t.

Beweis Unter Verwendung von Satz 3.7: Kj, K33 nicht planar = In einem
planaren Graphen kann es keinen Untergraphen geben, der sich zu Kj
oder K33 kontrahieren 1af3t.

Umkehrung: Es sei G nicht planar.

Satz 3.7: G enthélt Unterteilung von K5, K33. Die Teilpunkte auf den
Kanten koénnen wegkontrahiert werden = es entsteht K5 bzw. Kj 3.
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Beispiel (Petersen Graph):

Der Petersen Graph 148t sich zu Kj kontrahieren (durch Kontraktion
der Kanten von den inneren zu den dufleren Knoten).

Beweis von Satz 3.7: Bedingung des Satzes ist notwendig. /

Umkehrung;:

Zu zeigen: Hat G = (V, E) keine Unterteilung von Kj oder K33, dann
ist G planar.

Wir beweisen die Negation:

Behauptung : Ist G nicht planar, dann enthélt G eine Unterteilung
von K5 oder K3 .

Induktion iiber die Eckenanzahl |V|:

Alles klar bei |V]| <5 4/

Es sei |[V]| > 6.

Induktionsannahme: Behauptung richtig fiir alle Graphen mit < |V/|
Ecken.

Es sei G = (V, E) nicht planar.

Zu zeigen: G enthalt Unterteilung von K5 oder Kss. (|E| < 3|V| — 67
Wozu gehort das?)

Entferne aus G Kanten bis |E| < 3|V| — 5 ist. Dabei bleibt G nicht
planar (Komplexitét hier: O(|E]) = O(|V]).

Zerlege GG in seine Blocke:

G:BlLJUBr

Satz 3.6: G hat einen nichtplanaren Block, etwa Bj. Ist r > 2, dann ist
|[V(B1)| < |V| und B; enthielte nach Induktionsannahme eine Untertei-
lung von K5 oder K3 3. Also kann man im Weiteren von r =1, G = B,
ausgehen. Damit wird G zweifach zusammenhéngend (weil Block). G hat
keine Grad-1-Ecke. Grad-2-Ecken konnen als Durchgangsecken geléscht
werden (d.h. die Kante einfach durchgezogen werden). Man kann davon
von ~y(x) > 3 fiur alle x € V ausgehen. G hat eine Ecke a mit Grad
v(a) <5, sieche Beweis zu Satz 3.4. b sei Nachbar von a.
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O— —0
Q b

H = G — ab. H ist zuammenhéngend, da sonst ab Briicke wire. Wider-
spruch zu G zweifach zusammenhéngend.

Definition :
Lokale Zusammenhangszahl (in Def vor dem Satz auslagern...)
kp(a,b) = maximale Anzahl unabhéngiger a, b-Wege (Satz von Men-
ger:) = minimale Anzahl einer a, b-trennenden Eckenmenge T

/{H(aa b) Z 1

Falll xy(a,b) = 1: Es ex. eine a, b-trennende Eckenmenge 7" = {u} in
H. Es sei r Nachbar von a, r # u, r # b.

In G ist T' = {u, v} eine r, s-trennende Eckenmenge.

Es gibt eine Zerlegung G = G1 U Gy, G1 N Gy = {u,v} (genauer:
= G(u,v)) mit r € Gy, s € Go.

Skizze (fiir trennende Eckenmenge und die Zerlegung... viele grofie



Kreise :-) ) GiA

Sind u, v in G nicht benachbart, dann fiige man die kiinstliche Kante
uv hinzu. Es entsteht G’ D G.

Annahme: GG, G5 sind beide planar.

Dann lassen sich Gy, G5 iiberschneidungsfrei zeichnen mit der Kante
uv im Rand des Auflengebietes. Diese Darstellungen von Gy, Gs
lassen sich iiberschneidungsfrei an der Kante uv zusammenheften.
= (', G planar. Widerspruch.

Also ist G1 oder Gy, etwa G nicht planar.

Induktionsannahme: G; hat eine Unterteilung U’ von Kj oder Kj 3.
U’ kann die kiinstliche Kante uv enthalten.

Es gibt in GG zwei unabhéngige r, s-Wege; diese Wege laufen iiber u
und v.

* LW,

&

Ersetze in U’ die Kante uv durch den Weg w...s...v in G5. Dann
wird aus U’ eine Unterteilung U von K5 oder K33 in G.

Genau wie in diesem Fall kann man verfahren, wenn sich in G ir-
gendwelche zwei Ecken r, s durch zwei andere Ecken u, v trennen
lassen. Also konnen wir im Weiteren vorraussetzen, dass G 3-fach
zusammenhéngend ist.

(Wegen ~y(a) < 5 ist ein planarer Graph hochstens 5-fach zusam-
menhéngend)

G
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Fall2 ky(a,b) = 2: Es existieren in H zwei a, b-trennende Ecken u, v.

VN Vil

Ronde aoe G, &

Annahme: a hat in G nur die Nachbarn u, v, b.
b hat in G nur die Nachbarn u, v, a.

Nach Fall 1 kann man vorrausetzen: G 3-fach zusammenhéingend.
V| > 6 = Es muss in G von u, v ausgehend Wege zu weiteren
Ecken # a, b, u, v geben.

= {u, v} trennt G. Widerspruch. G sollte jetzt 3-fach zusammenhéngend

sein.

Eine der Ecken a oder b, etwa a, hat einen weiteren Nachbarn r,

r & {u,v,b}

r Oy

b=g
Ry .y fo S

Konde ob

Dann ist die 7" = {u, v, w} eine r, s-trennende Eckenmenge in G.

Komponentenzerlegung G =T =C, UC,U...UC,, p > 2, r € (],
S € CQ.

Fall p > 3
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t € C3 Es gibt Tripel unabhéngiger r, s-Wege bzw. ¢, s-Wege. Die-
se bilden eine Unterteilung von Kj3. Man kann jetzt von p = 2
ausgehen. G — T = CLUCy, re Oy, s € Oy, C1NCy = 0.

®

Ergénze u, v, w eventuell durch kiinstliche Kanten zu einem Dreieck.
Es entsteht G' D G. G' =GiUGy, GiNGy=T.

G, — T = C} zusammenhingend.
Gy — T = (5 zusammenhéngend.

Annahme: GG, G5 beide planar.

In einer ebenen Darstellung kénnen G, G5 nicht sowohl Ecken im
Inneren des Dreiecks T als auch im AuBeren von 7" haben, denn dann
wéren u, v, w trennend fiir G, Gs. Zeichne Gy im Inneren von 7', G
im Aufleren von 7T'. Beide Darstellungen kénnen iiberschneidungsfrei
an T zusammengeheftet werden.

= (' planar = G planar. Widerspruch.

= (G oder Gy, etwa G ist nicht planar.

Induktionsannahme anwenden: G; hat Unterteilung U von Kj oder
Ks 3.

U kann kiinstliche Kanten enthalten. Es gibt 3 unabhéngige r, s-
Wege. Diese bilden ein Tripel 7'W von unabhéngigen Wegen von
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u, v, w nach s.
Fall: U enthélt genau eine kiinstliche Kante, etwa uv.

Ersetze in U die Kante uv durch den Weg w...s...v in G.
Fall: U habe 2 kiinstliche Kanten, etwa uv und vw.

Ist v Durchgangsecke von U, d.h. 7y (v) = 2, dann kann man wv, vw
ersetzen durch den Weg u...s...w in GG5. Dann erhélt man eine
Unterteilung von K5 oder K33 in G. In diesem Fall ist uw ¢ U.

Es sei jetzt v Verzeigungsecke von U, vy (v) = 3 (K33) oder yy(v) =
4 (K5).
Fall: U ist Unterteilung von Kj

U
Y ¥

T I

/ Ll =it Sl

Es entsteht eine Unterteilung von K33 in G.

Fall: U Unterteilung von Kj 3

T RS o -

Es entsteht eine Unterteilung von K33 in G.
Wie im Fall 2 kann man stets verfahren, wenn man 3 trennende
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Ecken u,v,w in G findet.
Man kann im Folgenden vorraussetzen: G 4-fach zusammenhéngend.

Fall 3 ky(a,b) > 3: Es gibt in H = G — ab 3 unabhingige a, b-Wege
Wla W27 W3
Fall 3.1:
Lo

Es gibt ein Paar W;, W;, so dass in G — W}, kein Weg zwischen W;
und W; existiert ({7,7,k} = {1,2,3}k). Ware H = G — ab planar,
dann kénnte man in einer ebenen Darstellung von H die Kante ab
iberschnedungsfrei zwischen W; und W; einziehen.

= (G planar. Widerspruch.H ist nicht planar. Starte die Tour durch
Fall 1, 2, 3 neu mit H anstelle von G mit derselben Ecke a, y(a) < 4.
Man gerédt dann hochstens noch ein weiteres Mal in diesen Fall 3.1.
Spétestens mit y(a) < 3 findet man in G eine trennende Eckenmenge
mit hochstens 3 Ecken, so dass der Beweis in Fall 1 oder Fall 2 endet.

Fall 3.2:

Zu je 2 Wegen W;, W; gibt es einen W;, W; verbindenden Weg P, ;
in G— Wy, {i,7,k} ={1,2,3}.

P; ; kann so gewdhlt werden, dass er nur den Endpunkt mit W; bzw.
W, gemeinsam hat.

LAY LY FH&IW' e :aurwrvm'u TR
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Treffen sich Querwege, etwa P, 5 und P, 3 in einem inneren Punkt,
dann gibt es in H eine Unterteilung von K33 (siche Figur 1). Wir
konnen dann annehmen, dass die F; ; im Inneren disjunkt sind.

[AUTTAC | QUGUTAVY

Man findet eine Unterteilung von K33, solange nich alle Anfangs-
punkte der P;; paarweise zusammenfallen.

In diesem Fall findet man in G eine Unterteilung von Kj
OJ

Bemerkung zum Beweis von Satz 3.7: Der Beweis enthélt ein Verfahren,
mit dem man in einem nicht planaren Graphen eine Unterteilung von
K5 oder K33 finden kann.
Induktion < rekursive Programmierung.
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11.05.04

Planarititstest : Aus dem Beweis zum Satz von Kuratowski.
Eingabe: ungerichteter Graph G = (V, )

Preprocessing: |V| > 6, |[E| < 3|V| -5
G 2-fach zusammenhéngend (Blockzerlegung)
v(z) > 3 fir alle x € V.

Danach Fiélle 1, 2, 3 aus dem Beweis bearbeiten.
Fall 3.1 wird eventuell 2-mal durchlaufen, wird hier als ein Durchlauf
angesehen. Nach einem Durchlauf erhélt man folgendes Ergebnis:

(i) G ist planar. STOP

(ii) G hat Unterteilung von K5 oder K ;.
= G nicht planar. STOP

(iii) Es gibt eine Zerlegung G + kiinstliche Kanten = G; U Gs.
Gy = (Vi, ), Gs = (Va, ), V = ViUV, [VinVa| <3, Vi & Vs,
Vo & Vs
Bearbeite (G, G5 von Vorne wie G.
Es entsteht auf diese Weise ein binédrer Baum 7'(G) aus Untergra-

LT Mtk
G G TG

92 G4
95 6’6

G nicht planar, wenn ein Untergraph ; nicht planar ist.
G planar < alle G; sind planar.

Wir zeigen: Knotenanzahl in T'(G) ist O(|V]).

Alle Operationen zur Bearbeitung von G; haben hier Komplexitét O(|V]).
Beachte: |E| < 3|V|—5.

e Breitensuche (Komponentenzerlegung, Querverbindungen)

e Blockzerlegung
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e Bestimmung von < 3 unabhingigen Wegen bzw. < 3 trennenden
Ecken, Flussalgorithmus, hier: < 3 zunehmende Wege, 3x Breiten-
suche.

Gesamtkomplexitit: O(|V]?)

Es gibt lineare Planaritétstests (Komplexitét O(|V])) z.B. von Hopcroft,
Tarjan, 1974.

Lemma : Knotenanzahl in T'(G) ist |T(G)| < 2|V| =7 fiir alle |V| > 4.
Beweis : Induktion iiber |V].
|V| =4, G planar, |T(G)|=1<2-4-T7y/

Es sei |V| > 5, Behauptung richtig fiir < |V| Ecken.
G werde zerlegt wie oben beschrieben. G = G U Gs.

Fall 1: |Vi| <4, |Ws| < 4. Gy, Gy planar.
T(G)|=3<2-5-T.

Fall 2 : |Vj| <4, |V, > 4. G, planar.

Go =
G 4 R

IT(G)|=2+|T(Go)| <242 |Vo| =T <242(|V|-1)=T=2|V]|-
Fall 3: [Vi| > 4, Vi > 4.
T@)| = 1+|T(G)| +|T(Gy)l
< 1+2|V1|—7+2\V2\—7:2(\‘/1\+\V2\)—13

Vi| + [V = [V]+ |[Vin TV, < V] + 3
= |T(G)| <2(V|+3)—13=2|V| -7

Satz 3.9 : Jeder Graph G = (V, E) hat eine biplanare Unterteilung.
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Beweis:e=ab€e F

X 4
QA O0——F——X%—0
e ﬁb

Unterteile jede Kante e mit zwei Teilpunkten z, y. Es entsteht G’ =
(VI,E/). G, - Gl U GQ, Gl - <V;,EZ) ‘/1 == ‘/2 - V,.

Nehme in G alle Kanten ax, yb auf.

Nehme in G5 alle Kanten zy auf.

(51 besteht aus disjunkten Sternen, planar.

sallq

G5 besteht selber schon aus disjunkten Kanten, planar.

Definition (einfach):
Eine ebene Darstellung heifit des Graphen G = (V| F) heifit einfach,
wenn gilt:
(i) Je zwei Kanten schneiden sich héchstens einmal.

(ii) Je zwei benachbarte Kanten treffen sich nur in dem gemeinsamen
Endpunkt.

(iii) Keine drei Kanten iiberschneiden sich einem Punkt.

Abbildungen dazu:
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A
5% - 5%

(iii)

Definition (Kreuzungszahl):
Die Kreuzungszahl (crossing number) des Graphen ist die kleinste An-

zahl von Uberschneidungen in einer einfachen ebenen Darstellung von
G; Schreibweise: cr(G).

cr(G) =0 < G planar cr(K;) =1 @

A
i =

CT(K373) =1
Satz 3.10 : cr(Kg) =3

Beweis :
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Annahme: cr(Ks) < 2.

Nach Entfernen von zwei Kanten entstiinde ein planarer Graph G; =
Vi, Br). Vil =6, |Ey| = (§) —2 =5 —-2=13 <3-|Vi| —6 = 12.
Widerspruch. = cr(Kg) = 3

Bekannt: cr(K,) < 1|22 [%52]1%52] (R. Guy, 1972)
»="bewiesen fiir n < 10. Vermutung: ,,="fiir alle n.

Satz 3.11 : Es ist cr(Kn) < [2] 125 2] %57

Beweis : Wir setzen hier vorraus m = 2s, n = 2t (sonst etwas modifizieren).
Verteile die m+n Ecken von K, ,, auf den Achsen eines x—y-Koordinatensystems
in der Ebene.Je s Ecken auf der positiven / negativen y-Achse.Je ¢t Ecken
auf der positiven / negativen x-Achse.
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Gleiche Anzahl von Uberschneidungen in jedem Quadranten.

Wir bestimmen die Anzahl der Uberschneidungend im ersten Quadran-
ten. Jede Uberschneidung wird wie folgt durch ein Eckenpaar auf der
y-Achse und ein Eckenpaar auf der z-Achse erzeugt.

Anzahl dieser Uberschneidungen: (5) - (;)
(o) <40) - () = s(s - DO - 1) = 1222 [3)252)

Vermutung: Es gilt immer ,=“in Satz 3.9
Bewiesen fiir m < 6 und alle n.
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Eckenfiarbungen

G = (V, E) ungerichtet.

Definition (zuldssige Farbung, chromatische Zahl):
Eine zulassige Farbung der Ecken von G ist eine Abbildung F' : V —
M (M Farbenmenge), so dass benachbarte Ecken verschieden gefarbt
werden. Die kleinste Anzahl von Farben bei einer zuldssigen Farbung
von G ist die chromatische Zahl x(G).

Im Folgenden: Farbung = zuléssige Farbung.

Farbklasse bzgl. F' = Menge von Ecken derselben Farbe. Jede Farbklasse
ist eine Menge unabhéngiger (d.h. paarweise nicht benachbart) Ecken
(stable set).

Die Bestimmung der chromatischen Zahl y(G) ist NP-vollstandig.
X(G) =1 < @G ist kantenlos.

X(G) =2 < @G ist bipartit.

Problem: Ist chi(G) = 37 Ist bereits NP-vollstandig.

X(Ky) =n.

2 d
C,, Kreis der Lange n, x(C,) = , wernn n ungerade
3, wenn n ungerade

Féabungen heiflen dquivalent, wenn sie dieselben Farbklassen haben.
|V| =n, Farben: 1,2,... n.

Es sei ag, aq, . ..a,_1 Anordnun der Ecken von G. Die sequentielle Farbung
F bzgl. der gegebenen Anordnung ist:
(i) F(ag) =1

(ii) Es seien F(ay), ..., F(a;—1) bereits definiert, i > 1.
Man nehme fir F(a;) die kleinste Farbe, die an den Nachbarn von a;
noch nicht vorkommt.

43
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a

f

1 oL A 2
Qa 2 el [d
e O a—10
i & 3 A

Satz 4.1 : Es gibt eine Anordnung ag, ldots, a,,_1 der Ecken von G, so dass
die sequentielle Farbung bzgl. ay, ..., a,_1 genau x(G) Farben benétigt.

Beweis : Es sei I eine zuldssige Farbung von G mit x(G) Farben. Farbklas-
sen von F: My, ..., M., r = x(G).

Nummeriere die Ecken farbklassenweise. Die seuentielle Farbung bzgl.
dieser Anordnung braucht genau r = x(G) Farben.

O

Satz 4.2 : Es sei G = G1 UG,, Gy N Gy = K, vollstandig.

G Ga

Dann st x(G) = maz{x(Gh), x(G2)}.
Beweis : Es sei 7 = maz{x(G1), x(G2)}. Férbe G; mit < r Farben. Farben
1,2,...r. Die Ecken des K,, werden paarweise verschieden gefart. Durch

Umbenennung der Farben erreicht man, dass in K, genau die Farben
1,...,m auftreten. GGy kann entsprechend mit < r Farben gefiirbt wer-

den, so dass die Farbungen fiir GGy, G5 auf K, iibereinstimmen.

Das gibt zusammen eine zulédssige Farbung von G mit r Farben.
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Folgerung : Es sei G = By U By U ... U B, die Blockzerlegung von GG. Dann
gilt: X(G) = maz{x(B;) :i=1,...,r}.

Beweis : Induktion iiber die Anzahl der Blocke r. Klar fiir r = 1.
Es sei r > 2, Behauptung richtig fiir » — 1.
B, sei Endblock von G. B, ist an einer Artikulation x am Restgraphen
angehingt. G = G1 UGy, G1 = (G — B,) + z, Gy = B,.

Induktionsannahme und Staz 4.2: x(G) = maz{x(G1), x(B;)} = max{x(B1), x(Ba), . ..

n

Bemerkung : Es ist sinnvoll, der Bestimmung von x(G) eine Blockzerlegung
voranzustellen.

Farbungsheuristiken:

Sequentielle Farbungen mit empfohlener Anordnung der Ecken.
LF-Heuristik (LF: Largest First).

Ordne die Ecken dem Grad nach fallend. Féarbe sequentiell.
DSATUR (Degree Saturated)

Sequentielle Féarbung mit dynamischer Anordnung der Ecken.

Definition (Sattigungsgrad):
Es sei F' eine Teilfarbung von G. x € V.
Sattigungsgrad vs(x) = Anzahl der verschiedenen Farben an den Nach-
barn von x.

(i) ap sei Maximalgradecke. Setze F'(ag) = 1.

(ii) Es seien ao,...,a;_1 bereits gefirbt, i > 1. a; sei ungefiarbte Ecke
grofiten Sattigungsgrades. Féarbe a; mit der kleinsten Farbe, die an den
Nachbarn von a; nicht vorkommt.
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Rad (Wheel), Ws
hier: Lénge 6, x(Ws))3.

|V| = n, Farben 1,2, ..., n.

Satz 4.3 : Es sei F' zuldssige Farbung von G = (V) E), V = {ag, a1, ...,a,_1}.
Farbanzahl(i) = Anzahl der verschiedenen Farben von F' an den Ecken
ag, . . ., ;.

Dann kénnen die Farben so umbenannt werden, dass gilt:
(*) An den Ecken ay, . . ., a; treten genau die Farben 1, 2, ..., Farbanzahl(7)
auf firt=20,...,n—1.

Bemerkung : , Die Farben bis zur Ecke a; treten liickenlos auf; 1,1, . .., Farbanzahl(7).“

Umbenennung bedeutet Ubergang zu einer #quivalenten Farbung, Ge-
samtanzahl der verwendeten Farben unveréndert.

Beweis (von Satz 4.3): Die neue Farbung wird induktiv hergestellt. Es sei
etwa F(ag) =k > 1.
Vertausche iiberall die Farben 1 und k. So wird F(ag) = 1.
Es sei i > 1. Es gelte (%) bereits fiir i — 1.
Farbanzahl(i—1) = k. An den Ecken ay, . .., a;—1 treten genau die Farben
1,..., k liickenlos auf.

1. Fall (F(a;) < k): Farbanzahl(i) = k, (x) gilt auch fiir 1.
2. Fall (F(a;) = k+ 1): Farbanzahl(i) = k + 1, () gilt auch fiir 7.
3. Fall (F(a;) > k+1): Vertausche tiberall die Farben F'(a;) und k + 1.

So wird F'(a;) = k + 1. Farbanzahl(i) = k + 1. Also gilt dann (x)
auch fiir 7.
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Algorithmus (BSC, BRowN 1972, BRELASZ 1979): Es erfolgt nur eine
Beschreibung der wesentlichen Schritte. Der Algorithmus befindet sich
auf Umdruck 3.

Backtracking = Tiefensuche durch einen Baum, dessen Blétter die zu
untersuchenden méglichen Farbungen darstellen.

&4
N

~On

Jeder Durchlauf der while-Schleife ergibt eine sequentielle Farbung F
von G. Ist I besser als F,,, dann wird F' = F,, die aktuelle optimale
Féarbung.

In jedem Vorwirtsschritt geht man wie bei DSATUR vor. Die néchste
zu farbende Ecke a; ist eine Ecke grofiten Sattigungsgrades.

Die Menge der freien Farben von a; ist Menge der Farben < min{ farbop—
1, Farbanzahl(i — 1) 4+ 1}, die an den Nachbarn von a; noch nicht vor-

TV
nach Satz 4.3
kommt.

Der erste Durchlauf der while-Schleife ist DSATUR.

Ist eine neue Optimalfarbung F,, erreicht, dann erfolgt ein Riickschritt
bis zur Ecke a;_1.

Qo af:"f{ A A~
] ¥ o o o & O o

dép

Dabei ist a; von a aus gesehen die erste Ecke, an der die aktuell optimale
Farbanzahl farbop auftritt.
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Man startet den Vorwéartslauf neu an der Ecke a;_;. Zuvor ist aus den
freien Farbmengen von ay, ..., a;_1 die Farbe farbop zu streichen.



Kapitel 5

Abschatzungen fiir y(G)

G = (V, E) ungerichtet, |V| = n. Im Folgenden sei G stets zusammenhangend.

Satz 5.1 : Sei A = A(G) der Maximalgrad von G. Dann gilt
(i) x(G) <A+1
(ii) x(G) < A, wenn G nicht regulér ist.

Beweis :

(i) Jede sequentielle Farbung braucht hochstens A 4 1 Farben.

(ii) G zusammenhéngend. Es sei a; eine Ecke mit y(a;) < A — 1. Es

seien ay,...,a;_1 bereits bestimmt, ¢ > 2. Es sei a; aus der Nach-
barmenge von ay, ..., a;_ 1.
Die sequentielle Farbung beziiglich a,,, a,_1, ..., a; braucht héchs-

tens A Farben. Jede Ecke a;, i > 2, hat wenigstens einen ungefarb-
ten Nachbarn. Es treten hochstens A — 1 Farben an den Nachbarn
von a; auf. y(a;) < A —1 = a; kann bei A Farben ebenfalls von
allen Nachbarn verschieden gefarbt werden.

U

Satz 5.2 (BROOKS, 1941): Es ist x(G) = A + 1 genau dann, wenn G = K,
vollstandig oder G = (Y, 11 ungerader Kreis ist.

Beweis : x\(K,) =n=A(K,); x(Comi1) =3=_A +1

n—1 2

Umkehrung: Es sei x(G) = A +1
Nach Satz 5.1 ist G regulir vom Grad A. Es sei G nicht vollsténdig und

49
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auch kein Kreis ungerader Lange, reguliar vom Grad A und G zusam-
menhéngend.

Wir zeigen: y(G) < A.

A = 1: HIER FEHLT NOCH EIN BILD DES K2 (LINIE). G = K.
Widerspruch.

A = 2: = G Kreis gerader Linge, x(G) =2=A /

Es sei A > 3. G nicht vollstandig. A < |[V|—=2. [V|>A+42>5.

Annahme: G hat eine Artikulation z.

Gia
Qd ¥
G:G1UG2, Glﬂng{x}.
Aus Kapitel 4, Satz 4.1 folgt: x(G) = max{x(G1), x(G2)}
G reguliar = G, Gy nicht regulér.
Wegen Satz 5.1: x(G1),x(G2) <A = x(G) <A/

Wir kénnen vorraussetzen: G zweifach zusammenhéngend.

Zwischenbehauptung : Es gibt eine Ecke x € V mit Nachbarn a, b,
ab € E, so dass G — {a, b} zusammenhéngend ist.
b | % '

b ol

b

-

Damit kann der Beweis zu Ende gebracht werden. Nummeriere die Ecken
von G — {a, b} wie im Beweis zu Satz 5.1 2).

ay =T,...,Qp_9
Wihle a; aus der Nachbarmenge von aq,...,a,_1 in G — {a, b}.
Setze a,_1 = a, a, = b.

Farbe sequentiell beziiglich a,,,a,_1,...,a; = x.

F(a,) =1 = F(ay_1),..., auch a; = x hat hochstens A — 1 Farben
in der Nachbarschaft. Diese sequentielle Farbung braucht héchstens A
Farben.

O
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Zwischenbehauptung : [(im Beweis zu Satz 5.2)] G reguliar vom Grad
A>3, V] >5, x(G) > 2, d.h. G sei 2-fach zusammenhéngend.
Dann gibt es eine Ecke x € V' mit Nachbarn a, b, so dss ab € E, G—{a, b}
ist zusammenhéngend.

Beweis (der Zwischenbehauptung):
x € V beliebige Ecke.
Annahme: alle A Nachbarn von x sind untereinander benachbart.
= x bildet mit seinen Nachbarn einen vollstdndigen Untergraphen K.
= G = Ka,1. Widerspruch.
Also gibt es zu z zwei Nachbarn a, b mit ab ¢ E.
Wire G — {a, b} zusammenhéngend, dann wire die Behauptung bewie-
sen.
Also setzen wir vorraus, dass G — {a, b} unzusammenhéngend ist.
G 2-fach zusammenhingend. = x(G) = 2.
G — a ist zusammenhéngend. (G — a) — b unzusammenhéngend.
b ist Artikulation von G — a.
G — a zerfallt in mindestens zwei Blocke.

G — a hat 2 Endblocke By, Bs.
B; hingt an genau einer Artikulation y; am Rest von G — a.
Bs hingt an genau einer Artikulation y, am Rest von G — a.

) =A=3

Damit y; nicht Artikulation von G wird, muss es eine Kante ad’, ' € By,
a’ # y; geben.

Entsprechend existiert ein Nachbar ¥ von a, b’ € By, V/ # ys.

a’, b’ sind nicht benachbart. Kanten verlaufen nur innerhalb von Bloécken.
A > 3 = Mit a inzidiert eine weitere Kante e, die a mit G —a verbindet.
G — {a, '} ist zusammenhéngend.
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Begriindung: B; — d’, B, — b sind zusammenhéngend.
Man erhélt eine Losung fiir die Zwischenbehauptung ' = a, d’, V.

Definition (kritischer Graph):
G = (V, E) heifit k-kritisch (bzgl. Eckenfirbung), wenn x(G) = k und
X(G") < k fiir jeden echten Untergraphen G’ von G.

Beispiel : K, ist n-kritisch; x (K, —e) =n — 1.
Coma1: Kreise ungerader Léange sind 3-kritisch.

(i) Jeder kritische Graph mit |V| > 3 it 2-fach zusammenhéngend.

(iii) Ist G x-kritisch, dann gilt fiir den Minimalgrad von G: 6(G) > y—1

)
(ii) Genu die Kreise ungerader Lange sind 3-kritisch.
)
(iv) Ist G x-kitisch, dann gilt:

(x =DV < 2|E]

Beweis :

(i) G zusammenhéingend /. Blockzerlegung G = By U...U B,.
X(G) =max{x(B;):i=1,...,r}
G kritisch = r = 1,G = By, |V| > 3 = G 2-fach zusammenhéngend.
(ii) Es sei G 3-kritisch.
G enthélt einen Kreis C' ungerader Lange, da sonst G bipartit,
X(G) =2
G 3-kritisch = G = C.
(iii) x € V. G x-kritisch.
X(G—x)=x—1.
Annahme: v(z) < y — 1.
Féarbe G — x (zuldssig) mit y — 1 Farben.
In der Nachbarschaft von z kommen nicht alle y — 1 Farben vor.
Es bleibt eine Farbe {ibrig, um x von allen Nachbarn verschieden
zu farben.
= x(G) = x — 1 Widerspruch.
Also y(x) > x — 1 fur allez € V.

(iv) 2|E] = 3 ev (@) 2 (nach3)|V](x — 1) v/
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Satz 5.4 (Fiinffarbensatz, HEAWOOD 1890): Fiir jeden planaren Graphen
G(V,E) ist x(G) < 5.

Beweis : Induktion iiber |V|.
Klar fiir |V| <5.
Es sei || > 6 und Behauptung richtig fiir < |V| Ecken.
G = (V, E) liege in der Ebene iiberschneidungsfrei gezeichnet vor. Kapi-
tel 3, Satz 3.4: Es ex. a € V mit v(a) < 5.

G — a kann nach Induktionsannahmen mit den Farben 1, ... 5 zuléssig
gefirbt werden.
Man kann annehmen, dass alle Farben 1,...,5 in der Nachbarschaft der

Ecke a vorkommen, sonst konnte man eine freie Farbe fiir a verwenden
(und wire fertig).

= v(a) = b, alle fiinf Nachbarn a4, . .., a5 von a sind verschieden gefirbt.
Farbung F 0.B.d.A. so, dass F(a;) =i firi=1,...,5.

:II -ll--l-""" a‘f B = HW
05 a Gl._g

FK(a;) = FK(i) Farbklasse zur Farbe i. V' = FK (1) U FK(3)
G(V') von V' in G — a induzierter Untergraph.

1.Fall : ay, ag liegen in verschiedenen Komponenten von G(V'). Ver-
tausche in der Komponente von a; die Farben 1 und 3. Die Farbung
bleibt zuléssig. Férbe a mit Fabe 1.

2.Fall : ay, a3 liegen in derselben Komponente von G(V’). Es existiert
ein ay, az-Weg in G(V).
Bilde V" = FK (as) U FK (ay), G(V").
In G(V") liegen as und a4 in verschiedenen Komponenten. In der
Komponente von ay vertausche man die Farben 2 und 4. Farbe a
mit Farbe 2.
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0

Satz 5.5 (Vierfarbensatz=VF'S, bewiesen von Apple, Haken, 1977): G pla-
nar = x(G) < 4.

Gebietsfarbungen

Definition (ebene Karte, benachbarte Gebiete, zulissige Gebietsfarbung):
Eine ebene Karte ist ein ebener Graph (d.h. ein in der Ebene ohne Kan-
teniiberschneidungen gezeichneter Graph) mit |V| > 3 ohne Briicken.
In diesem Fall bestehen die Gebietsrander aus kantendisjunkten Krei-
sen. Gebiete heiflen benachbart, wenn sie mindestens eine gemeinsame
Randkante haben. Eine zulassige Gebietsfarbung von G férbt be-
nachbarte Gebiete verschieden.

G ebene Karte = zusammenhéngender ebener Multigraph (d.h. mit Mehr-
fachkanten, ohne Schlingen) ohne Briicken.

Die zu G duale Karte G* = (V*, E¥)

Markiere in jedem Gebiet von G genau eine Ecke von G*. Ecken von G* sind
genau dann benachbart, wenn die entsprechenden Gebiete von G benachbart
sind. Fiihre {iber jede Kante von GG genau eine Kante von G*.

|E*| = |E|, |V*| = f Anzahl der Gebiete v G. G** ~ G.
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Satz 5.6 : Der Vierfarbensatz ist dquivalent zu:
(A) Die Gebiete jeder ebenen Karte ohne Mehrfachkanten konnen mit
< 4 Faren zuléssig gefarbt werden.

Beweis : Es gelte VFS.
Bilde die duale Karte G*. Firbe die Ecken von G* mit < 4 Farben (G”
ist planar). Ubertrage die Farben der Ecken von G* auf die Gebiete von
G.
Umkehrung: Es gelte A. G planar. G liege ohne Kanteniiberschneidung
in der Ebene vor.

|

Ergénze G durch zusétzliche Kanten zu einer ebenen Karte G'. Es geniigt
zu zeigen: x(G') < 4. Bilde G™*. Mehrfachkanten von G’* kénnen durch
Unterteilen aufgehoben werden, ohne die Gebiete zu verdndern.

Skizze (einer einfachen Unterteilung) FEHLT NOCH

A: Die Gebiete von G™ konnen mit < 4 Farben zuldssig geféirbt werden.
Ubertrage die Farben der Gebiete von G"™ auf die Ecken von G’ bzw. G.
Es entsteht eine zuléssige Eckenfiarbung von G mit < 4 Farben.

Definition (kubisch):
kubisch = reguldr vom Grad 3.

Satz 5.7 : Der Vierfarbensatz ist dquivalent zu:
(B) Die Gebiete jeder kubischen, ebenen Karte ohne Mehrfachkanten
kénnen mit < 4 Farben zuléssig geférbt werden.

Beweis : Es gelte B:
Wir zeigen: B = A.
G sei ebene Karte ohne Mehrfachkanten. Man nehme folgende Ersetzun-
gen vor fiir Ecken a mit y(a) # 3:

7(a) = 2:
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~— -

Es entsteht eine kubische, ebene Karte G’'. G’ enthélt verkleinert alle
Gebiete von G mit derselben Nachbarschaftsbeziehung wie in G.

Farbe die Gebiete von G’ zulédssig mit < 4 Farben. Dann werden auch
die Gebiete von G zuldssig mit < 4 Farben geférbt.

OJ

5.1 Das Farbungsproblem auf Flichen héher-
en Geschlechts

Eine orientierbare Fliache F; vom Geschlecht s entsteht aus einer Kugel mit
s aufgesetzten Henkeln durch stetige Deformation.

San

QE 0

PR

Definition (Geschlecht eines Graphen, planar, toroidal):
Das Geschlecht v(G) des Graphen G ist die kleinste Zahl s, so dass der
G iiberschneidungsfrei in F eingebettet werden kann.
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G planar < v(G) = 0.
G toroidal & ~(G) < 1.

Definition (chromatische Zahl y(Fy)):
Chromatische Zahl von Fy, x(Fs) = max{x(G) : 7(G) < s}

VFS & y(Fy) = 4.
Wir werden zeigen: x(Fy) = 7.

Satz 5.8 (Eulersche Formel fiir Fy): Der Graph G = (V, E) habe das Ge-
schlecht 7(G) < s.
G sei iiberschneidungsfrei in Fy eingebettet. G zerlege F in f Gebiete.
Dann gilt:
V] = B+ f 22— 25 = e(s)

e(s) Euler-Charakteristik von Fj.
Gleicheit < v(G) = s.

Beweis : Wir beweisen nur die Ungleichung.
Induktion iiber s. s = 0 Eulersche Polyederformel Kapitel 3 Satz 3.1. /
Es sei s > 1 und die Behauptung sei richtig fiir s — 1.
G sei in F; eingebettet. Betrachte einen festen Henkel.

1. Fall : Es existiere ein Kreis C' der skizzierten Form, der keine Kante
von G trifft. Schneide den Henkel langs C auf, den entstehenden
Streifen klebe man ldngs AB auf die Kugelfliche. Es entsteht eine
Einbettung von G in F,_;. Wende die Induktionsannahme auf F,_;
an:

VI—|E|+f>2-2(s—1)>2—2s

2. Fall : (noch eine Extra-Skizze mit dem hier benétigten...) Es existiert
in G ein Kreis der Form C’ bzw. C” (Nur so ist ein Kreis der Form
C' zu vermeiden)
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C" kann durch stetige Deformation in die Form C’ gebracht werden.
Wir gehen von C” aus. Schneide den Henkel lings C” durch. Biege
die Henkelstiicke zu Zylinderstiicken mit Deckelfliche gerade.

~7
&

/

C

Es entsteht eine Flache F,_;.

Aus Gwird G’ = (V' E'). |[V'|—|E'| = |V|—|E| (nur ein zusétzliches
Exemplar C"). Zwei zusétzliche Gebiete,ndmlich die Deckelflichen
der Zylinderstiimpfe. f" = f 4 2. Induktionsannahme anwenden auf
G’ in Fy_;:

VI = [B+ f >2—2(s— 1)

VI—|E|+f+2>2-25s+2y/

Satz 5.9 (Heawood, 1890): x(F;) < |5(7 + /1 + 48s)] fiir alle s > 1.

Beweis : G = (V, E) zusammenhéngend, v(G) < s, |E| > 3. G sel in Fj
eingbettet, f Gebiete. Zihle die Kanten gebietsweise ab.

Im Rand jedes Gebietes liegen mindestens 3 Kanten. Jede Kante liegt
im Rand von hochstens 2 Gebieten.

2
> 4f <2B|.F < 5|B

Eulersche Ungleichung: |V| — |E| + f > 2 —2s = |V| — |E| + 3|E| >
2—2s = |E| <3(|V]+25s—2) 2|E| =Y (x) <6(|V]+25s—2)d
Durchschnittsgrad, d < 6 <1 + 25_2)

V]
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g(s) = Z(7T++/1+48s)
29(s) =7 = V1+48s
49°(s) — 28g(s) +49 = 1+48s
(s) = Tg(s) = 12s—12
g*(s) — g(s) = 6g(s)+ 125 — 12

g(s)—1 = 6<1+2;(;)2) 26(1+%) > d, fiir [V] > g(s).

DO | —

Also existiert fiir |[V| > g(s) eine Ecke a mit v(s) < g(s) — 1 v(s) ganz
= 7(a) < |g(s)| — 1 auch richtig fiir [V| < g(s).

7(G) < s, dann hat G eine Ecke a mit vy(s) < |g(s)] — 1 (auch wenn G
unzusammenhéngend). Bilde eine Minimalgradfolge von G, 7(G) < s. ay
sei Ecke kleinsten Grades in G. Es seien aq,...,a; 1 bereits bestimmt,
i > 2. Dann sei a; Ecke kleinsten Grades in G; = G — {ay,...,a;1}.
Férbe die Ecken sequentiell bzgl. a,, a,_1, ..., a;. Jede Ecke hat bei ihrer
Farbung hochstens | g(s)|—1 gefarbte Nachbarn. Diese Farbung brauchst
hochstens | g(s)| Farben.

Diese Art der Farbung mit einer Minimalgradfolge heifit SL-Heuristik
»omallest Last“.

Satz 5.10 : x(s) = [5(7+ /1 +48s)]

Beweis : Beweis fiir s > 1 von Ringel, Youngs 1968
s = 0 (Vierfarbensatz) durch Apple, Haken 1977

Wir fithren den Beweis fiir s = 1 (Torus). Satz 5.9 fiir s =1 x(F) < 7.
Wir zeigen: Der K7 kann in F} eingebettet werden. Stelle die Torusfléche
durch ein Rechteck dar. Identifiziere gegeniiberliegende Randpunkte.
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A a 3 4

s Fal . b

A a 2

K eingebettet in Fy x(K7) =7 = x(F1) =7)



Kapitel 6

Kantenfirbungen

Definition (zuléssig, chromatischer Index):
Essei G = (V, E) Graph oder Multigraph (keine Schlingen). Eine Farbung
der Kanten von G hifit zuléssig, wenn benachbarte Kanten verschieden
gefiarbt werden. Die kleinste Anzahl von Farben in einer zulédssigen Kan-
tenfiarbung heifit chromatischer Index x/'(G).

X(L(G)) = X (G) p(zy) Multiplizitidt der Kante zy Vereinbarung: p(zy) = 0,
wenn vy € E. G (einfacher) Graph < p(xy) = 1 fir alle zy € E. (Kanten-
)YMultiplizitéat an der Ecke x:

u(x) = maz{p(zy) : y € V}

Erweiterter Grad der Ecke x: v*(z) = v(z) + p(x) A = A(G) Maximalgrad
von G. A* = A*(G) maximaler erweiterter Grad von G

Satz 6.1 : X'(G) < A'(G)

A'G) =/

Folgerung : Skizze hier mit x'(G) > A G Graph: x'(G) = A oder x'(G) =
A+1

Die Entscheidung x'(G) = A oder x'(G) = A + 1 ist NP-vollsténdig.

61
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Beweis : G = (V, E) sei zusammenhéngender Multigraph. Farben: 1,2, ... A*

A*(G). Zu zeigen: Es existiert eine zulédssige Kantenfarbung von G mit
diesen A* Farben.

Die Kanten werden der Reihe nach gefirbt. Es seien bereits k < |E|, k >
1, kanten zuléssig gefarbt. Wir zeigen, dass dann eine weitere ungeférbte
Kante in die Farbung eingeschlossen werden kann.

Fehlfarben an der Ecke x sind Farben € {1,..., A*}, die an der Ecke z
nicht vorkommen. Anzahl der Fehlfarben an der Ecke z > A* — ~v(z) >
7" (2)
—N—
A* —(x) > (y(z) + p(x)) —y(z) = p(z) An der Ecke z gibt es mindes-
tens pu(x) > 1 Fehlfarben.

Es sei e = zy; eine ungefirbte Kante

o e-—':}

X lom- o Ya

Gibt es eine gemeinsame Fehlfarbe f von x und y;, dann kann man die
Kante e mit f farben. Wir kénnen vorraussetzen, dass jede Fehlfarbe
von y; bei x vorkommt und umgekehrt.

Definition :
Facher: Folge von Kanten, die mit z inzidiert.

h

@
ya

Varda
; —oyk

f1 sei beliebige Fehlfarbe von y;. f; kommt an x vor. Es existiert eine
Kante zys der Farbe f1, y1 # yo.

Gibt es eine gemeinsame Fehlfarbe f von x und y,, dann sei fo = f und
der Féacher damit abgeschlossen, h = 2.
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Andernfalls sei f5 eine beliebige Fehlfarbe von von ys. fo kommt bei x vor.
Es sei zy3 eine Kante der Farbe f,. Gibt es eine gemeinsame Fehlfarbe
f von x und y3, dann sei f3 = f und der Facher damit abgeschlossen.

Andernfalls:
a) Es gibt eine Fehlfarbe f3 von ys, die im Fécher noch nicht auftritt.
f3 kommt bei x vor. Es sei xy, eine Kante der Farbe f3.
b) Jede Fehlfarbe von y; kommt im Fécher schon vor. Dann sei der
Fécher abgeschlossen,h = 3.
usw. bis der Facher mit einer Kante xy;, abgeschlossen wird.

Die Ecken y; des Féachers miissen nicht alle verschieden sein. y; # ;1.
Die Kanten des Féchers sind paarweise verschieden.

Falll: x und y; haben eine gemeinsame Fehlfarbe fj,.
Mache xy;, zur ungefarbten Kante. Farbe xy; mit Farbe f; fiir ¢ =
1,...,h — 1. Farbe zy; mit Farbe f;.

Fall2: Jede Fehlfarbe von y, kommt im Facher bereits vor.

Fehlfarbe f von y, trete an der Kante xzy; auf, j < h. y; # y;—1. Es
kénnte y;_1 = yj sein. j = j(f).
Wenn jede Fehlfarbe f bei y;, zu y;_1 = y;, fiihrt, dann héitte die Kante

xyp, Multiplizitdt > p(yp) + 1. Widerspruch, da p(y,) maximale Multi-
plizitat an der Ecke vy, ist.

= Es existiert eine Fehlfarbe f = f, von y;, so dass y, # y;_1 ist.
Yj # Yn- Yj—1, Y, Yn sind paarweise verschieden.

Férbe xy; mit Farbe f; fiir ¢ = 1, ..., j — 1. 2y; ungeférbt. s sei beliebige
Fehlfarbe von z. s kommt an jeder Ecke y; vor.
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Bilde den Untergraphen G’ aus den Kanten der Farben s und f,. Jede
Ecke in G’ hat Grad < 2. Die Komponenten von G’ sind Wege oder Krei-
se. In jeder Komponente von G’ gibt es hochstens zwei Grad-1-Ecken.

x,yj, yn haben Grad 1 in G’, liegen nicht alle in derselben Komponente
von G'.

Fall 2.1: z,y; liegen in verschiedenen Komponenten von G'.
Vertausche in der Komponente von z die Farben s, f;,. Farbe zy; mit f;.

Fall 2.2: x, y;, liegen in verschiedenen Komponenten von G’.
Farbe xy; mit f; fiir i = 1,...,h — 1. 2y, ungefirbt. G’ unveréindert.
Vertausche in der Komponente von x die Farben s, f;. Féarbe xy;, mit f;.

Treten Fall 2.1, 2.2 nicht ein, dann ligen x,y; in einer Komponente,
ebenso x, yp,.

Dann lidgen alle drei Ecken z,y;, ys in eriner Komponente von G'. é
0

Definition (maximale Multiplizitét):
Die maximale Multiplizitét eines Graphen G ist u(G) = max{u(z) :
reV}

Es gilt:

V() = () + p(z) < y(x) + u(G)
A% (@) < A(G) + pu(G)

Folgerung (aus Satz 6.1, VIZING): X'(G) < A(G) + u(G).

Satz 6.2 (SHANNON, 1949): G Multigraph = x'(G) < 3A(G).

Beweis : Es sei }/(G) = k.
Entferne Kanten aus G so lange wie ' = k bleibt.
Es entsteht ein kanten-kritischer Untergraph H:
X'(H —e) =k — 1 fur alle Ecken e € E(H).
Es sei e = ab eine Kante mit p(ab) = pu(H).
X'(H —e) =k — 1. Farbe H — e mit Farbe 1,... k — 1 zuléssiger Kan-
tenfarbung. a,b haben keine gemeinsame Fehlfarbe, da sonst x/'(H) =

k—1.

TS

=) b
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Anzahl der Fehlfarben von a: (k — 1) — (yg(a) — 1) = k — vg(a)
Anzahl der Fehlfarben von b: (k — 1) — (yg(b) — 1) = k — v(b)
Anzahl der Fehlfarben beo a und b = 2k — vg(a) — yu(b) < (k—1) —

( pG) —1 ) =k — pu(H).
——

<Anzahl der gemeinsamen Farben von a und b

Mit der Folgerung oben ergibt sich: x'(H) =k < A(H) + p(H),
k— u(H) < A(H),

= 2k —yu(a) —yu(b) <k
2% < A(H) +7u(a) +7u(b
2X'(G) < 3A(G).

= Y'(G) < 3A(G).

— u(H) < A(H)
) < A(G) + AG) + AG)

m M " ’M

2 (G) =3m
A=Zm

Beispiel : M (xj = %A

3m, A =2m, ' = 3A.
Es kann Gleichheit angenommen werden.

X'(G) =

Im Folgenden sei G = (V, E) einfacher Graph, keine Mehrfachkanten.
Vizing: x'(G) = A oder = A + 1. Wahrscheinlichkeit fiir y'(G) = A geht mit
|V| = oo gegen 1.

Satz 6.3 : G bipartit = x/(G) = A.

Beweis : A Farben: 1,2,... A Es liege bereits eine Teilfirbung der Kanten
vor. e = ab ungefiarbte Kante.

Wir zeigen: e kann in die Farbung einbezogen werden. a, b haben jeweils
mindestens eine Fehlfarbe.

a e b

Klar, wenn a,b gemeinsame Fehlfarbe haben. «, # Fehlfarb von a bzw.
b.
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Eine weitere groflere Skizze.... FEHLT NOCH

G’ Untergraph, aus den Kanten der Farben «, (3. Gébe es einen «, (-
Weg zwischen a, b, dann entstiinde zusammen mit e ein ungerader Kreis.
Widerspruch, da G bipartit. a, b liegen in verschiedenen Komponenten
von GG'. Vertausche in der Komponente von a die Farben «, (. Féarbe e
mit 3.

0

Die Farbklassen einer Kantenfarbung sind Matchings. Es sei G regular vom
Grad A. Ist x/(G) = A, dann ist jede Farbklasse ein perfektes Matching
bzw. ein 1-Faktor von G, alle Ecken werden durch das Matching iiberdeckt.
X' (G) = A & G ist 1-faktorisierbar.

Satz 6.4 : X'(K,) = {n —1 , wenn n gerade

n , wenn n ungerade

Beweis : Es sei n ungerade. Nummeriere die Ecken des K,: 0,1,...,n —1
Féarbe die Kante xy mit Farbe x +y mod n.

Eine weitere Skizze.... (ein grofies Ding... bzw. sogar zwei) FEHLT NOCH

r+y=x+2z modn =<=z modn=y=2z é

Das gibt eine zuldssige Féarbung von K, mit n Farben. \/(K,) < n =
A(K,)+1 Vizing: x'(K,) =n oder n — 1
1

n ungerade = K, hat kein perfektes Matching = \'(K,) =n

Jede Ecke hat bei obiger Farbung genau eine Fehlfarbe, Ecke i hat
Fehlfarbe 2¢ mod n. 2i; = 2i, mod n = 2i; = 2iy + k - n, k ganz.
2(iy —i3) = k- n, n ungerade = k gerade, g ganz. iy —ip = g ‘n, i1 = iy
mod n = ¢; = 3. Verschiedene Ecken haben verschiedene Fehlfarben.
Ergénze K, durch die Ecke n+ 1 zum K, ;. Farbe die Kante von n+ 1
nach ¢ mit der Fehlfarbe von ¢, d.h. mit 2¢ mod n. Das gibt eine zulédssige
Kantenfarbung des K, ;1 mit n Farben. x'(K,.1) = n.

0

Satz 6.5 : G = (V, E), Maximalgrad A. Ist |F| > AL%L dann ist '(G) =
A+1.



67

Beweis : Férbe die Kanten von G mit ' = x/(G) Farben. Anzahl der Kanten

in einer Farbklasse ist < L‘%'J |E] <X - L%j = X' > A, Vizing:
Al <l

X =A+1
2Bl =, v (@) < |V]- A, |E] < 5, = wenn G regulir.
Bedingung aus dem Satz erfiillbar? AL%J <|E| < %A, L‘—g'j < %
|V| sei ungerade. |E| > AL%'WGHH GireguléirAMT_1 = |E| — 3A |V]
ungerade, G reguldr vom Grad A = A gerade.

g

Satz 6.6 : Entsteht der Graph G = (V, F) aus einem reguldren Graphen mit
Grad A, |V] ungerade, durch Entfernen von hochstens % — 1 Kanten,
dann ist x'(G) = A + 1.

Beweis : Folgt aus Satz 6.5.

g

Satz 6.7 : Es sei H reguldar, Grad A > 2, |V’| gerade. G = (V, E) entstehe
aus H = (V’, E’) durch Hinzufiigen eines Teilpunktes auf einer beliebigen
Kante.

Skizze FEHLT NOCH
Dann ist x'(G) = A +1

Beweis : |B| = LA [V = [V + 1 |E| = |E|+1 = BlA+1 B =
|V|27IA +1= L%JA+ 1> L‘—‘;'JA, Satz 6.5: X'(G) = A+1

0

Satz 6.8 (Tait): Vierfarbensatz (VFS). Es sei (C) die folgende Aussage (C):
Jede kubische ebene Karte ohne Mehrfachkanten hat chromatischen In-
dex x' = 3. Dann ist VFS < (C).

Beweis : B: Die Gebiete jeder kubischen, ebene ohne Mehrfachkanten kénnen
mit 4 Farben zuldssig gefarbt werden. Satz 5.7 §5: VFS < (B). Wir
zeigen: (B)<(C). Farben ag, aq, as, az seien die Elemente der Klein-
schen Vierergruppe Zs X Zo. Zs = {0,1}, + modulo 2. Zy X Zs =
{(0,0),(1,0),(0,1), (1,1)}.

= N

@Q a1 a2 a3
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+, koordinatenweise Addition modulo 3

+ Qp (1 G Q3

Qp | g p Qg Q3
aq |0 Qo Q3 Qg
Qo | Qg Q3 Gy q
Qg | g Qo Q1 O

Es gelte (B). G = (V, E) sei kubische ebene Karte ohne Mehrfachkanten.
Die Gebiete von G seien mit «q, aq, ag, a3 zuldssig gefarbt.

Skizze...(eine Kante e mit verschiedenen Gebieten auf beiden Seiten mit
Farben «, ) FEHLT NOCH

e grenzt an benachbarte Gebiete mit Farben a, 3, a # 3 an. Féarbe e mit
Farbe a + f3.

Skizze (3 Gebiete an einer Ecke mit entsprechenden Kantenfarben) FEHLT
NOCH

An jeder Ecke stoflen 3 paarweise benachbarte Gebiete zusammen. Far-

ben «, (3, paarweise verschieden. a +=~v+ 0= a =7 é Die Kan-
tenfarbung ist zuléssig. a+ (8 # ayp, da alpha # . In der Kantenfarbung
treten nur die Farben oy, ag, a3 auf, also x'(G) = 3.

Es gelte (C). G = (V, E) sei kubische ebene Karte. Die Kanten von G
seien mit 3 Farben ay, ag, ag zulissig gefirbt. {ag, a1, as, ag} = Zoy X Zs.
a+a=ay=0,a=—a. Hy sei ein festes Gebiet. Farbe Hy mit «q.

Skizze (Kreis um Gebiet HO, irgendwo ein anderes Gebiet H mit Rand.
Punkte aus dem Inneren verbunden ueber Kurve kappa, es werden Kan-
ten getroffen, die mit betal bis betar gefaerbt sind. Ein Nachbargebiet
H’ von H wurde nachher eingefiigt)

FEHLT NOCH
H sei irgendein Gebiet # Hj. Verbinde das Innere von Hy mit dem In-
neren von H durch eine Kurve x, die keine Ecke von G trifft. Gy, ..., 3.

sei die Folge der Farben der Kanten, die von k gekreuzt werden. Féarbe
H mit Farbe 3; + ...+ (. (entsprechend Tabelle der Kleinschen Vierer-

gruppe).
H' sei ein Nachbargebiet von H. Verlingere k iiber eine gemeinsame

Randkante der Farbe §,,1 in H' hinein. H' ist zu farben mit 8, + ... +
B, + Bry1. Sind dann die beiden Gebiete verschieden gefarbt?

Or+...+ ﬁjﬁl + .+ B+ By =01 =0 é Die Gebietsfarbung ist
zuléssig.
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Eindeutigkeit : Skizze (Zwei Gebiete HO und H wie vorher ueber kappa
verbunden. Dazu noch andere Kurve kappa’, gefarbt bis zum ersten
Schnittpunkt mit betal bis betas und betal’ bis betat’)

FEHLT NOCH
Zu zeigen: Farbsumme lings x = Farbsumme ldngs '’

Man kann x, & ohne Verdnderung der Farbsummen so einrichten,
dass die Schnittpunkte von x und &’ nicht auf einer Kante liegen.
Es geniigt, die Gleichheit der Farbsummen zwischen zwei Schnitt-
punkten von k, k' zu zeigen.

bit...+B8 = Bi+...+6  (61)
<=>51++55—ﬁ1——ﬁt, =
—————

=B1+...+8,

Es geniigt zu zeigen: Langs jeder geschlossenen Kurve x ist die
Farbsumme= oy = 0.

Skizze (Kurve x mit Farben (3; bis (3., im Inneren Kanten ~;, ausser-
dem noch ein a drin, davon ausgehend Kanten mit Farben alphal,
2, 3) FEHLT NOCH

01, ..., 3 Farben der Kanten, die von x gekreuzt werden. 7y, ..., s
Farben der Kanten, die ganz im Inneren /,, von « liegen. a € I, a €
Gola)=a;+as+az=a3+ a3 =ap

Yaev@aer, 0@) =B+ + 5 +2- (n+. ) =0 = b+

@Q @Q

~~~+ﬁr:a0~




70

KAPITEL 6. KANTENFARBUNGEN



Kapitel 7

Isomorphie von Graphen

Definition (Isomorphismus):
G = (V,E), G = (V'  E') einfache, ungerichtete Graphen. Ein Isomor-
phismus ¢ : G — G’ ist eine Bijektion ¢ : V. — V', so dass gilt: z,y
benachbart < ¢(z), ¢(y) benachbart. G ~ G’, wenn ein Isomorphismus
¢ : G — G existiert.

Bis heute offenbar nicht nachgewiesen, dass das Isomorphieproblem NP-
schwer ist.
Adjazenzmatrix A = (a;;) von G. V = {vy,...,v,}

U1 ... Uj ... Uy
(%1
v (%]
Un,
1 , wenn v;, v; benachbart ) ) )
a;; = v s sei p : G — G’ Isomorphismus. Die
0 sonst
Adjazenzmatrix von G’ bzgl. der Nummerierung ¢(v1), ..., ¢(v,) stimmt mit

der Matrix A fiir G iiberein. G,G’ sind genau dann isomorph, wenn ihre
Adjazenzmatrizen bei geeigneter Nummerierung der Ecken iibereinstimmen.
Theoretisch kann man Isomorphie testen, indem man alle n! moglichen Ad-
jazenzmatrizen von G aufstellt. Durch notwendige Bedingungen kénnen viele
Eckenpermutationen ausgeschlossen werden. Man kann aus einer festen Ad-
jazenzmatrix A von G alle anderen Adjazenzmatrizen erzeugen, indem man
auf alle mogliche Arten Zeilen permutiert und dann dieselbe Permutation auf
die Spalten anwendet.

71
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T €S, d.h. m ist Permutation von {1,2,...,n}. 7 kann durch eine Permu-
tationsmatrix P(m) = P beschrieben werden. In der i-ten Zeile von P steht
die 7(7)-te Zeile der Einheitsmatrix I.

. i |1]2]3]4]...|n
Beispiel : .
(@) |3]1]2]4]... |n
0010 air G2 a3 Q14 ... Q1p az1 Q32 as33
1 000 (21 G2 (23 Q24 air a2 13
0100 az; agz azz (34 _ | a2 ax ass
0 0 01 (41 Qa2 (43 Q44 N
1 QAn1 Gnp
N - >
P

Multiplikation der Matrix A von links mit P bewirkt in A dieselben Zeilen-
permutationen, mit denen man P aus der Einheitsmatrix erhéalt. Permutati-
onsmatrizen sind orthogonale Matrizen: P~ = PT.

a1 G12 a13 010 a3 G11 012
G21 G2z Q23 0 0 1 Q23 Q21 A2
Beispiel : | 31 a32 dss 100 = | a3 az1 as2
1
pe

Multiplikation der Matrix A von rechts mit P = P~! bewrkt in A dieselben
Spaltenpermutatinen, mit denen man P aus I erhilt.

Man erhélt aus der Adjazenzmatrix A von G alle anderen Adjazenzmatri-
zen von G, indem man PAP~! fiir alle Permutationsmatrizen P bildet. n!
Matrizen P.

Alle Adjazenzmatrizen von G sind zueinander dhnlich.

Lineare Algebra: Ahnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Poly-
nom. x4(z) = xg(x) heit das charakteristische Polynom von G. Null-
stellen von y¢(z) heiBen Eigenwerte von G. det A = x4(0) = det(G).

Definition :
Eine Graphen-Invariante ist eine Grofle, die unter Isomorphismen un-
verdndert bleibt.

Beispiel : Beispiele Fiir Grapheninvarianten:

V|, |E|, w(G) (Clique-Zahl), x(G), xg(x), det(G), Gradfolge nichtfal-
lend sortiert, Anzahl aller Kreise vorgegebener Linge in G.
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Definition :
Eine einschrinkende Graphen-Funktion F ist auf der Eckenmenge eines
beliebigen Graphen definiert, so dass gilt: Ist ¢ : G = G’ ein Isomor-
phismus, dann ist Gg(z) = Fe(e(x)) fur alle Ecken .

Beispiel : Einschrinkende Graphen-Funktionen sind zum Beispiel:

e Gradfunktion v ()
e Anzahl aller Dreiecke, die x enthalten

o Anzahl der Ecken im Abstand &£ von z.

F¢ definiert eine Aquivalenzrelation auf der Eckenmenge V' von G-
r~y & Fo(r) = Fa(y)

Das gibt eine Partitionierung K, ..., K, der Eckenmenge (in Aquivalenz-
klassen). Wert F(K;) = Fg(z) fir ein x € K;. Man zerlege entsprechend die
Eckenmenge V' von G’ bzgl. Fy; in Klassen K7, ..., K. G ~ G' = ¢=r und
jede Klasse K; muss auf eine Klasse K7 gleichen Wertes bijektiv abgebildet

werden. Es seien F((;l), Fg) seien einschréinkende Graphenfunktionen. Man

definiere Fg(z) = (F((;l)(x), F((;Q)(x)) Man versucht auf diese Weise, Graphen-
Funktionen zu konstruieren, die zu einer moglichst feinen Partitionierung der
Eckenmenge fiihren.

X X )

Danach werden die verbleibenden Maoglichkeiten fiir einen Isomorphismus
durchprobiert.
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Zuvor: Vergleich einfach zu berechnender Grapheninvarianten.

GG, V=V ={1,...n}

Anzahl der Isomorphismen = Anzahl der Automorphismen von G

= Elementeanzahl der Automorphismengruppe, |Aut(G)].

Bemerkung : Die Grofle der Automorphismengruppe, also |Aut(G)| ist
ein Maf fiir die Symmetrie von G. Zufallsgraphen sind im Allgemei-
nen duferst unsymmetrisch, d.h. |Aut(G)| = 1.

Nur bei sehr symmetrischen Graphen G ~ G’ muss man mit vielen Iso-
morphismen rechnen.

Isomorphie von Wurzelbdumen

Definition (Wurzelbaum, Wurzel, Isomorphie von Wurzelbdumen):
Ein Wurzelbaum W = (B, a) besteht aus einem Baum B und einer
ausgezeichneten Ecke a, der Wurzel von W.

Wurzelbdume W = (B, a), W = (B’,d’) sind isomorph, wenn es einen
Isomorphismus ¢ : B — B’ gibt mit ¢(a) = a'.

Bemerkung :

Orientiert man de Knoten ausgehend von er Wurzel ,nach oben®, so
ergibt sich eine Vorgénger-Nachfolger-Relation.

Definition (Zertifikat, Nachbar-Wurzelbdume):
Wir definieren rekursiv das Zertifikat Cert(W): |V(B)| = n.

E}'“l
n=1 "= Cert(W) =01
Es sein > 2. aq, ..., a, seien die Nachbarn der Wurzel a. Die auf den q;

aufsitzenden Zweige konnen als Wurzelbdume W, = (B, a;) aufgefasst
werden. Die W; sind die Nachbar-Wurzelbidume von a. Die Zertifikate
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Cert(W;) sind bereits bekannt. Ordne die Zertifikate Cert(W;) lexiko-
graphisch <, d.h nicht-fallend, zu Cert(W,,),...,Cert(W;.). Dann sei

Cert(W) =0, Cert(W;,), ..., Cert(W;.),1 (Kommata werden weggelas-
sen).

o]

[

[ |

l

-

Beispiel : n = 1: 0

M)
0

n=2: g1

O/ Q\EJ/ oA

D
|
»
DOAGAN é’l’}’}ﬂ.‘lﬂﬁ

oA

BoAA
n=3J:

Bestimmung des Zertifikates eines etwas gréfferen Wurzelbaumes:

OA DA
EK M
QDAGAN
AR
OO AGANA L 2

—

| g \ r_1
D00 6ARANA ghad ' QA7

Bemerkung :
e Anzahl der Nullen am Anfang eines Wortes = Anzahl der Ecken in
einem langsten Weg von der Wurzel zu einem Blatt.

e Jede Ecke trigt genau eine 0 und genau eine 1 zum Zertifikat bei,
d.h. Wortlénge = 2n.
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e Gleich viele Nullen und Einsen in jedem Wort.

e Fiir jede Zwischenposition i in Cert(W), 1 <i < 2n — 1 gilt:
Die Anzahl der Nullen bis Position ¢ ist grofler als die Anzahl der
Einsen bis zu dieser Position. Der Ausgleich erfolgt erst mit der
letzen Eins. Der Unterschied zwischen Einsen und Nullen bis zu
der Position heifit auch die Bilanz. Die Bilanz ist ausgeglichen,
wenn gleich viele Einsen und Nullen vorhanden sind.

Satz 7.1 : Wurzelbdume sind genau dann isomorph, wenn sie dasselbe Zer-

tifikat haben.

Beweis : W ~ W' = Cert(W) = Cert(W’).

Umkehrung: W = (B,a) und W’ = (B’,d’) haben dasselbe Zertifikat.
zu zeigen: W ~ W',

Induktion iiber die Eckenanzahl n

n = 1,2, 3 siehe Beispiel /

Annahme: n > 4 und Behauptung richtig fiir alle Wurzelbdume mit
weniger als n Ecken.

Cert(W) = Cert(W') = C.

Man kann aus C' die Zertifikate der Nachbarwurzelbaume W, ..., W,
bzw. W1{, ..., W/ wie folgt ermitteln:

(i) Entferne aus C' die erste 0 und die letzte 1.

(ii) Durchlaufe dann C' von links bis das erste Mal Anzahl Nullen =
Anzahl Einsen ist. Das ergibt Cert(W;) = Cert(W]). Beim néchs-
ten Ausgleich hat man Cert(Ws) = Cert(W3) usw. bis Cert(W,) =
Cert(W)).

Nach Induktionsannahme existiert ein Isomorphismus ¢; : W; — W/.
Das ergibt den Isomorphismus ¢ : W — W/,

a fiir x = a.

go(x) - {SOZ(SL’) fiir x € W,
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Isomorphie von BaAumen

Definition (Zertifikat eines Baumes):
Das Zentrum Z(B) eines Baumes besteht entweder aus einer Ecke oder
aus zwel benachbarten Ecken (siehe OR III).
Wir definieren das Zertifikat Cert(B).

1.Fall : Z(G) = {a} Zentrale Ecke muss unter einem Isomorphismus
auf zentrale Ecke abgebildet werden. B kann als Wurzelbaum (B, a)
aufgefasst werden. Setze Cert(B) := Cert(B,a).

QO

2.Fall : Z(G) = {a,b}
W, Wurzelbaum mit Wurzel a.
Wy Wurzelbaum mit Wurzel b.
Setze Cert(B) = Cert(W;,), Cert(W,,), wobei die einzelnen Zertifi-
kate lexikographisch < geordnet sind.

Satz 7.2 : Bdume sind genau dann isomorph, wenn ihre Zertifikate iiberein-
stimmen.

Beispiel : Bestimmung des Zertifikates eines Baumes. Zu einer aufiihrlichen
Beschreibung des Algorithmus siehe Umdruck 4. Beachte, dass bei der
zweiten Verdnderung des Zertifikates des untersten Knotens nicht das
ganze Zertifkat aus allen Nachbarn neu bestimmt werden muss, sondern
lediglich das neu hinzugekommene Zertifikat hinter der fithrenden 0 ein-
gefiigt werden muss.
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Z(B) = {a,b}
Cert(B) = 00010111/00011011

Beispiel : Bestimmung des zu einem Zertifikat gehtrenden Baumes.

Cert(B) = 0001100110110011011

Es liegt Fall 2 vor, da

Anzahl Einsen = Anzahl Nullen in einer Zwischenposition. Durch Strei-
chen der anghéngten 0 und 1, und suchen nach ausgeglichenen Bilanzen
findet man die Nachbarwuzelbdume. Cert(Bi,a;) = (0)0011/0011]|01(1),
also 3 Nachbarwurzelbdume zu a;.

Cert(Bsy,as) = (0)0011|01(1) , also 2 Nachbarwurzelbaume zu as.

Das dann noch fiir die einzelnen Nachbarwurzelbdume und dann ergibt
sich der folgende Baum:
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Kapitel 8

stark regulidre Graphen

Definition (Exzentrizitét):
Exzentrizitit e(x) = maz{d(z,y) : y € Y}, G = (V, E) ungerichtet,
einfach. e(z) = oo, wenn G unzusammenhéngend.
Durchmesser d(G) = mazx{e(z) :x € V}
Radius r(G) = min{e(z) : z € V}
Zentrum Z(G) = {x € V : e(z) = r(G)}. Manchmal bezeichnet man
als Zentrum auch den von Z(G) induzierten Untergraphen.

G selbstzentral & G = Z(G) < e(x) =r(G) =d(G) fur alle z € V

a\//’p \?}
& S

Beispiel : Beispiele fiir selbstzentrale Graphen sind: C,,:
K,, r(G) =d(G) = 1, Wirfel Q4, Dimension d. r(G) = d(G) = d.

Satz 8.1 : Fast alle Graphen sind selbstzentral und haben r(G) = 2
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Beweis : Wir erzeugen Zufallsgraphen G = (V, E), V = {1,2,...,n}. Die

Kante xy wird mit der Wahrscheinlichkeit % gezogen bzw. weggelassen.
Plzy€ E)=P(zy ¢ E) = 1.

.r"\

b 4
T

£

Plzz¢ EVyz¢ E)=1—P(zz€ EANyz € E) =3,

-~

P(Vz#x,y(xz€ EVyz ¢ F))) = (%)n—Q

P(d(z,y) > 3) =3 - (%)n—Z, wobei die erste 1/2 die Wahrscheinlichkeit
dafiir ist, dass die Kante xy nicht existiert.

PEr(elx) > 3)) = P(3e,y(d(z,y) > 3)) < (”)

SIS
NI

2
——
Anzahl der Paare
flir n — oo
s //ﬁ
# — -""'\itﬁ
o

Ple(z) = 1) = ()", P(3x(e(z) = 1))
1)

<G selbstzentral mit Radius 2

Im Folgenden sei G = (V, F) selbstzentral, reguldr vom Grad k, Radius r. Die
Klasse dieser Graphen sei SZ(k,r), k > 2, r > 2. F(k,r) sei die maximale
Anzahl von Ecken eines Graphen € SZ(k,r).

Satz 8.2 : F(k,r)<1+k+k(k—1)+...+k(k—1)""1= Fy(k,r).
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Beweis : Breitensuche mit beliebiger Startecke a.

hier: k =4
i
v

Sl ek

Versuche moglichst alle Nachbarmengen disjunkt zu halten.
F(k,r) < Summe der Ecken in den Stufen < 1+ k+k(k—1)+ ...+
k(k—1)"—1

Definition (MOORE Graph):
Graphen € SZ(k,r) mit Eckenanzahl |V| = Fy(k,r) heilen Moore
Graphen.

Bemerkung : Fiir einen MOORE Graphen muss Breitensuche mit beliebiger

Startecke a so aussehen:
e Shye

2 St
W\V [ Sl
o

Keine Kante innerhalb einer Stufe aufler in der r-ten Stufe.
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Ein MOORE Graph mit Radius r enthélt keinen Kreis der Linge < 2r+1.
Sei r > 2 = (G hat kein Dreieck und kein Viereck.
k’ - 2, G - CQT+1

=0

Es gibt keinen MOORE Graphen mit r = 2, k = 2 Kreis Cs.
r =2, k =3 PETERSEN Graph

o

r =2, k=7 HOFFMANN-SINGLETON
r=2 V| =14+k+k(k—1) =1+ k? sind bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt durch k&, r.

Eventuell gibt es noch einen MOORE Graphen mit r = 2, k = 57

Definition (stark regulér):
Der Graph G = (V, E) heifit stark regulir, G € SRG(n, k, A\, j1), wenn
gilt:
(i) G ist reguldr vom Grad k.

(ii) Je zwei benachbarte Ecken x,y haben A\ > 0 gemeinsame Nachbarn.
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(iii) Je zwei nicht benachbarte Ecken z,y haben p > 0 gemeinsame

Nachbarn.

Bemerkung : A > 0 = G zusammenhéngend.

Beispiel : K, nicht stark regulér. £k <n —1

nicht stark regulér

Beispiel : G MOORE Graph, r = 2, |[V| = k? + 1 ist regulir vom Grad k.
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A\
/' \
o D
A X

Keine Dreiecke = u = 0.

Es seien z,y nicht benachbart.
r=2=d(z,y) =2

Es existiert Weg xzy

X 2 g
e e
-‘.- "
Lo -

z ist gemeinsamer Nachbar von x,y. Kein weiterer gemeinsamer Nach-
bar, da keine Vierecke in G. A\ =1
G € SRG(k*> +1,k,0,1).

ntengraph.

)

Beispiel : L(K,) K
VG )| = |E n)| =

G ist reguldr vom Grad k = 2(n — 2)
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L(K,,) € SRG((3),2(n —2),n—2,4)

L(K,.,) € SRG(n?2(n—1),n—2,2)

Satz 8.3 : Es sei G =€ SRG(n, k, A\, u). Dann ist der komplementéire Graph
GeSRGn,n—1—k,n—2k+p—2,n—2k+\)

I
G
G

Beweis: k=n—1—Fk +/

x, 7y seien in G nicht benachbart, also in G benachbart. N, Ny Nachbar-
menge von x bzw. y in G.

X = Anzahl der Ecken, die in G weder zu & noch zu y benachbart sind.
|IN1 U No| = [Ny|+ |No| — [Ny N No| =2k — p
I S
A=|V\{NMUNU{z,y}}=n— 2k —p) —2=n—2k—2.
Es seien dan z,y in G benachbart, also in G nicht benachbart.

7t =Anzahl der Ecken # x,y die weder zu x noch zu y benachbart sind
in G.

N; = Nachbarmenge von x ohne y.

Ny = Nachbarmenge von y ohne x.

INT U Ny| = |N1|L-_1 +|N1 N N2|)\ =2k—A—2

n=V\{NMUNU{z,y}}|=n—(2k—A—-2)—2=n—-2k+ A

Eigentlich miisste man nun noch iiberprufen, dass A > 0 und g > 0.
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0J

Folgerung : Fiir G € SRG(n, k, A, 1) muss gelten:

(i) n—2k+p—2>0,
(ii) n— 2k + A > 0.

A = (a;;) sei Adjazenzmatrix des Graphen G = (V, E), |V| =n, A € R"*".
A = AT, Alle Eigenwerte sind reell. Eigenwerte und charakteristischen Po-
lynom x 4(z) sind Graphen-Invarianten. Symmetrische Matrizen sind diago-
nalisierbar. Algebraische Ordnung = geometrische Ordnung fiir Eigenwerte.
Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind bei symmetrischen Matri-
zen orthogonal.

1
1 1 1
1= 7= s
1 1 1
Satz 8.4 :
(i) G reguldr vom Grad k < 1 Eigenvektor zum Eigenwert k& der Ad-
jazenzmatrix A.
(ii) Es sei G reguldr vom Grad k und G zusammenhéngend. Dan gilt:
(a) k ist einfacher Eigenwert von G.
(b) Fiir jeden anderen Eigenwert A\ von G gilt: |A| < k.
Beweis :

(i) A = (ai;) Adjazenzmatrix von G. G reguldr vom Grad k. < Jede
Zeile von A hat genau k Einsen.

k
< Al = | . | & 1 Eigenvektor zum Eigenwert (EW) k.
k
(ii) G zusammenhingend und reguliar vom Grad k.
Es sei x = (x;) Eigenvektor von A zum Eigenwert .
Az = Az, mit [V =n Y77 az; = A
Wihle i so, dass |z;| maximal ist.z # 0, |x;| > 0. Bilde den Betrag
auf beiden Seiten der Gleichung. (*) |||z = [ > _7_, ayz;| = |z), +
cooF x| <z |+ .o+ x| < Klzg| g1, ..., gk Nachbarn der Ecke
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7.

Kiirzen: |A| < k (auch wenn G nicht zusammenhéngend ist) = 2b)
Setze in (x) A =k. |xj, +...+ x| = |zj |+ ... +|z;| = klz]

= 15, =...=x; = x; oder rj, = ... =T = —T,

andererseits z;, + ...+ x;, = kz;.

Also z;, = ... = zj, = x;. Breitensuche mit Startecke 1.

-
L

e/ Y.~ X S

dh 14 makipmal

Alle z; = x; fiir j € 1.Stufe
Alle z; = x; fiir j € 2.Stufe

Z;
T
= = ] =1
Z;
Eigenraum Ej zum EW £k ist Ey, = [1]. dimEy, = 1 < k einfacher

EW.

G € SRG(n,k,\, p); |V| =n, G reguldr vom Grad k.
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X

A gemeinsame Nachbarn.

Y

1 Anzahl der gemeinsamen Nachbarn. g > 0 = G zusammenhéngend.

Satz 8.5 : A = (a;;) sei Adjazenzmatrix von G, V ={1,...,n}, k,\,u € Z,
t<k<n-—1, >0, A>0. Dann gilt:

G € SRG(n, ki, M\ 1) & A2 + (= M)A+ (u— k)T < .

Beweis : A = AT. AAT = A? = (c,)
¢ = Anzahl der Nachbarn der Ecke 7.
r # s ¢, s = Anzahl der gemeinsamen Nachbarn der Ecken r und s.

{r’r —d.

S A
—} C o

Vergleiche die Hauptdiagonaleintrége auf beiden Seiten von (x).
Gr+(p—X)-0+(p—Fk)-1=up, ¢, =k Alle ¢, =k & G regulér
vom Grad k.

Vergleiche die Eintréage in Position (7, s), r # s.
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Fall 1: 7, s benachbart, a,, =1
Crs+ (u—1lambda) -1+ (u—k) -0 =p, ¢, s = A fiir alle r # s, r und s
benachbart.

Fall 2: r, s nicht benachbart, a, ; = 0.
CT,S+(/~L_)‘)'O+(M_]€)'O:M:>Cr,s:,u

U
Folgerung : G € SRG(n,k, A\, u) = k(k—A—1)=pu(n—k—1).
Beweis : Wende beide Seiten der Gleichung (%) auf 1 an.
B4+ (n—Nk+p—k)L=punl.
=k +pu—Nk+p—k=pn, k¥* =Xk —k = pun — pk — p
k(k—X—1)=un—k—1)
U

Satz 8.6 : G € SRG(n, k, A\, ;). Dann sind die folgenden Zahlen hy, hy € Z:

U o
h1,2_2{ 1i\/<ﬂ_)‘>2+4(k_/i)}

Beweis : A = (a;;) Adjazenzmatrix von G.
G stark regulér, reguldr vom Grad k, G zusammenhéngend.
Satz 8.4: 1 ist Eigenvektor zum einfachen Eigenwert k.
A = AT Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.
Es sei v Eigenvektor zum Eigenwert x # k. v-1 = 0. Wende beide Seiten
der Gleichung (x) aus Satz 8.5 auf v an.

1v
1v
1v
1v

(22 + (1 = N + (1 — k))v =

2+ (p—Nr+pu—k=0.

Tio=13 )\—Mi\/p\—N)Q+4(k—Ml

~
>0, da sonst p=A=k
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: T, ) J F‘\
1 ___{)f,—;j’/ -

G hat genau 3 verschiedene Eigenwerte k, x1, x5.

Seien hi, he die Ordnungen der Eigenwerte x1, xo; hi,ho € ZZ.
Summe der Ordnungen aller Eigenwerte ist n.

A ist diagonalisierbar, d.h. A ist dhnlich zu einer Diagonalmatrix D
k
€
D= 1
T2
)

Spur(A) = Spur(D) =Summe der Hauptdiagonaleintrége.

hll’l + hQIQ + k=20 (82)

Aus 8.1: h2 =n-—1-— hl, hll‘l + (TL— 1-— hl)l‘g +k’ = 0. hl(l‘l —ZL'Q) =
—(n—1)zy — k.

B - —(n—l):@%{)\—u—\/f}—k
D e e
2{ ”¢<A—u>2+4<k—m}'

h2 =n—1-— hl
= hy =wie im Satz.

MOORE-Graph. G € SZ(k,2) = G € SRG(k*1,k,0,1)
ok =2.3.7.57
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Satz 8.7 : Es sei G ein MOORE Graph, G € SZ(k,2), d.h. G ist komplemntér
mit Radius r(G) = 2, G reguldr vom Grad k£ > 12 und |V/| ist maximal,
V| = k?+ 1. Dann ist k = 2,,7 oder 57.

Beweis : MOORE-Graphen sind stark regulér.
hier: G € SRG(k* +1,k,0,1).
Wende Satz 8.6 an:

_1 2 k2 —2k
hig =5 {k: + 71+4(k1)} ganz
k(k—2)

= 7\/@ ganz.
k =2,/ Essei k> 3.
= /1 +4(k — 1) rational.
= 1+4(k — 1) = a®> Quardratzahl, denn /c = Lo ¢ -c=p*=c=ad’
Quadratzahl.
a unngrade, a > 3.
k=2l g1 =948
k(k—2) (a®+3)(a®-5)

\/1+4(k—1) - 16a sanz.

#%:Q?’—Qa—%ganz.

= a|l5,a =3,a =5 oder a =15

=k =3,k=Toder k=57

Vi=k*+1,k=2|V|=5G=C;

k =3, |V| = 10 genauere Untersuchung ergibt G =PETERSEN Graph.

k =17,|V| = 50 genauere Untersuchung ergibt G =HOFFMANN-SINGLETON
Graph.

Diese Graphen sind bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Fall k = 57 ist ungelost. |V| = 3250.
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Kapitel 9

Perfekte Graphen

Definition (Clique, Cliquezahl):
G = (V, E') ungerichteter Graph.
Clique=vollstédndiger Untergraph.
Cliquezahlw(G)= Eckenanzahl einer groiten Clique in G.

Bestimmung von w(G) ist N P-vollstindig. x(G) > w(G).

Satz 9.1 : Zu jeder ganzen Zahl k > 2 gibt es einen Graphen G mit chro-
matischer Zahl x(G) = k, so dass G keine Kreise der Linge < 5 enthélt
(w(G) =2).

Beweis : Induktion tiber k.

kZQ,G:KQ.
k?:3,:C7\/.
Es sei & > 3.

Es sei x(G) = k und G habe keine Kreise der Linge < 5.
G=(V,E),r=k-|V|,s= (|‘7;|).

Es wird der Graph H konstruiert.

H besteht aus s disjunkten Exemplaren G.

G1,...,Gs; Gy ~ G. Dazu kommt eine Menge M = {zy,...,2,} un-

abhéngiger Ecken.

95
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Anzahl der |V|-elementigen Teilmengen von M: (|"}|) =s.

Man kann jeder solchen Teilmenge M; C M genau einen Graphen G;
zuordnen.

Ziehe Kanten von Ecken in M; zu den Ecken in G;, so dass sich keine

Kanten treffen.

H hat keinen Kreis der Léange < 5. Farbe alle G; zulédssig mit den Farben
1,..., k. Farbe alle x; mit der Farbe k + 1.
Das gibt eine zulédssige Féarbung von H, x(H) < k + 1.

Annahme: x(H) = k.
Die Ecken von H, insbesondere die Ecken in M verteilen sich auch k

Farbklassen.
= Es gibt in M mindestens % = 7 = |V| Ecken derselben Farbe f,

1< f<k.

Diese Ecken bilden eine Teilmenge M;, deren Elemente mit den Ecken
aus (; parallel verbunden sind.

Die Farbe f kommt an einer Ecke a € G; vor. a ist benachbart zu einer

Ecke b € M; mit derselben Farbe f é
=x(H)=k+1.

Definition (perfekt):
Der Graph G heifit perfekt, wenn x(G') = w(G’) fiir jeden induzierten
Untergraphen G’ C G.
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Allgemeines Resultat : [(Schrijver, Grotschel, Lovasz)] Mit Methoden der
linearen Optimierung kénnen w(G), x(G) fiir perfekte Graphen mit po-
lynomieller Komplexitéit bestimmt werden.

Beispiel : G kantenlos = x(G') = w(G') =1
{ wenn G’ nicht kantenlos

G bipartit = x(G’) =
sonst
K, ist perfekt.

C2n+17 n > 2, W<C2n+1> =2< X C2n+1> =3= an+1 ist nicht perfekt

Sei nun G der zu G komplementire Graph.

wCopi1 =M.

Co,41 hat keine 3 unabhéngigen Ecken. Jede Farbklasse enthélt hochs-
tens 2 Ecken.

X(Cony1) -2 >2n+1

= X(Cont1) > n+3

= X(Cony1) > n+ 1.

Tatséchlich gilt: x(Coni1) =n+1>n=w(Copi1).

Bemerkung : G perfekt < G’ perfekt fiir jeden induzierten Untergraphen
G' CG.
G perfekt = G hat Cy,11, C5,11, n > 2 nicht als induzierte Untergra-
phen.

Bis vor kurzem war die Umkehrung unbewiesen unter dem Namen

Strong-perfect-Graph-Conjecture (Berge, 1962, bewiesen 2002): Es gilt
im letzten Fall auch die Umkehrung, also
G hat (5,1 und Cy, 1 nicht als induzierte Untergraphen = G ist per-
fekt.
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Satz 9.2 (Seymour und andere, 2002): Der Graph G ist genau dann perfekt,
wenn weder G noch G einen induzierten Cy, 1, n > 2, enthalten.

Beweis : ohne Beweis

Folgerung (Lovasz, 1972): G perfekt < G perfekt.
Wir fithren nun einen neue Operation auf Graphen ein:

Operation : Ersetzen einer Ecke x von G durch den Graphen H.

(¥ b

-

Entferne x.
Verbinde jeden urspriinglichen Nachbarn von x durch eine Kante mit
allen Ecken von H.

Wir schreiben fiir den entstehenden Graphen G(z)H
Satz 9.3 : G, H perfekt = G(z)H perfekt.

Beweis : Jeder induzierte Untergraph von G(z)H hat die Form G'(z)H' mit
induzierten Untergraphen G’ C G, H' C H ist also vom Typ wie G(z)H
G', H' perfekt, da G perfekt.
Es geniigt zu zeigen: x(G(z)H) = w(G(z)H).
Es sei w(G(x)H) = r Induktion iiber r.
r=1= G(x)H kantenlos = perfekt /

Es sei r > 2
Induktionsannahme: Fiir jeden Graphen ) , G perfekt, H perfekt

(z
und w(G(z)H) < r—1ist x(G(z)H) = w(G(z )H)
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G, H perfekt. w(G) = p, w(H) = q. Es sei K, eine maximale Clique, die
x enthélt. s < p. Ferner K, maximale Clique in H.

w(G(z)H) =r =max{p,s+q— 1}

Farbe G mit p Farben zuléssig. Es sei F' die Farbklasse, die x enthalt.
X(G) = w(G) = F trifft jede Clique K, in GG, F' unabhéngige Menge in
G.

Farbe H mit ¢ Farben zuléssig. x(H) = w(H) = g.

Es sei I’ beliebige Farbklasse. F” trifft jede Clique K, in H. F” ist un-
abhéngige Menge in H. Bilde Z = (F — z) U F".

Z ist unabhéngige Menge in G(x)H, da F' — x keinen Nachbarn von z
enthélt.

Es sei K, maximale Clique in G(z)H.

1Fall: K, NH =10

=K, CG,z ¢ K,.
F — x trifft K.

2. Fall: K, NH #0

= K,NH=K,.

F' trifft die Clique K,,.

Also trifft die Menge Z jede maximale Clique K, maximale Clique in
G(x)H.

= w(Ga)H-2)<r-1

G(z)H — Z ist von dem selben Typ wie G(z)H. Man kann die Indukti-
onsannahme anwenden:

X(G@)H —Z)=w(G(x)H - Z) <r—1.

Farbe G(z)H — Z mit 1,...,r — 1 zulédssig. Féarbe alle Ecken € Z mit
Farbe r.

X(G(x)H) < r =w(G(x)H), hieraus folgt sogar die Gleichheit x(G(z)H) =
w(G(z)), denn die Umkehrung ist trivial.
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K, perfekt , K, perfekt

Operation O;: Ersetzen einer Ecke durch K, ,Splitten einer Ecke mit Kan-
teneinzug®
Operation O,: Ersetzen einer Ecke durch K, ,,Splitten einer Ecke ohne Kan-
teneinzug®

01, Oy machen aus perfekten Graphen wieder perfekte Graphen.

Definition (O;, O;-Graph):
Ein O1, Oo-Graph entsteht aus K; durch fortlaufende Anwendung der
Operationen O; und O.

Bemerkung : O, Os-Graphen sind perfekt.

Py: Weg mit 4 Knoten.

Definition (Py-frei):
Der Graph G heifit P;-frei, wenn G keinen P; als induzierten Untergra-
phen enthélt.

P4 EP42F4

Definition (selbstkomplementir):
Ist G ~ G, dann ist G selbstkomplementiir.

P, ist selbstkomplementér.
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Folgerung : G P,-frei & G Py-frei.

Satz 9.4 : G = (V, E), Py-frei, |V| > 2 = G unzusammenhingend oder G
unzusammenhéangend.

Beweis : Induktion iiber [V|. |V| =2, G = K, oder G = K, klar /
Es sei |V| > 3. Behauptung sei richtig fiir < |V| Ecken.
Es sei G = (V, E) P-frei.
Annahme: G, G beide zusammenhéngend.
Sei x € V beliebig.
G — x ist Py-frei.
Nach Induktionsannahme: G' — x unzusammenhéngend oder G — x =
G —x.

1. Fall: G — x unzusammenhéngend.
Komponentenzerlegung: G —x =G, U...UG,, r > 2, G; = (V;, E;).
G zusammenhédngend, G — x unzusammenhéngend = x ist Artikulation.

x hat einen Nachbarn a; in jeder Komponente G;.

b; sei Nachbar von a; in G;.

G Py-frei = xby € E

Dann folgt entsprechend: Jeder Nachbar von b, ist zu x benachbart usw.
Also ist jede Ecke in GG zu x benachbart.

(51 beliebige Komponente = z ist zu allen anderen Ecken aus G benach-
bart.

Also ist z in G isolierte Ecke.

= G unzusammenhingend. Widerspruch.

Fall 2: G — r unzusammenhéngend
G Py-frei = G, G — x Py-frei. _
Weiterer Schluss wie im Fall 1, ersetze G durch G.
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Es folgt, dass G eine isolierte Ecke hat, G unzusammenhéngend. Wider-
spruch.

Satz 9.5 : O, O, sind genau die P,-freien Graphen.

Beweis : Es sei G = (V, E) Py-frei.
G’ entstehe durch Anwendung einer Operation O; bzw. Oy auf die Ecke
x.
Aus = entstehen x1, xs.
21,9 haben dieselbe Nachbarmenge, ndmlich die Nachbarmenge von x
ohne z1 bzw. 2. G' — 21, G’ — 19 = G, Py-frei.

Annahme: G’ enthilt P;.
= P, enthalt x; und x4

1. Fall (x1, x2 benachbart):

= ary € G é

2. Fall (x1, z5 nicht benachbart):

=nbe G é

Es sei G = (V, E) Py-frei. Dann ist G O, Oo-Graph.
Beweis durch Induktion iiber |V/|
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Es sei |V] > 3.
Behauptung richtig fiir alle Graphen mit < |V/| Ecken.
Es sei G = (V, E) Py-frei.

Satz 9.4: G unzusammenhéngend oder G unzusammenhingend.

1. Fall (G unzusammenhingend, G = G; U Gy, G1 NGy = 0): G, Gs
Py-frei. Nach Induktionsannahme gibt es eine Folge von Oq, O,-
Operationen oy, ..., 0., die G; aus K; = {x;} erzeugen. Entspre-
chend erzeugen o}, ..., 0, Gy aus K| = {2/}

K, = {z}. o sei die Operation Oy, die x in x, 2 ohne Kanteneinzug
splittet.

Wende auf x nacheinander die Operationen o, 074, ...,0,,01,...,0
Es entsteht G = G U G5.

/
g°

2. Fall (G unzusammenhiingend): G Py-frei < G Py-frei.
Nach Fall 1 gibt es eine Folge von Splitoperationen o7y, ..., 0y, die
G aus K = {z} erzeugen.

01, wenn g; = Oy

Definiere o] = Die Folge o/, ..., 0, erzeugt G

02, wenn o; = 01
aus K1 = {x}

Folgerung :
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(i) Py-freie Graphen sind perfekt.
(ii) G Py-frei, H Py-frei, v € G = G(x)H Py-frei.

Bewelis :

(i) K perfekt, Op, Oy erhalten Perfektheit.

(ii) Erzeuge durch eine Folge von Splitoperationen G aus K;. Splitte
dann die Ecke z weiter zum Untergraphen H.

0

Satz 9.6 : Es sei G P,-frei. Dann braucht jede sequentielle Féarbung der
Ecken von G genau x(G) Farben.

Beweis : Induktion iiber die Eckenanzahl |V|.
Vi<2y
Es G = (V, E) Py-frei. |V] > 3.
Es sei die Behauptung richtig fiir alle Graphen mit < |V'| Ecken.

1. Fall (G unzusammenhingend): G = G; UGy, G1 NGy = 0, G1, Gy
Py-frei.

Bei einer sequentiellen Féarbung von G werden G; und G5 separat
sequentiell geférbt.

Nach Induktionsannahme fiir G, G folgt:

Anzahl der Farben bei sequentieller Féarbung von G ist: max x(G1), x(Gs) =

X(G).

2. Fall (G unzusammenhiingend):

In diesem Fall hat G = (V| F) die Form G = G+ G5 Summe (join),
d.h. G zerfillt in die beiden disjunkten induzierten Untergraphen
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G1 und G5 und jede Ecke von (G ist mit jeder Ecke von G5 iiber
eine Kante verbunden.

G1, Gy Py-frei. Induktionsannahme trifft auf G, G5 zu.

Es sei F' die Farbmenge bei einer sequentiellen Farbung von G. F
zerfallt in zwei disjunkte Teilmengen F' = F} U F,, wobei F; die
Menge der Farben an den Ecken von G; ist.

Die sequentielle Farbung von G zerfillt in zwei sequentielle Teilfarbun-
gen von G mit Farben F; und von Gy mit Farben F,.

[F1| = X(Gh), [Fo = X(Ga).

|F| = |Fi| + [F2] = x(G1) = x(G2) = x(G).

Bemerkung : GG UGy disjunkte Vereinigung

G, + G5 Summe

Jeder P,-freie Graph kann durch eine Folge von Operationen Q, + aus
K, ereugt werden.

U, + erhalten die Invarianz bzgl. sequentieller Féarbung.

Wenn man zum Beispiel mit Ky, Cs, Cs, Cr, ... (alle ungeraden Kreise)
startet, dann erhélt man lauter Graphen mit dieser Farbungsinvarian-
zeigenschaft.

Definition (chordaler Graph):
G = (V, E) heit chordal, wenn jeder Kreis in G der Linge > 4 min-
destens eine Sehne hat.
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Satz 9.7 : Es sei G = G U G, G; N G5 vollstandig oder leer.

Dann gilt:

(i) x(G) = max{x(G1), x(G2)}

(il) w(G) = max{w(G1),w(G2)}

(iii) G perfekt < G perfekt und Gy perfekt
)

(iv) G chordal < Gy chordal und G5 chordal

Beweis :
klar (Satz 4.2, Kapitel 4
Jede Clique ist C G oder C Gs.

G perfekt = G, G perfekt, da G, Gy induzierte Untergraphen von G sind.
»,<="“ Es seien GGy, Gy perfekt.
G’ sei induzierter Untergraph von G. G’ hat die Form G’ = G} U GY,
G NG, vollstéandig bzw. leer. G, GY, induzierte Untergraphen von G, Go.
1),2) = x(G") = max{x(G, G5} = max{w(Gy),w(G)} = w(G)

Es sei G chordal. G, G5 sind induzierte Untergraphen.
= (71, G5 chordal.

Umkehrung: G, G5 chordal.
klar, wenn G; N Gy = (), ebenso, wenn |G N G,| = 1.
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Es seien mind. 2 Ecken in G; N Gs.

Es sei C,, Kreis in G. Man kann vorraussetzen, dass x; € C,,, z1 € G1\Ga,
x9 € Cyp, 9 € Gy \ G1. Dann hat C,, eine Sehne in G; N Gy. Also ist G
chordal.

g

Satz 9.8 : G = (V, E) sei chordal, zusammenhéngend, |V| > 3.
Es seien a, b nicht benachbarte Ecken aus G.
Ferner sei 1" eine minimale a, b-trennende Eckenmenge.
Dann ist G(T') vollstandig.G zerfillt in G = G; U Gy, Gy NGy = G(T)
vollstandig.

Beweis (mit dem Satz von Menger, siche OR III):
|T'| = max. Anzahl unabhéngiger a, b-Wege.
Diese Wege treffen jeweils genau eine Ecke aus T'.
Annahme: x1, x5 € T nicht benachbart.
Komponentenzerlegung: G — T = HHUH,U...UH,, a € Hy,b€ H,
Es entsteht ein Kreisa...xzy...b...29...a.
Dieser Kreis enthélt eine Sehne S. Diese Sehne verkiirzt einen Kreis. Es
gibt einen kleinsten Kreis der Form a'...xy...0 ... 25...d', d € Hy,
b € Hy. Dieser Kreis muss die Sehne x1, x5 enthalten. Widerspruch zur
Vorraussetzung 1, o nicht benachbart.
Man bilde G; = G(V(H))UT), Gy = G(V(Hy)U...UV(H,)UT) =
G —V(H)
:>G:G1UG2, GlﬂG2:G<T)

Satz 9.9 : Jeder chordale Graph ist perfekt.

Beweis : Induktion iiber |V].
klar fiir |V| > 3 und Behauptung richtig fiir < |V| Ecken.
G = (V, E) sei chordal. klar, wenn G vollsténdig oder unzusammenhéngend.
Es sei G vollsténdig, a, b nicht benachbarte Ecken.
Dann existiert die Zerlegung gemafl Satz 9.8.
G = G U Gy, G1 NGy vollstandig.
Satz 9.7: G1, Gy chordal = G = G U Gy perfekt.

Ind. Ann.
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0

Bemerkung : Rekursive Tests von Chordalitét, Perfektheit und Berechnung
der chromatischen Zahl sind wegen der Aussagen oben moglich (7).

Satz 9.10 : G = (V, E)) ungerichtet, ohne Mehrfachkanten.

(1)

(ii)
Beweis :

(i)

Der Digraph G' = (V’, E') sei eine zyklenfreie Orientierung von G.
Es sei [ (G') die Eckenanzahl einer lingsten Bahn in G.
Dann ist x(G) < L (G').

Es gibt eine zyklenfreie Orientierung G’ von G mit x(G) = lyna (G').

F(z) sei die Eckenanzahl einer lingsten Bahn in G’ mit Anfangs-
punkt x.
Farbe x mit F(x). Es seien a, b benachbart, etwa ab € E'.

a liegt nicht auf dieser Bahn, da G’ zyklenfrei.
= F(a) > F(b)+ 1, F(a) # F(b).
Farbmenge C {1,2,...,l1u:(G)} = X(G) < lna(G).

Es sei x(G) = k. Farbe G mit 1,... k. k Farbklassen Fi, ..., Fj.

Orientiere alle Kanten von der kleineren zur gréfleren Farbe. Das
gibt eine zyklenfreie Orientierung G'.

X(G") < lmae(G') < k.

= X(GQ) =l (G') = k.



109

Definition (transitiv orientierbar (Vergleichbarkeitsgraph):
G = (V, E) heifit transitiv orientierbar (Vergleichbarkeitsgraph),
wenn eine Orientierung G’ = (V'/, E') existiert, so dass gilt:

rye€ B'undyz € B = 2z € E'.

Beispiel : Bipartite Graphen sind transitiv orientierbar.

Satz 9.11 : G’ sei transitive Orientierung von G.
Dann ist x(G) = w(G) = e (G').

Beweis : Eine transitive Orientierung ist immer zyklenfrei (sieche Abbildung).

Es sei B Bahn mit 4, (G") Ecken.

B induziert eine Clique in G.

WG =x(G) | < lma(C) < w(G)

= X(G) = w(G) = lnw(G).
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Folgerung : Jeder transitiv orientierbare Graph ist perfekt.

Beweis : Jeder induzierte Untergraph G eines transitiv orientierbaren Gra-

phen G ist transitiv orientierbar. x(G) = w(G).

Definition (Schnittgraph):
Es sei S = {M; : i € I} ein Mengensystem. Der Schnittgraph €(.5)
hat als Eckenmenge die Indexmenge I. Die Kante 75 wird genau dann
gezogen, wenn M; U M; # 0.

Satz 9.12 : Jeder Graph G = (V, F) ist Schnittgraph G = Q(S) eines

geeigneten Mengensystems.

Beweis : V' = {v;,v9,...,v,}. Die Menge M; bestehe aus der Ecke v; und
allen mit v; inzidenten Kanten. S = {M,..., M,}

= G =Q(S)

Definition (Intervallgraph):
Ein Intervallgraph ist der Schnittgraph eines Sstems reeller Intervalle
(nicht leer, endlich, alle offen oder alle abgeschlossen).

Satz 9.13 : Ist G Intervallgraph, dann ist G chordal und G ist transitiv
orientierbar.

Beweis :

Das den Kreis schliessende Intervall I, muss alle vorhergehenden Inter-
valle treffen.
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Ira Isa Ir N Is - ®7 Ir - [a'ra br]a Is = [a'sa bs]

I.<I, & a, <as.
Def.

< ist transitiv auf G.

Folgerung : Intervallgraphen sind perfekt.

Bemerkung : In Satz 9.13 gilt auch die Umkehrung.
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Kapitel 10

Diverse (offene) Probleme

10.1 Das chromatische Polynom

Definition (Pg())):

P (M) =Anzahl der zuldssigen Farbungen von G mit Farben 1,2, . ..

N.

Beispiel : G = P

Po()\) = A\ — 1)?

Pi,(A) = XA —=1)-...- (A=n+1) = A" faktorielle Potenz.
P = A",

Definition (G/ab, G + ab):
a,b Ecken.
G /ab Kontraktion der Ecken a, b
G + ab Hinzufiigen der Kante ab

a, b nicht benachbart.

LA E

Pg(A\) =Anzahl der Farbungen, bei denen a, b verschieden geférbt werden

+Anzahl der Farbungen, bei denen a, b gleich gefarbt werden.
= Parab(N) + Pajan(N)

113
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Pe(X) = Patar(A) + Pejan(A); a, b nicht benachbart (10.1)

Fortlaufendes Anwenden von (10.1) fithrt zu lauter vollstdndigen Graphen.
Man erhilt die Darstellung von Pg()\) als faktorielles Polynom

Pe(\) =A™ 4 aq, A 4 g AW

Die chromatische Zahl x(G) ist die kleinste Zahl r € N mit Pg(r) # 0.
Poiap(A) = Po(A) — Pgjap(A). Ersetze G+ ab durch G (a,b benachbart).

Pe(A) = Po—ap(A) — Pajan(A), a, b benachbart (10.2)

Fortlaufenden Anwendung von (10.2) fiihrt zu lauter Graphen K. Man erhélt
die Darstellung von Pg(A) als gewohnliches Polynom.

Beispiel :

(i)
X(G) ist dei kleinste Eckenanzahl des so entstehenden vollstandigen
Graphen.

(ii)
Aus (10.2): Die Koeffizienten in der gewohnlichen Darstellung al-
ternieren.

Offen: Was macht ein Polynom zu einem chromatischen Polynom?
Vermutung: Die Betrage der Koeffizienten wachsen monoton zu einem Ma-
ximum und fallen dann wieder monoton.

10.2 Unit-distance-graph-problem (UDGP)

Definition (unit-distance-graph):
V' metrischer Raum, Abstandsfunktion d(z,y), Eckenmenge sei V.
Ecken z, y werden genau dann urch eine Kante vebunden, wenn d(x,y) =
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1. unit-distance-graph of V', G(V).
Es sei G = G(R?). x(G(V)) = x1(V)
—_——

xX(G)=x1(R?)
L. Moser, 1962. Moser’s Spindel.

Hefte 2 Gleichseitige Dreiecke mit Kantenldnge 1 zusammen. Lenke das Vier-
eck abed um den Punkt a aus bis der Abstand d,d’ = 1 ist. Es entsteht G;.

De(fru)%ner 1962:
xi(R)* >4 .
XI(RQ) <7 nichts Besseres bekannt.

Etwas besser bei Q
x1(Q%) = x1(Q%) =2, x1(Q") =5, 7 < xa(Q°) < 11
n — 1 abhéngig von
wi(R") =n+ 1y, w1 (Q") =< n zahlentheoretischen
n+ 1 Eigenschaften

Hadwiger Vermutung : Kontraktion = Kantenkontraktion
H, : x(G) = n = G hat Untergraphen G’, der sich zu K,, kontrahieren
laBt
Hadwiger Vermutung (1948): Es gilt H,, frr alle n.
H,, Hy, Hs, H, relativ einfach.
Hs < Vierfarbensatz. Offen fiir n > 6.

10.3 Rekonstruktionsproblem

G=V.E),V={v,...,v}, Gi =G —v;.

Rekonstruktionsvermutung : G4, ..., G, bestimmen G bis auf Isomor-
phie eindeutig.

Eine Gréfe bzw. Eigenschaft von G heifit rekonstruierbar, wenn sie durch
Gy, ...,G, eindeutig bestimmt ist.

Rekonstruierbar sind: x(G), Pg()), charakteristisches Polynom yg(x).
Jeder reguldre Graph ist rekonstruierbar.

Jeder unzusammenhéngende Graph ist rekonstruierbar.



