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Ankiindigung

Fibonaccizahlen: Schonheit und Nutzen in In-
formatik und Mathematik

Die durch F,, = n fiir 0,1 und F,; = F,, + F,,_; fiir n € N definierte Folge
(F})nen, soll untersucht werden und ihre Rolle beim Speichern und Optimie-
ren, bei Rekursion und Approximation, in Komplexitéats- und Zahlentheorie
sowie in Geometrie und Kombinatorik.
Aus der Fiille des Moglichen soll unter Einbeziehung vieler Beispiele und
Anwendungen u. a. behandelt werden:

e Erzeugende Funktionen,

Binetsche Formel,

Quotienten konsekutiver Fibonaccizahlen als beste rationale Naherun-
gen des Goldenen Schnittes,

Komplexitdat beim Euklidischen Algorithmus,

Satz von Lamé,

Fibonacci-Hash,
e Optimale Strategie bei einem Nim-Spiel,
e Extremumsbestimmungen.

Die Vorlesung wendet sich an alle Studierende der Informatik, Wirtschafts-
informatik, Informationstechnik, Mathematik, Technomathematik und Wirt-
schaftsmathematik ab dem zweiten Semester sowie natiirlich an alle an hiibschen,
iiberraschenden und niitzlichen Querverbindungen Interessierte und kann in
der Diplomhauptpriifung verwandt werden.

Bei Literaturhinweisen — alleine Scholar-Google bietet etwa 22000 Eintrége —
beschrianken wir uns vorerst lediglich auf D.E. Knuth: The Art of Computer
Programming. Vol.1. Boston et al. 1997

N.N. Vorobiev: Fibonacci Numbers. Basel et al. 2002

The Fibonacci Quaterly, 1963 -



Leonardi Pisani Numeri: De Pulchritudine et
Utilitate Informaticae Mathematicaeque

Sequentia (F,)nen, per F, = n pron = 0,1 et F,yy = F, + F,_1 pro
n € N definita et partes deponendi optimandique, recursionis approwima-
tionisque, in theoria sumptuaria arithmeticaque adhibitas, in geometria et
in arte combinatoria assignatas investigandae sunt. — Involventes exempla
multa applicationesque e plenitudine possibilitatum inter alia tractare vo-
lumus: functiones generantes, formula Bineti, rationes Leonardi Pisani nu-
merorum consecutorum qua optimae appropinquationes rationales sectioni
aureae, sumptus algorithmi Euclidiani, theorema a Lamé condita, deposito
spargens, quae Leonardi Pisani numeris utitur, optima strategia ludi sumen-
di, ratiocinationes extremorum.

Res refertur ad studentes ommnes informaticae, informaticae oeconomicae,
technicae informaticae, qui dimidium anni primi finiverunt et sc. ad om-
nes, qui ligationes pulchras et inopinatas et utiles amant; materia adhibere
potest ad examen diplomatis summi.

Annotationes literaturae - Scholar-Google solum praebet circa viginti duo
milia res - coercemus ad:

D.E. Knuth: The Art of Computer Programming. Vol.1. Boston et al. 1997
N.N. Vorobiev: Fibonacci Numbers. Basel et al. 2002

The Fibonacci Quaterly, 1963 -
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Kapitel 1

Prélude

Erinnerung 1 :

a) Z, Q, R, C stehe bzw. fiir die Mengen der ganzen, rationalen,
reellen und komplexen Zahlen.
Fir X C Rsei XT = {z € X|z > 0} ! und fiir X C C sei
Xo = X U{0},
speziell N = Z* und Ny = N U {0};
ferner sei A,, = {z € N|z < n}Vn € Ny,
also A() = @, U, = (An_l)o,
speziell B = U, = {0,1}(= GF(2) = \]F/Q/)
Galoisfeld Field
auflerdem sei Pdie Menge der Primzahlen,
also P ={pe N\{1}|Vte N:tlp=t=1Vi=rp}

B) A, B und M seien Mengen:

P(M) bezeichne die Potenzmenge von M, also
P(M) = {X|X C M}

speziell P(M) = {X € P(M)||X| = k}(k € Ny),
also |[M| =n(e No) = (}) = |Pu(M)|
»¢ ist Abbildung (Funktion) von A in B “ wird wieder-

gegeben durch ¢ : A — B oder A% B oder A7 B [klassischer
Funktionenbegrift],

IErklarung der Zeichen =, =:
e Definiendum = Definiens (Zu Definierendes = die Definition);

e Definiens = Definiendum
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KAPITEL 1. PRELUDE

ferner B4 = {¢|A — B}
sowie

0: A= B= € B und ¢ ist injektiv,
p:A—» B= e B4und g ist surjektiv (auf B),

0 : A= B= ¢ € B" und y ist bijektiv (auf B),
(d.h. ¢ ist injektiv und surjektiv auf B)

und analog:
Ist ¢ ein Homomorphismus schreiben wir fiir entsprechende
Strukturen A und B analog ¢ : A—=B usw.
Wie iiblich sei o]y, die Einschrinkung von ¢ auf M,
also ¢|y = N (M x pM),
wobei oM = {p(x)|z € M}
Sei p € RP mit D C R:
Gilt Va,b € D : a < b= ¢(a) < ¢(b) bzw. p(a) < ¢(b), so heile
monoton wachsend(steigend) bzw. streng monoton wach-

send(steigend), kurz ¢ /' bzw. ¢/ | und analog fiir > bzw. >
monoton fallend (abnehmend) bzw. streng monoton fallend,

kurz o\, bzw. o\
Es sei |xz] = max{n € Z|n <z € R}
und [z] = min{n € Z|n > z € R}

ferner sei , log z der Logarithmus von z(€ R™) zur Basis b(€ R"),
speziell In = . log, lg = 1plog, 1d = 5 log.



Definition 1 FiBONAcCcCiIzahlen, Index; F, [F:
a) Die durch
F,=nfirn=0,1und F,;y = F,+ F,_, firne N (1.1)

(rekursiv) definierte Zahlen heiflen FIBONACCIzahlen ? (Fz) - ge-
legentlich auch LUCAS ? -Zahlen, sieche auch Bemerkung (Kapitel 2)
Bemerkung 3e, oft jedoch fiir Ahnliche Folgen oder Verallgemeinerungen-
; frither statt F), meist u, - n wird gelegentlich als Index von F,
bezeichnet.

() Die Funktion F' mit F(n) = F,(n € Ny) werde Fibonaccifunkti-
on oder -folge (Ff) genannt, also

F = (Fn)nelNoa

und es sei
F = FNy

Bemerkung 1 : Ziel ist die Untersuchung des Verhaltens der

FiBonAccifolge und ihrer Beziehungen zu Anderen — Goldener Schnitt,
Komplexitiaten, Optimierungen, etc — und die exemplarische Vermitt-
lung allgemeiner Methoden.

2 LEONARDO PISANO FIBONACCI [LEONARDO VON PIsA, genannt FIBONACCI]
gelegentlich auch LEONARDO BIGOLLO [Reisender] (*~ 1170 Pisa?, = 1250 Pisa?), lange
Zeit in Bugia (daher kommt das Lehnwort ,,Bougieren“!) in Algerien [heute Bejaia, rom.
Saldae] und auf Reisen;
bedeutender Mathematiker: Zahlentheorie, Geometrie, Algebra, Dezimalsystem (Liber
abbaci 1202 - dazu HEINZ LUNEBURG: Leonardi Pisani Liber Abbaci oder Lesevergniigen
eines Mathematikers, Mannheim et al. 1993 2.Auflage -; siehe Bemerkung 1b).

Jedoch schon bei indischen Mathematikern: GOPALA (/ 1135) und 1150 bei ACHARYA
HEMCHANDRA (*1089 Dhandhuka [~ 50 km siidwestlich von Ahmadabad, die grofite Stadt
von Gujarat], 11173 Gujarat); dieser Gelehrte zihlte die Moglichkeiten eine Zeile der Léange
n (kurze Silben) in kurze und lange (2 kurze Silben) aufzuteilen (vgl. Aufgabe 6!) - | aber
Bildungsgesetz bereits im 7. Jahrhundert von Indern untersucht.

Die Fibonaccizahlen 13,21, 34 und 55 sind bereits realisiert im Theater von EPIDAUROS
(= —300,~ —170): BENNO ARTMANN: ,Euclid - The Creation of Mathematics“ Springer
1999, S. 239 f.

3 FRANCOIS EDOUARD ANATOLE LUCAS (*4.4.1842 Amiens, 13.10.1891 Paris [an Wun-
drose (Erysipel)]), Mathelehrer in Paris am Lycée Saint Souis und am Lycée Charlema-
gne: Zahlentheorie (Primalitdtstest fiir MERSENNEsche Zahlen), Unterhaltungsmathema-
tik (Turm von Hanoi)
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KAPITEL 1. PRELUDE

Beispiel 1 :

a) (Kapitel 1) Definition la bedingt:

n| F, n| F, n F,
0] 0 6| 8 12| 144
1|1 71 13 13| 233
211 81 21 14| 377
31 2 91| 34 15| 610
41 3 10 | 55 16 | 987
51 5 11| 89 17 | 1597

Tabelle 1.1: Die ersten 18 FIBONACCIzahlen

Ein Programm zur rekursiven Berechnung ist leicht zu erstellen.

(sieche Aufgabe 1 [Algorithmus 1})

Im Liber Abbaci (siehe Fufinote 2) — auf S. 123/124 des (erweiter-

ten) Manuskrites von 1228 — wird die Aufgabe gestellt:

Ein Kaninchenpaar (Kp) bringt nach Ablauf zweier Monate ein
Kp zur Welt und danach jeden Monat ein weiteres Kp, die sich alle

ebenso verhalten.

Wieviele Kp gibt es nach einem Jahr?

1 )

2
3
4
)
6 A— - -

Lo bo Lol T Lol To kol

abaababaabaababaababa

- J

Abbildung 1.1: Vermehrung der Kaninchenpaare
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Monate (Beginn) [1 2 3 4 5 6 13 |
Kpi1 1 141 3 5 8 233

(nach a)

=2 nach a

Tabelle 1.2: Kaninchenvermehrung

c) Sei ¥ = {a,b} mit a # b und ¢ der durch p(a) = ab und ¢(b) = a
definierte Endomorphismus des Wortmonoids iiber X, also

28 (Z*a Y D):(Z*a ) D)
Dann folgt

o v*(a) = p(p(a)) = p(ab) = p(a) - p(b) = aba
o ¢*(a) = p(¢¥*(a)) = p(aba) = p(ab) - p(a) =ab_a_._a b

—~
e pl(a) = p(abaab) = aba, aba ba
e ©°(a) = p(abaababa) = abaababaabaab
und
P NN
o ©%(a) = p(abaababaabaab) = gbaaba aba aba aba abaababa

v~

Offenbar gilt |¢"(a)| = Fio(n € N).
Beweis : Ubung!
O
Motivation fiir ¢) : In lim ¢"(a) - im ,,Goldenen Wort “ [golden
string], siehe Kapitel 3 3 - kommen zweite und dritte Potenzen
vor, aber keine 4. :
J. KARHUMAKI: ,On cube-free w-word generated by binary

morphisms.“ in Discrete Applied Mathematics, 5 (1983), S.
279 - 297

Schon bekannt : Bezeichnet man im Diagramm von b) [Abbil-
dung 1.1] die Knoten der untersten Reihe mit ,b*, falls sie
Ende einer Waagerechten sind, und mit ,a“ sonst, erhélt man
©%(a) und Analoges fiir die anderen Zahlen.

lim ¢"(a) ist iibrigens ein ,Fraktal“ in dem Sinne, dass es sich
selbst unendlich oft enthélt.
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( F F, Fy Fy, Fs Fy Fy F )
A A
/ / / / / / / /
) J/ S S/ /) > der Zeile
// // // // / // / //
]_/ // / // // / // / 1:20
e // / / 7 4 /
_- - 2 / / / /
| LA 9 =291
- - R e ) s
-~ P - 2 / 7
S P P 4 = 92
1/////3’/:/,3’/:/,1///// ] = 923
-7 T e T 16 = 2t
-7 577 00T 100 5 1 32 = 25
-~ 67 15 20 15 6 1 64 = 20
-7 21 35 35 21 7 1 128 = 27
J

Abbildung 1.2: PAscALsches Dreieck mit Zeilensummation und Schrigsum-

men

d) PAscALsche Dreieck
Es gibt > 3 Beweise: Zum einen der inhaltliche Beweis mittels Bino-
mialkoeffizienten, zum anderen kann man einen Induktionsbeweis
angeben; auch der binomische Satz lésst sich benutzen.

Vermutung :

|

w3

J (” - ”) = Fpii(n € Np) (1.2)

14
v=0

Beweis :
I: Induktion nach v — n oder (ganz &dhnlich)
[5]
IL: Mit S, = Y (" - ”) fiir n € Ny hat man
v=0 v
0

SO:Z(O;V):I:Flund

v=0
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fiir n € N ferner

L3]
2
v=0

Sn + Sn—l

— N
_ <
e 2 [
N E 3
Il Il —
AR ;
o » e 3 e + n__u
= w + e
[ [
AN ~
M~ —/—~ T = !
SN Tt I
N N
+ + s 3 2T A N
T L N
_ _ NORNG S S
o o T n
~——— ~— + _ + + Sn
1_20__[ T o~ /T~ I
< N XA hY A N o
+ + | [ A [ [ — — ﬂl/
S S L L NS _
N kzdﬂ T o— _ _ —
N hY — — — IT
S S kZ:+ i e e
N~ — + + A N " — e
=) o — — + + o o
kz__k 1l =} =} kzz._.z__ -
A AY ~—r ~— — i A2 Vlizﬂ
FHev

q.e.d., wegen Formel (1.1)
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e) Es ist

offenbar

(

Beweis :

V-
Y-
Y-
)

"_ Fn—l Fn
N Fn Fn+1

)(nelN)

Induktionsanfang: Erledigt!
Induktionsschritt:

Problem 1 : |[PNF| € N 7 {endlich oder nicht?}

01n+1_ 0
11 —~— \1

Ind.Vor.

N anl—i_Fn Fn+Fn+1

(1.1)

F(nJrl)fl
~~ F.q

KAPITEL 1. PRELUDE

(1.3)
1 Fn—l Fn
1 Fn Fn+1
FnJrl
Fn+1 )
F(n+1)+1
O

Satz 1 : a = (a,)nen, sei eine Folge iiber Ny. Es sind dquivalent [O] :

Qn

)= (1) e

Ln)

c) CLO:O,a1:1,Zayzan+g—1(n€No)

v=0
13]

d) aozo,anH:Z(n;y)(neNo)

v=0
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Beweis :

a:{b) < a)} =: I Induktion nach n, oder

. Qo arp\ 0 1 _ —1-
II. Es ist ((h 0,2) = (1 2),&150 ag=0und a; = 1;

ferner hat man

. * *
B (p—1 + Qp  *

mithin a,1 = a, + a,_1(n € N)

«: (Kapitel 1) Beispiel 1le !
f:{a) < c)} =: Wegen

FO == FQ _Fl

F, = F5—-F,

F2 == F4 —F3
F.. = Fn+1 - F,

F, = Fn+2 _FnJrl

ergibt sich

ZFV:Fn+2_F1:Fn+2_]-7
v=0

also ap =0, a1 =1und )"/ _ a, = Gppo — 1 (n € Ny)

<: Behauptung: a,,1 = a, + a,_1(n € N)

Beweis : Induktion nach n:
0
LA: ay = Za,,+1 = a+a = 0+1 =1 und damit

v=0
1

a3:2a,,+1:a0+&1+1:a1+@2
v=0



16 KAPITEL 1. PRELUDE

I.S.: Fiir n € N — {1} hat man

U1 + ap, = nzﬂa,,+1+ia,,+1
S St
- nZi(aV+aV_1)+2

= CL0+(11+ZCLH+1
n=2

n
=0

q.e.d.
v:{a) & d)} Ubung!
O
Korollar A :
a) Fiir n € N ist
Fo1Fpy — F2=(=1)" (1.4)

(1.4) heiBt CAssiNnische * Identit#t gelegentlich auch STMSONsche
®> Formel.

4 Giovanni Domenico (Jean-Dominique) Cassini (I) (*8.6.1625 Pernald (Genua);
114.9.1712 Paris) bedeutender Astronom, Mathematiker, Prof. in Bologna (Nachfolger
von CAVALIERI). Leiter der Pariser Sternenwarte — wie auch sein Sohn Jacques, dessen
Sohn César-Francois Cassini de Thury und dessen Sohn Jean-Dominique Comte de Cassi-
ni ! — Rotationsperioden von Jupiter, Venus, Mars, Entdeckung von vier Saturnmonden;
Cassinischer Streifen (Teilung) zwischen ersten und zweitem Saturnring; Planeten als Ro-
tationsellipsoide; Mondbewegung; Cassinische Ovalen (Verallgemeinerung der (Bernoulli-
schen) Lemniskate [ebene Kurve in der Form einer liegenden Acht])

— Identitét: Histoire Acad. Roy. Sc. Paris année 1680, Seite 309 (201 bei Knuth!).

® Robert Simson (*14.10.1687 West Kilbride, Ayrshire Schottland; 11.10.1768 Glasgow):
Prof. in Glasgow, edierte Werke von PAPPOS und EUKLID
— Formel: Phil. Trans. Roy. Soc. London, 48, I (1753), S. 368-376
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b) Fir m,n € Ny gilt
Fan+Fm+1Fn+l = Fm+n+1 (15)

c) Jede zweite Fibonaccizahl ist Summe zweier Quadrate, genauer:
Jede Fibonaccizahl ungeraden Indexes u ist Summe der Quadra-
te zweier konsekutiver (d.h. aufeinanderfolgender) Fibonaccizahlen,
und zwar von F u1 undF' uil . Umgekehrt ist damit die Quadratsum-
me irgendzweier aufeinanderfolgender Fibonaccizahlen F), und F),
eine Fibonaccizahl, ndmlich Fj, ;.

Beweis :

a) I. Induktion nach n! Oder
II. Anwendung von Determinaten-Funktion auf Formel(1.3) aus
(Kapitel 1) Beispiel le, siehe auch (Kapitel 1) Satz 1b, liefert

0 1\"
()
b) I. Induktion nach n! Oder
IT. Fiir m = 0 oder n = 0 erweist sich Formel(1.5) trivialer Weise
als richtig.
Seien also m,n € N: dann folgt

Foin-1  Foin (o 1\ /o 1\" /0 1\"
Foin  Frms) ~— \0 1 “\1 1) \1 1

(1.3)

mel Fm anl Fn
~~ F, Fna F, F,

(1.3)

Fn—l Fn
Fn Fn+1

—
(1:3)

FoiFop — F = =(=1"

11

_’01

. * *
B * Fan+Fm+1Fn+1 ’

also Fy, F,, + FeranJrl = Fm+n+1
¢) m=n € Ny in Formel(1.5) eingesetzt ergibt:

Fp+ Fily = Fon (1.6)

Satz 2 :
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a) Es gilt F' /7, sogarF'|n_g13./, d.h.
F, < F,i1(ne N—-{1}) (1.7)

b) Fiir n € Ny ist

n—1<F, < (g)n (1.8)

und fir n € N — {1, 2} sogar
9 n
-] < F, 1.9
(3) (19)

a) Wir zeigen Formel (1.7) durch Induktion nach n:

Beweis :

LA: F,b=1<2=F<3=F,
LS. Fn+1 :Fn+Fn—1 R Fn+l+Fn:F(n+1)+1 :Fn+2
Ind.Vor.
Der Rest folgt triviall

b) Der Teil n —1 < F, aus Formel (1.8) wird durch Induktion nach n
mittels Formel (1.7) bewiesen: Ubung!

Auch der Teil F), < (g)n folgt mit Induktion nach n:
LA: Fpb=0<1= (g)o, Fl=1< (g)l

I.S.: Wegen 72 < 75 hat man g +1= % < %5 = (2)2,
also

Fpor = F, + F, < N (2 "
n+l1 — 4L'n n—1 3 3
Ind.Vor.
5\"' /5
2 241
) G+
5 n+1
< —
(5)

Der Beweis der Formel (1.9) liuft ganz analog: Ubung !



Kapitel 2

Die Binetsche Formel

Bemerkung 2 : Nichstes Ziel ist eine explizite Darstellung von F;,, d.h. eine

moglichst einfache Formel der Art F,, = ..., wobei auf der rechten Seite
keine Fibonaccizahlen auftreten sollen.

Dazu:

Erinnerung 2 Erzeugende (generating) Funktionen: — auch als ,ars in-

veniendi “ (Kunst zuler]finden; {ars: lat. Kunst, invenire: lat. finden,
erfinden}) oder ,filum cogitandi“ (Denkrichtschnur {filum: lat. Faden;
cogitare: lat. iiberlegen}) bezeichnet.— Um eine Folge o = (ay,)nen, -

etwa iiber R oder auch C - zu untersuchen, betrachtet man Zanx”

n=0
als Funktion von R in R bzw. C in C (seit dem Barock: ABRAHAM
MOIVRE 1722, DANIEL BERNOULLI 1728, JAMES STERLING 1730 und
LEONARD EULER 1741 ff.).

Vorteil: a wird als Ganzes gehandhabt und viele - analytische ! - Beziehun-
gen helfen; ferner kann hergeleitet und muss nicht geraten werden.

Nachteil: Gewisse Konvergenzfragen, die jedoch recht salopp behandelt wer-
den konnen, da es zum einen bekanntlich - Formale Sprachen ! -
eine ausgebaute Theorie sogenannter , Formaler Potenzreihen iiber
Halbringen® gibt, zum anderen aber auch die so erhaltenden Bezie-
hungen anders (etwa durch Induktion) bewiesen werden koénnen.

Dazu:

a) Fir |z] < 1 gilt

n+1_1 1

211. nh—{{olozx nh—>ngo x—1 :1—,1'

19
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KAPITEL 2. DIE BINETSCHE FORMEL

gliedweise Differentiation innerhalb des Konvergenzintervalls bzw.
-kreises bei z # 0 liefert

[e's) [e%S) o0

1 n n—1 d n

— E nx = E nx = —X

T dx
n=0 n=0 n=0

also

EOO na = "
T (1 = )2
— (1—2)
fir |z| < 1, da auch fiir x = 0 richtig.

Abermalige Differentiation von Z nz" ' =(1—-x)?

n=0
S

ergibt Zn(n — 12" = (=2)(1 —2)7(-1) = (1—x)®

n=0
mithin Z (Z) "= (1—x2)7?,
n=0

o0

n z?
und daher Z (2)95" = a—ar fir |z < 1

n=0
Allgemein (Beweis als Ubung!) erhilt man so

> (Z)x” - ﬁ(k’ € No, |z] < 1) (2.1)

n=0

Sei nun ¢ = (¢n)nen, Mit go = 1 und ¢,11 = ¢, +2n+ 3 fiir n € Ny
Die erzeugende Funktion @ von ¢ wird fiir || < 1 betrachtet:

AR PR
n=0 n=1

NP, 1+$Z:0qm+1xm

= 1+£Z(qn+2n+3)x"

n=0

= 1+xQ(x)+2xan”+3xe”
n=0 n=0
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mittels (2.1) - fiir £ =1 und k£ = 0 - folgt

22?2 R
1— =1
und daher
i S = Q) = Lo, 2a° L3
It = T1l-2 (1-2p  (1-a)
n=0
G n . n n G n
= T —i—ZQ(Q)x —I—Z?mx
(2.1) n=0 n=0 n=0

= i(l +n(n —1) + 3n)a"”

n=0

also g, =1+n*—n+3=n*>+2n+1=(n+1)>
(In der Tat: go = (0+ 1)*> =1 und

Gni1 = @u+2n+3 = (n+1)2+2n+3 = n*+4n+4 = ((n+1)+1)?

Satz 3 : (Binetsche Formel 1843°): Es ist

F, =572(y" —5")(n € Ny) (2.2)
mit v = 1+2‘/5 = 1,6180339887498948482045868343656381177203. . . 7
und ¥ = 1’2\/5 = —0,618033988749. ..
Beweis :

6 JACQUES PHILIPPE MARIE BINET (*2.2.1786 Rennes, 112.5.1856 Paris), Prof. an der

"Ecole Polytechnique (Nachfolger von Po1ssON) und am Coll’ege de France, Akademie-
mitglied und Chevalier de la L’egion d’Honneur:
Grundlagen der Matrizentheorie (Multiplikationsregeln 1812), Analysis, Zahlentheorie
(Euklidischer Algorithmus) — Formel: Comptes Rendus Paris, 17 (1843), Seite 563. - Je-
doch schon bei P. BERNOULLI: Commentari Acad. Sci. Petropol, 3 (1728), Seiten 85 -
100

7 Erstmals als Dezimalzahl - ~ 1,61803340 - 1597 in einem Brief von MICHAEL
MAESTLIN (*30.9.1550 Goppingen, 120.10.1631 Tiibingen) — Mathematiker und Astronom,
Diakon in Backnaug, Prof. in Heidelberg und Tiibingen; sein Nachfolger war WILHELM
SCHICKARD! — an seinen Schiiler und Freund JOHANNES KEPLER
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I:
II:
oder III:

KAPITEL 2. DIE BINETSCHE FORMEL

Induktion nach n oder (&hnlich!)

Mit o = (an)neNO und a,, = 5~ %(”y )
hat man ag = 52(7° —7°) = 5_%(1—1) 0
und wegen
1
7—7:5(1+\/5—1+\/5):\/5 (2.3)
auch a; = 57 2(y! —7!) = % =1
Ferner gilt
v+ =1und (2.4)
1+2V5+5 2+2v5 1++5
o] 1 +— +— +7 (2.5)
daher auch
T =1=7)=1-2y+7=@5l -2y +1+7
pu— —_ pu— _— = ~ 2.6
2—y=141—-7y = 1+% (2.6)
(2.4)
was fiir n € N bedingt:
oyt a, = 5TE(TI T4 gn -
= 520" (14 -7 (1 +7)
_ % n+1 —n+1
= 50" =7
(2.5,2.6)
= An41
und somit a = F'
Sei ¢ die erzeugende Funktion von F', also ¢(x Z F(n

R[C])
Nach (1.8) ist F), < (g)n, also {/F, < 2 und damit fiir den Konver-
genzradius r von ¢ bekanntlich.
1 1 3
==->0

= > =
lim sup /| F,| ~ 3 °
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Fiir [z] < 2 <1 folgt daher

p(r) = Z Foa® = Z(FnJrl = Fq)z"
n=1

n=1

00 0o
= E Fn—l—lxn - E Fn—lxn
n=1 n=1
1 00 00
_ n+1 n+1
N ;5 F’nJrl'CIj _xE anlx
z#£0 n=1 n=1

1 o0
= ;(Z:o Fopx™ — Fl”Y) - 3580(75)

p(@)
- Y q_
- ()
somit zp(z) = ¢(z) — x — 2%p(x) (auch fiir z = 0)
daher (2° + 1 — 1)p(x) = —z oder () = 5.
Die Nullstellen x1, zo des Nenners ergeben sich zu

1 +
33'172 = 5(—1—\/ 1 + 4)

also r1 = =y und z, = —v
Partialbruchzerlegung von ¢(x) liefert damit

T a b a b

— = + — + ;
?»+rxr—-1 o411 -39 x4+75 T+47
folglich ax + ay + bx + by = —x
und
a+b = -1
ya+7b =
—a—vb = v

= (ﬁ—v)b:%alsob:_Tgunda:—b—lzi—lz

75
(2.3)
7?[‘5/‘?’ = %,wegen
(2.3)
N=T-7T =7-1+7) =-1 (2.7)
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—oder, da (2.5) und (2.6) zufolge v und 7 gerade die Losungen von
=14z (2.8)

sind, VIETE! — somit

:L( WA )
5\vr+7y yr+9y

1 ~1
~~/5\ywz—-1 Fr—1

also F,, = Vn\;;n (n € N) {Koeffizientenvergleich }

oder auch IV: Berechnung von 7:

a) Taschenrechner oder Computeralgebrasysteme

oder ) ,von Hand“: Mit xy = % als ,,guter* Niherung fiir /5 hat man
nach HERON (bzw. NEWTON!)

1(9 5) 181480

2\4 7 2 36
1161 161
236 72
und daher
v = % 1 %) = 72;_771261 = %Zéhler und Nenner sind Fibonaccizahlen
=1,61805

also einen relativen Fehler < % %o0!



Korollar A : Fiir n € Ny gilt sogar, dass
F,, gleich :Y/—ng gerundet zur néichsten ganzen Zahl ist

oder

ot

3

o Lj/—n_j fiir gerades n
" 1[2%] fiir ungerades n

S

Beweis : Zum Nachweis von (2.9) geniigt (2.2) zufolge

i
V5

zu zeigen: Induktion nach n:

1
< §(n € Ny)

I.A.: Esist v/5 > 2 und so

’70 R
V5l Vb2
I.S.: Wegen v/5 < 3 gilt
=Yooy
=T
und daher
—n—+1 =n 1
T e < 1=
V5 V55 2

Der Rest [also Formel (2.10)] folgt mit (—1)" ==

Korollar B : Fiir n € N ist

YV'=Fy+ F,iund " = F,7+ F, 4

Beweis :

I: Induktion nach n

25

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)
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oder IT: Wegen

= = v (2.14)
—~— ——
V5 (2.7) V5 (2.3)
hat man
1 n+1 —-—n n—1 —n—1
Fy+Fo = ﬁ(v =YY T
1
= =D+ =
—~—
(2.7) V5
-
(2.14)
Fiir " ganz analog!
OJ
Korollar C : Es gilt
Fy
lim F“ = (2.15)

Beweis : Fiir n > 1 hat man (2.13) zufolge

anl B ,}/anl ’
also
lim 7 = lim —liml = 0-1
(2.12),1

und mithin

lim = y

n—oo




27

Korollar D : Fiir k,n € N ist:

- n
Z (V> Fyre = Fontk (2.16)

v=0

speziell,

i (Z) F,=F, (2.17)

v=0

Beweis : Man hat

" /n 1 «— /n
Fu T v+k _ vtk
> (V> 5 2 (V> (v 7

v=0 (2.2)

Bemerkung 3 :

a) v wie ,goldener Schnitt“ (siehe Kapitel 3!), meist ¢, auch ®, von
deidias (PHEIDIAS: ¥~ —490 Athen, f~ —438 Athen?; bedeuten-
der griechischer Bildhauer, siehe Kapitel 3), oder frither 7 von Toun
(Tomé Schnitt), gelegentlich auch o (VOROBIEV) und fiir 7 entspre-
chend ¢ oder ¥, bzw.® oder U, und f3

b) (2.2) bzw. (2.9) oder (2.10) ist natiirlich starke Hilfe fiir Untersu-
chung von F' (siehe auch Korollar B, C, D). Mittels (2.2) ldsst sich
F leicht auf Z—- sogar auf Roder C(dann allerdings mit Werten aus
C) — erweitern:

- 1

F=z—5720"-7)
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¢) Rekursion: (ganz analog auch allgemeiner fiir grofere Rekursions-
tiefen als 2): L = (K, +,-) sei ein (kommutativer) Korper - etwa
K =R,Q oder C -, a,b € K und R die Menge der Folgen (a,)nen,
iiber K mit

(*)apt1 = aay, + ba,_q

fir n € N, also R = {(an)nen,|¥n € No(a, € KA (n# 0= (x)))}
Dannist R = (R, +) ein hochstens 2-dimensionaler -Vektorraum.
Seien «,f und 0 aus R, etwa @ = (ap)neng, 8 = (bn)nen, und
0= (dn)neﬂ\w:

I: R+ (0, denn die Nullfolge (0),en, € R

IT: Mit ¢ € K hat man

Caps1 = claa, + ba,—1 = a(cay,) + b(ca,—1)
(*)

also ca = (cap)nen, € R und wegen

Apt1 + anrl =_aa, + banfl + @bn + bbnfl
(%)
= a(a, + by) + b(an—1 + b,—1)(n € N)

auch a + = (a, + by)neny € R

III: dimR < 2: zu zeigen: a, (3,4 sind linear abhéngig:
Die lineare Abhéngigkeit von (ag,aq), (bo, b1) und (do,d;) be-
dingt die von a, 3, §: Mit (z,y, z) € K*\{(0,0,0)} und a(ag, a;)+
y(bo, by) + z(do,d1) = 0 hat man

Tapy1 + Ybuy1 + 2dyg = x(aa, + ba,_1) + y(ab, + bb,_1) + z(ad,, + bd,,_1)
= a(za, + yb, + 2d,) + b(xan_1 + yb,—1 + zd,_1)

fiir n € N (Induktion nach n) und damit die lineare Abhéngig-
keit von a, 3,d. Nun sind aber (ag, a;), (bo, by) und (dy,d;) li-
near abhéngig — Vektoren in der Ebene! — also auch «, 3, 9.

: Basis fur R 7 Ansatz: (2,)nen, = (2")nen, Denn
2" =2, = ax, +br, 1 = ax™ +ba" " (n € N)
fiir n = 1 speziell

(x#)2® = ax +b
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IC habe eine von 2 verschiedene Charakteristik — d.h. 1 4
1 # 0, also wa. K # GF(2) — und es sei a* # —4b.
(**) hat nun - bei geeignetem a,b und K - die Losungen
212 = H(aXV/D) mit D = a? +4b_= 0

Vor.
Seien § = (a7 )nen, und n = (2%),en,. Dann ist die Menge
{&,n} eine Basis von R und R nach Obigem 2-dimensional:

a) &,n € R: Firn e N folgt

n+l _ n—1_2
Ty =T I
n—1
= x ari+b
=1 (azx1 +D)

(%)
= az} + by

also £ € R, und entsprechend fiir n

B) & und 7 sind linear unabhéngig: Mit u,v € K und 0 =
u€ + vy = (uzh + vrl)en, folgt fiir n = 0 und n = 1
speziell

(% %)0 = ual + vy = u + v
und

0=wuxr; +vry

wegen D # 0 daher v = 0 und (***) zufolge v = 0.
Fiir a = 1 = b hat man - in R- insbesondere a® = 1 # —4 =
—4b und somit x5 = %(1f\/1 +4) also 1 = yund xy =7,
und die Existenz von u,v € R mit F' = (uy" + v7")neny,
speziell Fy =0 = u + v und F} = yu + 7Fv. Multiplikation
der ersten Gleichung mit v und Subtraktion der zweiten
1

liefert (v —7)v = —1, also (2.3) zufolge v = Z und u =

T % mithin ist £, = j/_’% - 7/—"5(71 € Ny), d.h. wiederum
(2.2).
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d) (Ver)Schiebungen|shifts]:
Mit « ist jede aus a ge(ver)schobene Folge [shifted sequence]:
eine Losung von (*) aus c),
alsoi o € R = Vk € No(ag = (anik)nen, = ax € R) denn a, 4441 =
Gy + by
sodann ii «, aqlin.unabh. < (ag, a1), (a1, az)lin.unabh.
Beweis :
«: Trivial!
=: durch Kontraposition:
(ap,a1), (a1, az) seien liniar abhéngig, dann sind geméf
¢ IIT auch «, a liniar abhéngig

UJ
Ferner iii (ag, ay), (a1, az)lin. unabh. < ba2 + aapa; # a3

Beweis : (ag, a1), (a1, a2) lin. unabh. < das Gleichungssystem

apx + a1y =0
a1x + ay =0

hat nur die triviale Losung

Qo
a1

&0 #

a1
" ' = agay —aj = ap(aa; +bag) —a; = baj +aapa; — a3
2

0J
SchlieBlich iv {a, oy} Basis von R < ba? + aapa; # a?
Beweis : {a, a;} Basis von R & (ag, a1), (a1, az) lin. unabh.
(), (@)
< bal + aapay # a3
(i)

0
Mit G = (Fpi1)nen, ist (iv) zufolge {F, G} eine Basis V = (v, +),
dem 2-dim Vektorraum der Losungen von (*) fiir a = 1 = b, da ja

1-Fi+1-FyFy,=0+#1=F}
Damit ist gezeigt: Jede Losung o = (an)nen, VON Qi1 = ap + Qp_q

ist Linearkompositum von F' und G, es gibt also u,v € R mit a =
uF +vG
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Fir k£ € Ny existiert nach (i) daher auch w,v € R mit der Eigen-
schaft Fipy1 = ub,_1 +vF,(n € N); fir n = 1 und n = 2 gilt
damit

Fypo =uFy+vFy =0
und Fiy3 =uFy +vFs =u+v=u+ Fiyo
also u = Fyy3 — Fpyo = Fly
und mithin

Fn+k+1 - Fk+1Fn,1 + Fk+2Fn(n G N), (218)

was aber auch leicht aus (1.5) folgt.

e) Lucas-Zahlen: Die Losung L = (Lj,)nen, von (*) in c¢) ebenfalls
mit a = 1 = b und den Anfangswerten Ly = 2 und L; = 1 wird —
meist — Folge der Lucas-Zahlen® genannt:

n | L, n| Ly, n L,
0| 2 6| 18 12 | 322
1] 1 71 29 13| 521
21 3 8| 47 14 | 843
3| 4 91 76 15 | 1364
41 7 10 | 123 16 | 2207
5111 11 | 199 17 | 3571

Tabelle 2.1: Die ersten 17 LucAszahlen

—
I

Analog dem Ende von ¢) hat man Ly =2 = v+ v und L; =
Yu 4+ v, mithin Viv _= (y =) =2y -1 =14++/5—-1=

>

(2.3)

2.3

alsov=1und u=2—v=2—-1=1, was allgemein
L,=~"+7"(n€N) (2.19)

liefert.

Natiirlich gibt es viele Beziehungen zwischen F' und L , etwa

L,=F, 1+ F,1(n €N) (2.20)

[Der Beweis ginge mit Induktion, enfillt hier, da ,langweilig®] oder
Fy,

L, = F—Z(n eN) (2.21)

8 Lucas siehe Fussnote 3); Folge in ,Nouv. Corresp. Math., 2 (1876), Seiten 201 -
206¢. — Jedoch schon bei LEONARD EULER in seiner ,Introductio in Analysin Infinitorum,
Lausanne 1748“.



32

KAPITEL 2. DIE BINETSCHE FORMEL

NI

Beweis : F,L, =, 572(y" =7")(7" +7") = 2= = Fn

——
(22,2.19) (2.2)
O
Kombination von (2.20) und (2.21) ergibt:
anan -+ FnFnJrl = an(n € N) (222)

(aber auch aus (1.5), Korollar zu Satz(Kapitel 1) Satz 1 b) mit
m=mn-—1)
Ferner hat man

Fan
Ln+1 o 57(”:11) o FnF2n+2
~— Pn
L, ooy Fo1Foy,
_ Fn .F2n+F2n+1: Fn .(1+F2n+1)
Fn+1 FQn Fn+1 FQ"
also (2.15) geméf
. Ln+1 1 72
| =—(1 = — = 2.23
(2.5)

und allgemeiner fiir jede Losung o = (ay,)nen, von (*) mita =1=1»5
und a,, # 0 nach c), Ende, entsprechend

Upg1  wy"T oyttt uy UV%H

an uyt oyt u+vzn

fiir u # 0 hat man wegen % = —712 also
(2.7)

. Ap+1 uy
lim = — =

n—oo u

v (2.24)

— was wiederum (2.23) und (2.15) beweist —

an _ . .
tl—y (u=0 = v ist dabei wegen

und fir v = 0 schlieBlich lim
n—0oo

a, # 0 ausgeschlossen!)
Nach d) gibt es reelle r und s mit L = rF + sG:

Speziellist 2 = Lo=rFy+sGo=7r-0+s-1=s
und 1 Li=rFi+sGi=r-1+s-1=r+2

alsor = -1
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mithin
Ly = —F, +2G,, = 2F,, — F,(n € Ny) (2.25)
was tibrigens fiir n = 0 trivial ist und fiir n € N aus (2.20) folgt:
Ly=F. a1+ Fn=Fua—F,+F0=2F.—F,

Umgekehrt ist auch {L, M} mit M = (L,+1)nen, nach d) eine Basis
von V(siehe d)), da gemif d,iv) jal-LZ+1-LoL; =224+2-1=
641=L2

Es gibt also u,v € R mit F' = ulL + vM,;

speziell ist 0 = Fy = ulg + v My
=2u+v
1=F =ul{+vM;
=uly +vls
=u+3v
ferner 2u 4 6v = 2
oV = 6v — v+ 2u—2u =2

2
V==
5
) 1
U == ——
2 5
und somit
L, 2 20,01 — L, L,_ L,
Fp= =Sl = 2t 2l D ¢ ) (2.26)

was aber auch schon aus (2.20) folgt:

Lyt + Lust = Faoa + Fo + Fu 4 Fog
(2.20)
= F,— Fy 1 +2F, + Fy+ F
= 4F, + (Fpiy — F_y)
=5F,

Damit lassen sich Identitéten (einfach) ,iibersetzen®: Fiir n € N
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liefert (1.4) etwa

1
(_1)n =Fy b — Fﬁ = %((Lrw? + Ln)(Ln + Ln+2) - (Ln,l + Ln+1)2>

1
= 2_5((2Ln - Ln—l)(QLn + Ln-‘,—l) - Lifl - 2Ln—1Ln+1 - (Ln—l + Ln)Q)

1
= 5e (4L + 2L (Lnst = Loy =3Ln 1 Lnss =205 = 2Ln Lo — Ly)

————
=Ly

1

= 5z (0L% = Lao1(38Ln11 +2 (Lu_1 + Ln)))
————
Ln+1

5
= 2_5(L72—L - Ln—an—l—l)

also

L? — L, 1L,y = (—1)"-5(n € N) (2.27)

n



Kapitel 3

Der goldene Schnitt

Bemerkung 4 :

a) Hier und im Folgenden wird bei geometrischen Betrachtungen stets

die Anschauungseben, euklidische Ebene, oder der 3-dimensionale
Anschauungsraum, euklidischer Raum, kurz Ebene oder Raum zu
Grunde gelegt: R? oder R?

Fiir Punkte P und @) bezeichnet PQ die Strecke von P nach
@, i.e. die Menge der Punkte zwischen P und @ — inklusive der
Endpunkte P und @ — und PQ ihre Linge.

Fiir P # @ sei PQ die Gerade durch P und @)

Empfehlung: ALBRECHT BEUTESPACHER / B. PETRI: Der Gol-
dene Schnitt, Heidelberg, Berlin, Oxford; 19962, 187 Seiten > 300
Literaturhinweise!

Definition 2 Major, Minor, Goldener Schnitt:

A und B seien irgendwelche Punkte:

a)

A)

Satz 4 :

Wird AB durch S(€ AB) so geteilt, dass AS > SB > 0 ist, heiBe
AS Major und SB Minor von AB (beziiglich S).

Eine Strecke ist stetig oder im Goldenen Schnitt geteilt, wenn
sich die grolere Teilstrecke zur kleineren verhélt wie die Gesamt-
strecke zur grofleren Teilstrecke; mit anderen Worten: AB ist durch

S stetig geteilt mit Major M = AS und Minor m = SB im Falle
M _ M+m

m M

35
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Eine Strecke ist genau im Falle
M =~m (3.1)

stetig geteilt mit Major M und Minor m

Beweis : Per definitionem hat man z = % = W =1+ i oder wegen

M > m > 0, also z > 0, dann #quivalent 2 = z + 1 und wegen (2.8)
und x > 0 damit gleichwertig v =z = &

m

O

Satz 5 Konstruktion des Goldenen Schnittes mit Zirkel und Lineal:

GeméB folgender Konstruktion wird die Strecke AB mit A # B durch
S stetig geteilt: Errichte auf AB in B ein Lot der Lange r = ATB mit
Endpunkt C' Der Kreis um C' mit Radius r schneidet AC' in D und der

Kreis um A mit Radius AD die Strecke AB in S.

2r

Abbildung 3.1: Konstuktion des Goldenen Schnittes

Beweis : Mit s = AD folgt sukzessive
s 42sr = (s+7)* = (2r)* +1r* = 52
2 = 2sr—4r*=0

1 +
S12 = 5(—2r—\/4r2+16r2)
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wegen s > ( also

_ ! +2\/5(27“ — (V5 1))

= ~(2r—s)=+SB

und nach (Kapitel 3) Satz 4 damit das Gewiinschte.

g

Bemerkung 5 : Es gibt - seit dem Altertum - sogenannte Goldene Zirkel,

mit denen man einfach stetig teilen kann (etwa bei Schreinern!):

a) Reduktionszirkel: (siehe Abb 3.2) M =ym

Abbildung 3.2: Skizze eines Goldenen Zirkels

Nach dem Strahlensatz gilt dann g = % =7

b) Komfortabeler: (sieche Abb 3.3) M =ym

Abbildung 3.3: Skizze eines komfortabeleren Goldenen Zirkels

Behauptung: x = vy
Beweis: Ubung !

Erinnerung 3 : Sei n € N\ Ay: Die Winkelsumme im n-Eck ist (n — 2)m,

genauer: die Summe der Innenwinkel eines ebenen konvexen n-Ecks ist
(n — 2)7m (Beweis etwa mittels Induktion und Winkelsummen Dreieck!)

Satz 6 : § = AgA1A3A3A, sei ein ebenes reguldres - d.h. gleiche Seiten,
gleiche Winkel und konvex ! - Fiinfeck (Pentagon), [sieche Abb 3.4]:

Dann gilt:

a) Jeder (Innen)Winkel hat 108°
b) Alle Diagonalen sind gleich lang: Vm,n € Us : A, A42) mods =
AmA(m+2) mod 5
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Abbildung 3.4: Skizze eines K

c¢) Jede Diagonale ist parallel zu ihrer gegeniiberliegenden Seite: Vn €
Us : ApnA(n+2) mod 5| Am+3) mod 5A1n+5) mod 5

d) Zwei Diagonalen, die keine Ecke gemeinsam haben, teilen sich ste-
tig.

e) Eine Diagonale verhilt sich zu einer Seite im Goldenen Schnitt:
Vm,n € Us : ApApmt2) mod 5 = YAnAm+1) mod 5

Beweis :

a) Die Winkelsumme von § ist (Kapitel 3) Erinnerung 3 zufolge (5 —

2)m = 37 und fiir einen Winkel hat man daher % = 3-36° = 108°

b) Wegen Transitivitit der Gleichheit geniigt zu zeigen AD = BD
[sieche Abb 3.5]

und dazu <BAD = a = (= <ABD:
Wegen AE = ED ist ¥DAE = 6 = ¢ = 4ADE,
also 20 == 180° — 108° = 72°, d.h. 0 = 36° und daher o« = 108° —
36° = 72°;
ebenso folgt fiir § = 72° und somit o = 3.

¢) Aus Symmetriegriinden geniigt zu zeigen: AB||C'E [siche Abb 3.6]
Das Lot von D auf AB habe den Fulpunkt F' und schneide CE in
S; Es sei 9FSC = aund <BCS = f3
Nach b) folgt 3 = 72° und nach (Kapitel 3) Erinnerung 3 damit
04\:/2 - 180° — 90° — 108° — 72° = 180° + 90° — 180° = 90° was

E3,a)
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108¢

ma

B

Abbildung 3.5:

AB||CE beweist (gleiche Wechselwinkel bedingen Parallelitét!)

d) Aus Symmetriegriinden geniigt es, die Behauptung fiir BD und CE
zu zeigen: [siehe Abb 3.7]

D_azu seien S der Schnitt von BD mit CE sowie a = ES und b =
CS Nach dem Beweis von b) ist v = <DES = 36° und § =

JSDE = 72° also « = 4DSE = 180°— (3 — ~ = 180° —
720 36°
108° = 72° = 3
d.h.
(x)a = DE
und somit
B BE _a+b
~— CD~~ a
Strahlensatz,undc) ()
e) Nach d) hat man (mit den obigen Bezeichnungen) % = ot — 5
O

Korollar A Konstruktion eines Pentagons der Seitenlédnge a mit Zirkel und
Lineal: Etwa:
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Abbildung 3.6:

a) In Figur zu Satz 5 (Abb: 3.1) schneide der Kreis um A mit Radius
s den um S mit Radius SB in 7. Der verdreifachte stSAT sei a.
A, B,C, D, E seien Punkte mit AB=BC =CD=DE=FA=a
und SABC = <BCD = J4CDE = « dann sist ABCDE ein
Pentagon der Seitenlénge a.

b) Der Kreis um den Mittelpunkt M einer Strecke AB mit AB =
a durch den Endpunkt L eines Lotes in B auf AB der Lénge a
schneide AB (auf der Seite von B) in S. Der Kreis um A mit Radius
s = AS schneide den Kreis um B mit Radius s in D. Ergénzt man
die Punkte A, B, D in naheliegender Weise durch C' und FE, hat
man in ABCDFE ein Pentagon der Seitenlédnge a.

Beweis Nur als Skizze:

a) Mit der Abbildung 3.8

und nach dem Beweis von (Kapitel 3) Satz 6b ist « = 3-36° = 108°,
und damit folgt die Abbildung 3.9

b) Wegen b = ML = /a2 + \/7 “\/_hatmans——+b—

2(14+/5) = va und auch nach (Kapitel 3) Satz 6e das Gewiinschte.
[SIehe Abb: 3.10]

Bemerkung 6 :
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Abbildung 3.7:

a)Name: ,,Goldener Schnitt“ [golden ratio,golden number, golden section;
sectio aurea] wurde als Name erstmals schriftlich in einer Fufino-
te in MARTIN OHMS ,,Die reine Elementar-Mathematik 18352 ©
gebraucht.
Bei EUKLID noch , proportio habens medium et duo extremua‘“,
spater auch , Teilung im dufleren und mittleren Verhéltnis® .
Luca PAcIoLI benutzt ,,divina proportio“ ', ansonsten auch ,,ste-
tige Teilung“ und auch ,sectio proportionalis “ (proportionale Tei-
lung)

b)Geschichte: Goldener Schnitt bereits bei den Pythagordern, mogl. HIPPASOS
VON METAPONT (= —450): Inkommensurabilitdt von Seite und
Diagonale am Pentagon (Dodekaeder), mogl. auch EUDOX0OS VON
Kuipos (*-400 Kuidos, 1-347 Kuidos); Buch 2 Satz 11 der Elemente
des Euklid explizit.

c)Pentagramm: Der Stern aus den Diagonalen eines reguldren Fiinfecks heifit Pen-

9 MARTIN OHM (*6.5.1792 Erlangen, 11.4.1872 Berlin), Mathematiker, Privatdozent in
Erlangen, Oberlehrer in Thom, Privatdozent und Professor in Berlin — Bruder von GEORG
SIMON OHM (*16.3.1789 Erlangen, 16.7.1854 Miinchen) berithmter Physiker — Der Vater
war Schlossermeister, und erlaubte seiner Tochter ebenfalls eine hervoragende Ausbildung.

10 Luca Pacionr (*1445 Sansepolcro [Toskana, 60 km noérdlich von Perugia; Pie-
ro della Francescal], {1517 ib) Mathematiker, Venedig, Rom (LEON BATTISTA ALBA-
T1!), 1470 Franziskaner, Unis: Perugia, Zaclar(Kroatien), Perugia, Neapel, Rom, Mailand,
(LEONARDO DA VINCI), Venedig, Florenz (Universitdt von Pisal), Bologna (SCIPIONE
DEL FERRO!), Florenz (Santa Croce), Venedig, Perugia, Rom, Sanseplero — Biicher iiber
Arithmetik und Geometrie, speziell ,,De divina proportione “ Venedig 1509
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C

Abbildung 3.8:

tagramm!' [pentagram| (Sternfiinfeck, Drudenfufl, Maarfuf, Al-
pfuB, Alpkreuz, Alfenfufl; Krottenfufl, Druidenkreuz, Namenstapfe,
Pentalpha, Pentangulum, Signum Sanitatis, Signum Pythagoricum,
Pentakel (falls in einem Kreis). Dieses uralte Zeichen - 3000 v. Chr.
in Mesopotamien Piktogramm fiir ,,Ecke* oder ,,Wirbel® - galt als
Symbol der Gesundheit und des Schutzes (z.B. im Faust!); da in
einem Zug zeichenbar, auch Symbol fiir den Kreislauf des Lebens;
ebenso fiir ABRAXAS, Gott der Gnostiker und fiir Ischtar sowie
fiir Venus (Gottin / Apfel, fiinfblattrige Rose) und Planet (un-
gefdhre Bahn). Mittelalter: 5 Wunden Christi, aber auch Symbol
des Teufels (Baphomet, Kopf einer Ziege), Rosetten (Westfenster
von Westminster!). Heute noch oft verwandt: Sowjetsystem, Ro-
ter Stern, Stern der USA, Sterne der EU und viele andere Lénder
(nicht Davidstern, der ist 6eckig!); Deutung: Mensch (Arme, Beine,
Kopf) oder auch 4 Elemente (Feuer, Wasser, Luft, Erde) und Ather
(Quinta Essential). - Islam, Chrysler, Weihnachststerne, Schmuck,

Hgriechisch: mevTapaupos mit 5 Linien
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Abbildung 3.9:

Pflanzen, etc.

d) Im Folgenden Analyse des Grenzprozesses der Quotienten suk-
zessiver Fibonaccizahlen zu ~y: Sieht man sich die ersten Quotien-
ten an: 1;2:1,5;1,6;1,6;1,625;1,61538...;1,61904... so kann man
- iiber Korrolar C zu (Kapitel 2) Satz 3 hinausgehend - vermuten:

Satz 7 : Mit ¢, = F}—:l sowie a,, = @¢op_1b, = ¢2n und d,, = b,, — a,, fiir alle
n € N hat man:

neN / und (bn)nelN N
nen ist Nullfolge

T~
S
3

— ~— ~—

Beweis : Sein € N

a) Formel (1.4) liefert
(%) Fon—1Fony1 — Fy, = (=1)" > 0, also,

(**)FQQTL < F2n—1F2n+17 und damit

FQTL F2n+1
q2n—1 Fyr s Fy, a2 b
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Abbildung 3.10:

b) zu zeigen ist gop—1 = @y < Apy1 = Q2(n+1)-1 = G2n+1: (**) bedingt
FopnFopy1 = Fop(Fony + Fon) < Fop1(Fop + Fong1) = Fop1Fo40

_ Py Fonio
also P2n—1 = Fon1 Fonqa

= @2n+1,
Fiir (b,) analog!

¢) Man hat
dn = bn — Qp = (Q2n — @2n-1
_ F2n+1 o F2n
FQn FQn—l
(BB — F2)
- FQnFanl 2n—14"2n+1 2n
1 1

= ——— < —~n—oo 0
\(/)'/ FQann_l ~~ (2n - 2)(2n — 1)

- (19)

d) Nach a,b,c) ist (an, b, )nen eine Intervallschachtelung, die sich auf
einen Punkt ¢ zusammenzieht, zu dem dann (g, ),en konvergiert.
Fn
wegen q_ > a1 = (pq = 2 = % > 0 und mit Formel (2.5) daher

Fn+1:n_1 M:1+q+lfﬁrn>1d)
lefOlge q= hmn—>oo qn = 1+ -
Fy
a)—d)

e) Wegen ¢, = 2t = = =1+ 3
mzl—i—é,alsofzq—l-lund
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q=7
O
Beispiel 2 :
a) Nach (Kapitel 3) Satz 7 folgt Vn € N : y & fntbs — fnciddom _
% <% + FQ#:I) fiir n = 8 damit (vgl. (Kapitel 1) Beispiel 1a)

1 <F16 Fl?)
U e
2 F15 F16
_ 1987 1507
2\ 610 987
(1,61803278689 + 1,61803444782)

~
~

N =N —

(3,23606723471)
=1,618033617355
also ist der absolute Fehler kleiner als 0, 0000004
b) Es ist

d) Fiir gg7'(221,299) liefert der Euklidische Algorithmus (EA)
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229 : 221 = 1, Rest 78
221
78
221 : 78 = 2, Rest 65
156
65
78 : 65 =1, Rest 13 <= ist ggT
65
13
65 : 13 =5, Rest O
65
0
mithin gg7'(221,299) = 13
in der Tat:
221 =13-17
299 =13-23
damit folgt:
200 78
221 221
221 _9y 65
78 78
18
65 65
65
~ —5
13
also
299 1
—— =14 ——=11.2,1,5
221 + 2+ 1% [ y <y ]
s

Erinnerung 4 EA:
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Fiir a,b € N sei r_9 = a, r_1 = b und n,q,,r, € Ny fir v € U,
eindeutig bestimmt durch

Ty, — qu+2Tv+2 +_TV+1
und 0 < ryq0 < 71y
firv=-2,-1,0,1,....n—4,n—3
undrrnAQ S GnTn—1
=0

Dann ist gg7'(a,b) = r,_4

Mit anderen Worten, als Beweisidee :

Mit
(1
2= (% o)

hat man

0 — (m—l) _ (T’u_2) (€ Upiy)
T Tu—1

da @, invertierbar — mit Q;l = (? 1q ) — fiir jedes p, ist Q =
T

(@) pr=12 = [] Q, invertierbar.
pn=0

Und es folgt
ay  (Tr-2)\ Tn—1\ _ (11" Tn—1
(b) (7"1) Q( 0 ) (Q21 'Tnl)
also r,_1|a, b mithin
(*)rn-1l99T(a,b) = d
und andererseits
() =<(;)
daher r,,_1 € aZ + bZ = dZ

(Da (Z,+, -) als Euklidischer Ring ein Hauptidealring ist !)

und daher d|r,_;, somit (*) zufolge 7,1 = d, q.e.d.
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Definition 3 Kettenbruch, [q, ¢1, ...]; Ndherungsbruch: Sei o € R und
ap = asowie ¢, = [ay, | und a1 = #_qu, falls ¢, # «,, fir v =0,1, ...

«) Die — durch « eindeutig bestimmte — Folge [qo, g1, ...] heifle (re-
gelméBige(r)) Kettenbruch(entwicklung)(Kb)[continued fraction]
von « oder zu a und « auch Wert des Kettenbruchs [qo, ¢1,...] —
wofiir wir auch wie allgemein {iblich ,par abus de langage“ [franz.:
durch Milbrauch der Sprache] o = [qo, q1, ...] schreiben — sowie g,
dann v-ter Teilnenner (v =0,1,...)

Gibt es ein n(n € Ny) mit ¢, = «,, werde der Kettenbruch end-
lich oder abbrechend genannt, sonst unendlich oder nichtab-
brechend.

Existieren — bei einem unendlichen Kettebruch — n(€ Ny) und k(€&
N) mit

ik =@ = e+ Kk(k=0,....,k —1; A € N)

so schreiben wir [qo, q1, -, Gn, Gut1, - Gnik—1) und nennen den Ket-
tenbruch periodisch.

B) Es sei

(2)=()
Qo 1

(P1> _ (chn + 1) -

Q1 - ¢

by Py P Qv _

(Q) o (le.Qy2> ' (1)@ =2,3,..)

heifle der v-te Ndherungsbruch von «

[

Py
Qv



Beispiel 3 : Fiir (Kapitel 3) Beispiel 2c - 4! - ergibt sich

(&%)

a

q1

(8%

=74 = [ﬂ =1
1 1

2

5—1
1 1

Oéo—QO_%+§—1

= [on] = {2(\/5+ 1)

a1 —q1

V5 —1

V5—1

2 1

==
}ZH@ZL

V-1 _ (V5-1)B++5)

T o541 3-5

~2v545-3

4 ,y

|
—_

G2 =

P
und =2

Qo

(o)

Py
Q2

(o)

3
also —

OF

= N

)0 (

WOt — NI W — I

P 1141

Q 1

3
2

) also

9-5

2;
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Satz 8 : Der Kettenbruch von « ist genau dann endlich, wenn « rational ist.

Beweis :

a) Der Kettenbruch von « sei endlich.
Dann gibt es n € Ny mit o, = ¢, € Z C Q
Ist n = 0, haben wir a = o € Q
Sein>0:

Ist o, € @, so auch «,,_1 :

Denn o, _
es war ja: a, =

1
1= o0 T @

1
Qy—1—quv—1

Damit folgt o = ag € Q
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b) Sei a € Q, 0BdA etwa a = § mit a,b € N
Nach dem Euklidischen Algorithmus — siehe (Kapitel 3) Erin-
nerung 4 — gibt es n,p,,r, € Ny fiir v € U, ;1 mit

ro=anr_1=>0
Ty = PuraTyi1 + Tua2(0 < 1ype < rpp)fiir v =—-2,—1,...,n — 3 und
Ty—2 = PnTn—-1,Tn = 0

Alsoistom:&:%:Ti:po+%(0<ro<r,1)undq0:

r—1

_ 3 _ Tv42 _ _
[ag] = po, mit 49 = puio + = und g2 = pyio ferner a, 3 =
1 — Tv+1 — Tv+3 — — : :
g e Pv+s + 755 Gv+s [, 13] = puys schlieBlich
_ -2 __ _ _ _ _
C("_Tzfl_p"undsoqn_"&n—‘_’rn—‘_pn_@n
O

Bemerkung 7 : Wir dehnen den in (Kapitel 3) Definition 3 eingefithrten

Formalismus m.m. dahingehend aus, dass statt [qo, .., ¢,] auch [z, ..., x,]
fiir reelle Variablen xy, ..., x,, mit entsprechender Bedeutung geschrieben
werden darf.

o _ _ 1 . .
Wegen x,, 11 = a1 = po—— also o, = x,, + e gilt dann insbesondere
1
(1, ooy Ty 1] = [T1, ooy T — 1, 2 + xn+1]

Satz 9 : Mit den Beziehungen von (Kapitel 3) Definition 3 gilt

(90 - Q] = %(k =0,1,...) (3.2)

Beweis : Induktion nach &

LA k:O:[qo]:qTO:%
k=1:Mit a=[qg,q]| hat man oy = a« und ¢; = o :ﬁ,also

_ 1 _ qgu+tl _ P
a Qo+ Q1 q1 Q1
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[.S.: Nach (Kapitel 3) Bemerkung 7 folgt

1

(90, s Q1) = Q0 oo Qo—1, @ + —]
qk+1

(qr + =) Pyo_1 + Prio
(Qk + . )Qkfl + Qr2

_ Qk+1(QkPk—1 + Pi_2) + Py
@1 (@ Qr—1 + Qr—2) + Qi1
~ Bugr1 + P

 QuGr+ + Qi

~ DPen

Qi1

Qk+1

O

Als Erinnerung : Es war in (Kapitel 3) Definition 3: Py = ¢y, Qo =
17 Pl = QOQH‘L Ql = 1 PV = qVPV—1+PV—27 QV = quy—l +QV—2(V S

NA{1})

Bemerkung 8 : Die Naherungsbriiche berechnet man etwa geméaf:

do q1 q2 q3 gk
o0 P+l @P+F @Rh+P ... qPp1+ P
1 7 @1+ Qo @Q2+Q1 ... Qi1+ Qr_2

Tabelle 3.1: Schritte im EUKLIDISCHENalgorithmus

zum Beispiel:

1 2 2 2 2
1 2-141=3 2-3+1=7 3-7T+3=17 2-17T+7=41
2 2:-241=5 2-5+2=12 2-12+4+5=29

Tabelle 3.2: Schritte im EUKLIDISCHENalgorithmus am Beispiel

mit 5k
17
E - 1,41

Q—kfurk—o,l,..'alsoéozl;él 2=1,50=1=14;6=
6;0, = 55 = 1,41379...; es ist némlich [1,2] = \/ﬁz 1,414213...

Satz 10 : Mit den Bezeichnungen von (Kapitel 3) Definition 303 gilt

Py P (=D
o G @ FEN (3.3)
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und

ﬁ _ Pr—s _ (_1)k%
O O G " ENVY (3.4)

Beweis : Es ist

(% 1) (QO 1>:<QOQ1+1 QO>:<P1 Po)
1 0 1 0 Q1 1 Q1 Qo

und

Pe1 Py qr 1 _ Po1qx + Pr—o  Pr_y . P, P,
(le QkQ) (1 0) N (QkIQk+Qk2 le) = (Qk le) (ke N\{1})

1L )= () () (0 D6 )-8
(3.5)

Und damit

(*)PeQr1 — QuPry = gl; g;:ll

()

k=0

Ny’
41

s 1’

10
(=1) = (-1

k
k=0
k
k=0

was Formel (3.3) beweist.
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Fir £ € N\ {1} hat man daher

P. P,_
Pk@k*Q - Pk*?Qk = QZ Qz 22

_ ((Pk—l Pk:—Q) (%)
Qr-1 Qr—2/) \ 1

_ (Pk—l Pk:—2)(k 0
Qr-1 Qr—2 1

(6 2 ()]
)

1
| Per Bea2 | @ O
Qr-1 Qr—2 1 1
— (_1)k71+1qk: (_1)qu

(*)

was Formel (3.4)zeigt.
O

Korollar A : Fiir [qo, q1,...] mit ¢o € Ng und ¢; € N fiir £ = 1,2, .. seien P,
und @y wie in (Kapitel 3) Definition 3.

Dann gilt:

a) Qr < Qry1(k € N)
b) k< Qg fir k=1,2,3und k < Qy, fiir k =4,5,..

c) 99T (P, Qx) =1 <% ist also gekiirzt!

Beweis :

a) Fir k € N ist alle Qg—; > 1 und gx+1 € N also Qp < @1Qk <
Ger1Qr + 1 < qu1Qr + Qr1 = Qria
b) Nach Definition hat man

1<qg1 =
2<p+1< Qi +Qi=0Q:
3=2+1<2¢3+1<qg3Q2+ Q1 = Q3

firk>4und k—1< Qp_qfernerk=k—-—1+1<Qr1+1<
GQr—1 + Q-2 = Wk

c¢) Formel (3.3) liefert P,Qx_1 — QrPr_1 = (—1)F™ mithin |P,Qr_1 —
Pr_1Qk| = 1 und daher d = ggT' (P, Qx)|1, also d =1
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O

Korollar B : §, = % sei der k-te Ndherungsbruch von o = [qo, ¢1, ¢o...] mit
qo € Ny und ¢, g, ... € N Dann gilt:

60<52<54...§Oé§...<(53<(51

oL T . . _ P P _ (=DFg
Beweis : Fir £k € N\ {1} ist 6y — dp_2 = O T o0 L0 Vas
(3.4)
0o < 09 < ... bzw ... < 03 < &1 beweist, fiir £ € N analog dop_1 —
6 _ (_1)2k71+1 > O
2k_2vQ2k—1Q2k—2
(3.3)
O

Korollar C : Fiir @« = [qo,q1,-..] mit g0 € Ng und ¢1, ¢z, ... € N sei § =
— 1 1.
QrQry1 < Q%
sukzessiven Nédherungen geniigt mindestens eine - etwa d; - sogar der

% die k-te Néherung. Dann gilt |a — 0| < von zwei

Ungleichnung |o — 0y < ﬁ]
k
.. . _ _ I ) L 1 1 .
Beweis : Esist |a—d;x| < |0pr1—0k| = Orr | = Omar o @ OBdA:
KorB (3.3) KorAa

0 < < 5k+17 dann a — 0, < %(5k+1 — 5k) oder 5k+1 —a < %(5k+1 — (Sk)
was die zweite Behauptung mittels der ersten beweist.

O

Korollar D : Die Kettenbruchndherungen sind die besten rationalen Néhe-
rungen; genauer: Jeder andere Bruch zwischen o und der k-ten Naherung
O = % von « hat einen grofleren Nenner als Q)

Beweis : OBdA sei 0 < 6 < o < dpq

Géabe es P,Q € N (mit g¢T'(P,Q) = 1) und 0 < Q < Qf sowie 0 <

P s PP 1 b1 P 1 s —
g < Ok+1, WiIe 5 — on 2 gy und 5o — 6 2 gy AlSo Op — 0 =

Poyi P P_ P 1 1 1 1
(QM Q) T <Q o) 2 aa T e~ %o 2 G

= 041 — O > Qkék-&-l im Widerspruch zu (3.3)
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Korollar E : Fiir k£ € N sind die F;—:l die besten rationalen N&herungen fiir
.

Beweis : Nach (Kapitel 3) Beispiel 2c ist v = [1] = [1, 1, 1, ...] Nach (Kapitel
3) Definition 3 hat man

@ 1 Fy
5 :—:—:1:_
71 T £
qul+1 11+1 F3
q1 1 F2
5 — Py  Poagr+tPeo Bt B
=

@ Qe+ Qi Qi1+ Qr2

fir k € N\ {1}, also, mit Induktion ¢, = ?’;—:j was mit Korollar D die
Behauptung beweist.

l

Definition 4 Approximirbarkeit von der Ordnung n: a(€ R) heifle appro-
ximierbar durch rationale Zahlen von der Ordnung n(€ N), wenn
es eine — nur von « abhéngige — Konstante K gibt, dass unendlich viele
Briiche £ existieren mit o — £| < %

Beispiel 4 :
a) Jede rationale Zahl ist approximierbar von der Ordnung 1 (— Be-
weis als Ubung)
b) Wegen Korollar C ist jede irrationale Zahl approximierbar von Ord-

nung 2 ist.

Satz 11 : Eine reelle algebraische Zahl o vom Grad n — d.h. « ist Null-
stelle eines Polynoms vom Grad n mit (ganz)rationalen Koeffizienten —

ist nicht von hoherer als n-ter Ordnung approximierbar durch rationale
Zahlen.

n
Beweis : a sei Losung von f(z) = > a,a” = 0 mit ag, ay,...,a, € 7Z und
v=0
n € N sowie a,, # 0.

Es liege (€ Q \ {a} mit p € Z und ¢ € N néher an « als jede andere
Nullstelle von f.

Der Mittelwertsatz liefert f (g) =f (2) — fla) = <£ - a) - f(€) mit

7 q
£(€ R) zwischen o und "
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Es ist ’f (g)’ =
Sei Ky so gewihlt, dass f'(x

auch
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—v

1
— >

£

' Zaypq

L
Ky’

L
7(5)

< \04—3:\ < 1, so gilt fiir |o — 2] <

2 < [,

()] <7

=l

Wir nehmen an, dass o von der Ordnung n—I— 1 approximierbar ist, dann

gibt es eine Konstante K; mit K ’oz < n+1
q

= ¢q- Ky < K; was im Widerspruch zur Behauptung, dass K; eine
Konstante ist, steht.

O

Beispiel 5 :

a)

Sel a = Z wr = 0,1100010... und fiir n € N ferner Z o =

o0

p _ 1
o = EDammist 0 <a—2= 3 & < oy Fir N e N

v=n-+1
und n € N mit n > N folgt 10*+D" = (10”!)nJrl =¢"™ > ¢" und

somit )04 — IE)’ =a— IE) < ﬁ < qlN mithin ist « approximierbar

vom Grade N und nach (Kapitel 3) Satz 11 damit nicht algebraisch
vom Grade < N. Somit ist a transzendent.

Eine quadratische Irrationalitit — d.h. eine irrationale Nullstelle
eines ganzrationalen Polynoms 2-ten Grades — ist nach (Kapitel 3)
Beispiel 4b approximierbar von der Ordnung 2 und nach (Kapitel
3) Satz 11 sind sie damit genau von der Ordnung 2 approximierbar.

Losungen quadratischer Gleichungen mit rationalen Koeffizienten
haben die Form r + sv/d mit r, s € Q und d € Z mit quadratfreiem
d; ist d > 0 sind die Losungen aus R. Die Zahlen o = r + sv/d und
@ = r — sv/d heiBn konjungiert. Konjunktion ist ein involutori-
scher Automorphismus des Rings (besser Korpers) Q[Vd], d.h. im
wesentlichen: @ = a, « £ 3 = @+ § und af = @B (und somit auch
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Kurzexkursion: A sei die Menge der algebraischen Zahlen und T
die der transzendenten, also A{JT = R und AT = . Es ist
|A| = Ny(= |NJ) (Abzdhlung der ganzrationalen Polynome!), also
|T| > Ng, d.h. T ist iiberabzihlbar, genauer |T| = |R|, somit die
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Existenz transzedenter Zahlen beweiesen ist (CANTOR!). (A, +,")
ist ein Korper, ein sogenannter reell abgeschlossener Kérper (anor-
denbarer Korper, bei dem der Zwischenwertsatz fiir Polynomfunk-
tionen gilt.); fiir diese ist die ,elementare Theorie“noch entscheid-
bar! (Tarski) Wichtiges Ubertragungsprinzip! Die Irrationalitiit
von e ist leicht zu zeigen (Taylorreihe, FOURIER!), seine Transzen-
denz jedoch schwer: HERMITE 1873; ebendo wie dir von m, all-
gemeiner die von Logarithmen algebraischer Zahlen: LINDEMANN
1882. GELFOND bewies 1929 die Transzendenz von 2V2 und er
und - unabhingig - THEODOR SCHNEIDER 1934 die von o, falls
0 # a # la, 3 algebraisch und § irrational. (7. Hilbertsches Pro-
blem)

Satz 12 : Der Kettenbruch von o € R\ @ ist genau dann periodisch, wenn
a algebraisch vom Gerade 2 - d.h. eine quadratische Irrationalitét - ist.

Beweis :

a) Der Kettenbruch von « sei periodisch, und zwar

I. reinperiodisch, d.h. In € Nq : « = [ag, ay, ..., @,]. Dann ist
a = [ag,ay,...,a,,a], nach dem Beweis von (Kapitel 3) Satz
9 also o = %, was Qna? + (Qu-1 — Py)o — Pooy = 0

ergibt, also die Algebraizitat von o vom Grade 2.

II. gemischt periodisch, etwa o = ag,...,am,b1,...,b,]|; mit
B = [by,...,b,] (Kapitel 3) Bemerkung 7 und (Kapitel 3) Satz
9 folgt a = %, nach I. ist 3 von der Form p + ¢v/d mit
p,q € Q,d € N, also auch « (,,Nenner rational machen!“)

b) « sei eine quadratische Irrationalitit etwa o = %[ mit a,b,c € Z

und b(> 0) kein Quadrat sowie ¢ # 0. Dann ist a = actvbe? _ ’“Jﬂ[
mit d,k,m € 7Z und d(> O) nicht Quadrat, sowie m]d — k2 da

d— /{;2 =bc? — a*c® = (b— a?)c?. Die Kettenbruchentvvlcklung von
ko-l—\[

« liefert oy = mit ky = k,my = m, also ap = «a, und
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o, = k”;;:/a sowie a, = |a, | und
1
Jrack, 1 + \/gmll+1 = =
B 1
kotvd _
k, —a,m, + Vd
. mu(ku — a,my — \/E)
(ky - aymy)2 - \/32
1 . my D .
also T T Tl mithin
d—(k, —a,m,)? d—Fk
($)mys1 = ( amy) = =+ 2a,k, — a?jmu
m, m,
und analog :1”:1 = (2:(—%,;::)?217 somit
d—(k, —a,m,)?  my,(k, —a,m,)
kV — : = Uity — kV
o my (k, —a,m,)? —d i

(*)
und daher entsprechend
d— (knu —aymy)*  d—k,,

my my

(**)mnqul <
*
)

—~

firv=0,1,...
Wegen my|d — k2 und (*) gilt mg,my,... € Z und (**) zufolge
my|d — ki fir p = 0,1,... Da d kein Quadrat, folgt m, # 0 nach

(*) fir v=0,1,...
Fiir n > 2 hat man
_anPy+ P
‘- C“nanl + anQ
und nach refb5c daher auch
P+ P
O EQu + Qu

also sukzessive
CVOannfl + a627172 = Od_npnfl + Pn727
a_n(aQn—l - Pn—l) - Pn—2 - a6271—2

- Pn—2 - aQn—? . _Qn—2 (a - Qn_2>

o —

an = —
" aQn—l - Pn—l Qn—l
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) — : Pp_2
] P, - 3 o Qn—2 ainleoo Qn—2 a—o
wegen lim = = a # @ ferner lim —3*==% = =2 = 22 —
n—oo @n n—00 @— <=1 a— lim =n=L a—a

n—1 n—oo @n—1

1 und somit die Existenz non N € N so, dass @, < 0 fir n >

N; sei also n > N: Dann ist 0 < a,, — @, = ’“";;:/a — k"n;;/g =
%, mithin m,, > 0 und wegen (**) daher k2, < d und 0 <
m, < d; folglich kénnen kg, kq,... und ebenso mg, mq, ... jeweils

nur endlich viele Werte haben (es sind ja ganze Zahlen!) Es gibt
also minimale Zahlen 7,5 € Ny so dass ¢ < j und a; = a; was
o = [ao, P 0 7 P 0 N 0 T [N &jfl] bedmgt

4

Bemerkung 9 : Teil a) von (Kapitel 3) Satz 12stammt von EULER, 1737,
der Teil b)von LAGRANGE'?, 1770

Satz 13 : Ist d(€ N) keine Quadratzahl, gibt es ein g(€¢ N), n € Ny und
ro, 71y, Tp—1 € N mit \/E = [ga T0,T1y -+ -1, 29] = [ga Tn-1,Tn-2,---,71,70, 29]

Beweis : Literatur etwa ,H. Scheid: Zahlentheorie, BI 1991, 1.9, Satz 25, S.
60f «

12 JosePH-LOUIS LAGRANGE (*25.01.1736 Turin, 110.04.1813 Paris) Genialer Mathe-
matiker, Physiker und Astronom. Er war schon mit 19 Jahren Professor an der Militdruni-
versitét in Turin, dann Prof. in Berlin und Paris. Seine Arbeitsgenbiete waren: Mechanik,
Astronomie, Analysis (Variationsrechnung) sowie Zahlentheorie.
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Kapitel 4

Der Euklidische Algorithmus

Bemerkung 10 :

a) An den Euklidischen Algorithmus, kurz EA oder A2, wurde in
(Kapitel 3) Beispiel 2 und (Kapitel 3) Erinnerung 4 erinnert: wir
benutzen die dortige Notation.

b) Der EA ist auch heute noch wichtig: Zahlentheorie, Kryptologie
(etwa beim RSA-Verfahren), Computeralgebra, Schieberegis-
ter, etc.

c) Ziel: Wenigstens fiir pessimale Komplexitét [worst case complexity]
d.h. Anzahl der Divisionen im ungiinstigsten Falle zubestimmen.

Erinnerung 5: R = (R, +, -) sei ein Ring, i.e. eine (algebraische) Struktur,
ein (algebraisches) Gebilde, eine Algebra so, dass (R, +) bzw. (R, ) eine
abelsche Gruppe (mit neutralem Element 0) bzw. Halbgruppe ist mit
x(y+2) = rzz+yzund (z+y)z = 2z 4+ yz mit z,y,2 € R Ist R
zudem kommutativ, d.h. (R,-) kommutativ, und nullteilerfrei, i.e.
xy=0=2=0Vy=0(z,y € R) werde R Integrititsbereich oder
Intigrititsring [(integral) domain| gennant; ein solcher - mit R’ =
R\ {0} - heiBe euklidisch oder euklidischer Ring im Falle Jp €
NF¥Va € Rvb € R'3g € R:a=bgV ¢(a—bg) < o(b)

Beispiel :
a) Z = (Z,+,-) ist euklidisch mit ¢ = = — |z|
b) R = (R,+,") sei ein kommutativer Ring mit Eins; dann ist
Rlx] euklidisch mit ¢ = p(z) — ~v(p(z)), wenn y(p(z)) der
Grad von p(z) ist (wobei fiir p(zx) = znjoa,,x” mit n € Ny
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und ag, a1, ...,a, € R der Grad definiert wird als v(p(z)) =
max{v|a, # 0}

¢) Der GauB3sche Ring , d.h. Z[i](= {z + yi|z,y € Z}) und * =
—1; ist euklidisch mit ¢ = z + yi — 2 + y*;

Jeder euklidische Ring R = (R, +,-) ist Hauptidealring, d.h. R hat
eine Eins und jedes Ideal - d.h. jede Untergruppe (also Moduln)I von
(R,+) mit RI,IR C I - ist Hauptideal, i.e. wird von einem Element
erzeugt.

Definition 5 Komplexitiat beim EA:

a) Fir u,v € N sei D(u,v) die Zahl der Divisionen beim EA zur
Bestimmung von ggT (u, v)

B) Ferner sei d(n) = min{u € N|Fv € N : v > v A D(u,v) = n} fir
n e N

Beispiel 6 : Das Beispiel gg7'(13,8) also

13 : 8 =1, Rest 5 8 : 5 =1, Rest 3
8 5

5 3

5 : 3 =1, Rest 2 3: 2=1, Rest 1
3 2

2 1

2 :1 =2, Rest O

2

0

und mithin D(13,8) = 5 - man kann sogar leicht d(5) = 13 zeigen - und
Anderes legen die folgende Vermutung nahe:
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Satz 14 : (DE LAGNY '3, 1733): Fiir n € N gilt d(n) = F,,.2 und fiir v aus

(Kapitel 4) Definition 55 dann v = F, 1,

Beweis : Seien n,u,v € N mit v > v und D(u,v) = n. Mit den Bezeich-
nungen von (Kapitel 3) Erinnerung 4 hat man — siehe auch (Kapitel 3)
Beispiel 2d — dann r_, = v und r_; = v sowie bei n Divisionen

T_9 To 1
(*)—=q +— =q + 7
-1 -1 o
+ ! =
o a1+ :—é
. 1
=dq
0 q1 + 1
an—2ti=3
. 1
={d
0 q1 + 1
qn—2+ﬁ

u
= [QO7 q1y---,4n—2, QTL—I] - ;

Sukzessives Einsetzen liefert ferner

Tn—-3 = Gn—-1Tn-2

Tn—4 = Qn—2Tn—3 + Tn—2 = Gn—2Gn—1Tn—2 + Tn—2 = (qn—2Gn—1 + 1)7p_2

Tne5 = Qn-3Tn—4 + -3 = n-3(qn—2Gn—1 + 1)Tn_2 + Gn_17n—2
= (qr—30n—2Gn-1+ Gn—3 + Gn-1)Tn—2

Tn—6 = Gn-aTn—5 + Tn-a = (Gn-aGn—3Gn—20n—1 + Gn-aGn-3 + @n-aGn-1)"n—2 + (¢u—2Gn—1 + )72
= (@n-4Gn—3%n—20n—1 + Gn-1Gn-3 + Gn-a4Gn-1 + Gn—2Gn-1 + )70

u=7r_9="(qoq1 - qu-1+8)Tn_2

wobei s eine Summe von kleineren Produkten der ¢, ist. Damit v minimal
wird, muss r,_o moglichst klein sein, also r,_o = 1, und die ¢, ebenso,
wobei ¢,_1 = 1 wegen r,_s < 7,_3 nicht moglich ist, was nun ¢, = 1 fiir
ve{0,1,2,...,n—2} und ¢, = 2 ergibt, also (*) zufolge:

u

S=[LL. 1)

n—1

13 THOMAS FANTET DE LAGNY (*7.11.1660 Lyon, 111.4.1734 Paris) Nach Jurastudium
in Toulouse Privatlehrer in Paris, Prof. fir Hydrographie in Rochefest, stellvertretender
Bankdirektor, Mitarbeiter der Akademie: u.a. Numerik, 7 auf 120 Dezimalstellen - (Kapitel
4) Satz 14 in M’em. Acad. Sci. Paris, 11 (1733), S.363-364
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Damit folgt
Tho =1=F,

Theg = Qn-1Th—2 =2-1=2=1F}
Tped = QnoTn-3+Tpo=1-F3+Fy=F3+ I =TI}

Tn—v = Qnvi2Tn—v4+1 + Tnopia = 1- Fufl + Fuf2 = Fll

ro=qr1+ro=1-F,_ 1+ I, o=1F,
v=rg=qro+ri=1-F,+F,_1=F+
u=r_o=qr-1+ro=1-Fy1+ Fy= Fyi

O

Korollar A : Seien N € N,u € No,v € Ay_; dann gilt D(u,v) < |, log(3—
7)N]

Beweis : Nach dem ersten Schritt des EA angewandt auf w,v hat man
v > wmodv und so nach (Kapitel 4) Satz 14 die Maximalzahl n von
Divisionen, also D(u,v) < n, wegen (n —1)+2 =n+1 fir v = F,4,
und umodv = F,, Es ist

VB _ V5T _VE -5

7y -1 2

(%)

Wegen F,,11 =v < N und ||z] — |y|| < |z —y|(z,y € R) gilt

,.ynJrl _1 _ ,.)/nJrl B 7n+1 ,.)/nJrl _7n+1 _ N
Vioo2om Vs Vs NG "
damit N — F,, ;1 > 1 zufolge L\g < N, alsoy" < éN = (3—~v)N und

()
daher n =, logy" < ,log(3 —v)N, wegen n € N mithin D(u,v) <n <

[ 10g(3 —7)N]

O
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Bemerkung 11 : Zur konkreten Abschétzung geméfl Korollar A — realiter

(Kryptologie) treten Zahlen von hunderten von Dezimalstellen auf! —
dient die folgende Formel:

J10g(3 — )N ~ 2,078 - In N 40,6723 ~ 4,785 - Ig N 4 0, 6723

Korollar B : (Lamé ', 1844):
Die Zahl der Divisionen beim EA ist hochstens das 5-fache der Stelligkeit
der kleineren Zahl.

Beweis : Entweder (a) direkt aus (Kapitel 4) Satz 14 dhnlich wie Korollar
A, oder
(b) Seien w,v € N mit v > v und v habe s (Dezimal)Stellen, also
10571 < v < 10° fiir s € N.
Dann ist

(+)s = [lg(v +1)]
und zu zeigen
(%) D(u,v) < 5s

Wegen Fg =8 < 10! < 13 = F; fiir s = 1 hat man (Kapitel 4) Satz 14
zufolge D(u,v) < 6 —1=5=5-1 und analog fir s = 2 Fj; = 89 <
102 < 144 = Fyp und D(u,v) < 11 —1 = 10 = 5 - 2 sowie fiir s = 3
Fig = 987 < 10° < 1597 = Fy7 und D(u,v) < 16 —1 = 15 =5 - 3 fiir
s € Ag also (**).

Sei nun s € N\ Az: Wegen 0,6724 < 4-0,214 = 4 - (5 — 4,786) und

14 GABRIEL LAME (*22.7.1795 Tours, 11.5.1870 Paris) Mathematiker, Physiker und
Ingenieur, Prof. St.Petersburg und Paris; Zahlentheorie, Differentialgeometrie, Potenti-
altheorie , — Satz in ,,Comptes Rendus Acad Sci. Paris, 19 (1844), S. 867 - 870
Mit den Lamé-Parametern A und p werden die Beziehungen zwischen Spannungen und

2
Deformation eines Mediums beschrieben, wobei das Verhéltnis ﬁ = (Z—”) — 2 - mit v,

der Ausbreitungsgeschwindigkeit der Druck-/Kompressionswelle (auch primére Phase ge-
nannt) sowie vy der Ausbreitungsgeschwindigkeit der Transversal-/Scheerwelle (auch se-
kunddr Phase genannt) - gilt. (Sieche PROF. WALTER KERTZ — 1961 bis 1990 Leiter des
Instituts fiir Geophysik und Meteorologie der TU Braunschweig — , Einfithrung in die
Geophysik, Band 1, BI 1969, S.43ff* sowie PROF. JURGE FERTIG — Lehrauftrag dann
Honorarprofessur TU BS, sowie Regionalgeophysiker bei Preussag AG, ab 1992 Prof. an
der TU Clausthal, ehem. Fakultéitsdekan der gemeinsamen naturwisseschaftlichen mathe-
matischen Fakultdt — ,Grundlagen der Seismik“ im ,Handbuch zur Erkundung, Bd 3
Geophysik, Springer Verlag 1997¢)
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v < N—1 (Korollar A), mithin v+1 < N, weil dem so ist liefert Korollar
A nun

D(u,v) < [4log(3 —v)N| < ,log(3 —~)N
< 4,7861g N 40,724
~~~
(Kapiteld) Bemerkungll
< 4,786[1g(v + 1)] + 4 - (5 — 4,786)
< 4,786s + bs — 4,786s = bs

also (**) fiir s € N\ A3 und damit fiir s € N
O

Bemerkung 12 : Typischerweise ist die Bestimmung der pessimalen bzw.

optimalen komplexitit — diese erweist sich hier fiir den charakteris-
tischen Fall v|u als trivial ! — erheblich einfacher als die der mittleren
Komplexitét:

Fiir n € N sei die mittlere Komplexitét:

D(n) = % > D(v,n)

also die mittlere Zahl der Divisionen beim EA, angewandt auf n und
eine kleinere Zahl v, in der Reihenfolge (v, n).

Beispiel : Wegen

D(0,6) = 1; D(1,6) = 2; D(2,6) = 2
D(3,6) = 2: D(4,6) = 3; D(5,6) = 3
1

ist D(6) = %3 = 2,16 Es ergibt sich D(n) = %(lnn = %) i
d|n

O((3= 2)?) wobei A die sogennante VON-MANGOLDT-Funktion ist,

dln
definiert durch

) Inp fallsn =p'mit p € Pundr € N
Aln) = { 0  sonst

Néheres siehe etwa ,DONALD E. KNUTH: Arithmetik, Springer
2001 4.5.3, S.176-201



Kapitel 5

Analyse eines Spiels

Bemerkung 13 :

a) Von R.E. GASKELL und N.J.WHINIHAN — siehe auch: D. KNUTH:
The Art of Computerprogramming, Band 1 ,,Fundermental Algo-
rithms*, Boston et al 1997 3.Auflage, 1.2.8, Fibonacci Numbers No.
37, S.86 — stammt folgendes Spiel. (Fib Quarterly, 1 (1963), S.9-12):
Von einem Haufen von n(€ N\ {1}) Streichhélzern nehmen zwei
Spieler abwechsend Holzer weg; beim 1. Zug kann eine beliebige
Zahl m mit 1 < m < n genommen werden. Bei jedem weiteren Zug
mindestens ein Holz, aber nicht mehr als das Doppelte des vor-
ausgegangenen Zuges. Der Spieler, der das letzte Holz wegnimmt,
gewinnt.

Natiirlich gibt es eine optimale Strategie — jedes Zweipersonen-
nullsummenspiel mit vollstdndiger Information und endlichen Baum
hat eine solche! — aber wie sieht sie aus?

b) Firx,yeZseiz<y=sz+1<y

Satz 15 : (ZECKENDORF ', 1952): Fiir jedes n € N gibt es eine - eindeutig
bestimmte - Darstellung

n=> F, (5.1)
p=1

15 EDOUARD ZECKENDORF (*2. Mai 1901 in Liittich, Belgien; 116. Mai 1983 ebda.)
war ein belgischer Amateur-Mathematiker. Zeckendorf war allgemeiner Mediziner, wurde
1925 Offizier in der belgischen Armee und spezialisierte sich nach seiner Militédrzeit als
Zahnarzt. Nach der Kapitulation der belgischen Armee 1940 kam er bis 1945 in deutsche
Kriegsgefangenschaft. Nach 1945 veroffentlichte er mehrere Schriften, basierend auf der
elementaren Zahlentheorie in der ,Meldung de la Société Royale des Wissenschaften de
Liége“. Obwohl Zeckendorf nur ein Amateur-Mathematiker war, findet der Lehrsatz von
Zeckendorf allgemein Anwendung. [Quelle: www.wikipedia.de]
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mit0<<k‘r<<k‘r_1 <<...<<k2<<k’1
Beweis : (5.1) gelte: wir zeigen

(¥)Fpip1 >n

Beweis : Sei S = ) F,

p=1
Annahme: Fj 1 <n;
Wegen 0 < k, gilt k, > 2
Sel kq
a) ungerade: Dann folgt

k1
S< )  E-HR
k=1, Kk ungerade
— Fan—1<Fyn
Aufgabe 3a(x)

< n

~—

Annahme

also S < n im Widerspruch zu (5.1)
b) gerade: Entsprechend ist

k1
S < Z F,
k=2, Kk gerade
~ Fk1+1 -1
Aufgabe 3a(x*)
<Fk1+1 S n

Annahme

ebenfalls Widerspruch.
Damit ist die Annahme falsch und (*) beweiesen

(5.1) wird nun durch Induktion nach n bewiesen:

ILA.:n=1:1=F5, eindeutig!

I.S.: (5.1) sei richtig fiir alle n < m fiir ein gewisses m € N.

Wir zeigen (5.1) fir m + 1:

Fy, sei die grofite Fibonaccizahl < m + 1, die nach (*) Summand von
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m + 1 sein muss.
Dann ist
(xx)m + 1 — Fy, < Fy,—1

denn sonst wire m + 1 > Fy, + Fy,—1 = Fj,+1 im Widerspruch zur
Maximalitdt von Fj, .
Nach I.V. gibt es eindeutig bestimmte Indizes k,, ..., ky mit

0<k < ... <kyund m+1-F, =3 Fg,, sowie (**) zufolge
=2

p
ks < ki, und man hat die eindeutige Darstellung
m+1=3 F mt0<k <...<k

p=1

D

Korollar : Fiir n = ) Fj,, gemaf (Kapitel 5) Satz 15 sei u(n) = Fj, und
p=1
1(0) = oo, dann gilt:
a) VYn € N: u(n—pu(n)) > 2u(n)
b) Vk,m € N:m < F, = u(m) < 2(F, —m)
c) Vm e N:m < p(n) = p(n — pu(n) +m) < 2(u(n) —m)
d) Vme N:m < p(n) = u(n —m) < 2m

Beweis :

a) Ist u(n) = n, hat man pu(n — pu(n)) = pu(0) = co > 2u(n)
Sei also n > p(n):

Wegen
Foio=F, 1+ F,
=F,+F,_1+F,
=2F, 4+ F,4
> 2F,

fir v € N\ {1} gilt dann

p(n — p(n)) =p(n — F,)
\ — / Fkrfl
(Kapitel5)Satz15
> F
kr+2
(Kapitel5)Satz15; Kr<Kr_1

>2Fy, = 2u(n)
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b) Fir v € N\ {1} ist (Kapitel 1) Satz 2a zufolge F,_o < F,_; also
sukzessive
FV:FV—1+FV—2 §2Fy—1
_Fll 2 _2Fufl

()= F < —Fr < 2
Sei m € N und m < Fj, und pu(m) = Fj, sowie
J gerade und
k ungerade: Dann gilt m < F;+ Fj o+ Fj4+...+ Fp_; wegen m < F},
und (k—1—j) mod2=0
k gerade: Dann ist m < Fj_y + Fy_3+ ...+ Fj4; und (k — 1 — j)
mod 2 =1
7 ungerade und
k ungerade: Analog hat manm < Fj_;+Fj_3+...+F;1; und (k—1—j)

mod 2 =1
k gerade: Schliefllich ist m < Fy_y + Fj_3+ ...+ F; und (kK —1 —j)
mod 2 =10

Also gilt allgemein

m< Fro+Fr s+ .0+ Fji—1—j) mod2
=F,— (Fpo— Fp3)+Fe5+...
—
Fr_4
=Fy — (Fpea — Fis) +Fi 7
—

Fy_¢

= Iy — Fji(—1—j) mod2+1 T Fit(k—1-j) mod 2

= Fy — ijflJr(kflfj) mod 2
< Fp— 5

~~ 2

*)

und somit pu(m) = F; < 2(Fj, —m)
c) Wegen

—

p(n —p(n) +m) = p(F, + ...+ Fy, — F, +m)
= w(Fy, +...4+ Fy._, +m)
p(m)
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hat man b) zufolge

p(n — p(n) +m) = p(m) < 2(u(n) —m)

<
<~
b)
d) Aus 0 < mpu(n) folgt 0 < pu(n) —m < u(n) weshalb c) angewandt
werden kann:

Satz 16 : Optimale Strategien beim Spiel von (Kapitel 5) Bemerkung 13a
Fir n € N sei n = Fy, + ...+ Fy, gemiaB (Kapitel 5) Satz 15 und
u(n) = Fy,

a) Wenn n Holzer vorhanden sind, und beim néchsten Zug hochstens
q(€ N) genommen werden diirfen, gibt es genau dann einen ge-
winnenden, d.h. zum Sieg fithrenden , Zug, wenn u(n) < ¢ ist.

b) Die Menge G der gewinnenden Ziige g, d.h. g Holzer werden ge-
nommen, ist G = R mit
R={g=F,+... .+, VjeA, :j=1VF,_, >2g}

c) Bei n(e N\ {1}) anfénglichen Holzern kann der erste Spieler stets
gewinnen, es sei denn, n ist eine Fibonaccizahl.
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KAPITEL 5. ANALYSE EINES SPIELS



Anhang A

Aufgabenblitter

A.1 Aufgabenblatt 1
12.04.2005

(i) Man schreibe ein Programm zur Berechnung der n(€ N) ersten Fibo-
naccizahlen und lasse sich die 100 ersten ausdrucken.

(ii) Wieviele 0—1-Worter der Lénge n(€ N) gibt es, bei denen keine Einsen
unmittelbar aufeinader folgen?

n

(iii) Man bestimme - und begriinde - Z(—l)”Fy und Z F?2 fiir n € Ny
v=0 v=0

Abgabe bis Mittwoch, den 27.04.2005, 15 Uhr c.t.

A.2 Aufgabenblatt 2
19.04.2005

(iv) Die Zahl der Teilmengen nichtbenachbarter Zahlen der Menge der ers-
ten n(€ N) natiirlichen Zahlen ist zu bestimmen.

(v) Fiir welche n(e€ Ny) gilt F,, = n?*?

(vi) Eine Powerfrau erstiirmt eine n-stufige Treppe, wahlweise jeweils eine
Stufe oder deren zwei nehmend n € N)

a) Wieviele Moglichkeiten hat die Dame?
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b) Wie lang ist sie bei 40 Stufen beschéftigt, alle Moglichkeiten aus-
zuprobieren, wenn sie 40 Stunden pro Woche ,,arbeitet” und ein
Treppenauf-und-abgang, inklusive der notwendigen Buchhaltung,
in 6 Minuten erledigen kann?

Abgabe bis Mittwoch, den 4.05.2005, 15 Uhr c.t.

A.3 Aufgabenblatt 3

26.04.2005
(vii) Man beweise: Vn € N : Fy, = F2, | — F?_,

(viii) Fir n € Ngist > _, F3, zu bestimmen

(ix) a) Man berechne die Anzahl der Fibonaccizahlen, die nicht grofler
als N(e N) sind.

b) Wieviele Fibonaccizahlen liegen unterhalb von 100 Billiarden?

Abgabe bis Mittwoch, den 11.05.2005, 15 Uhr c.t.

A.4 Aufgabenblatt 4

03.05.2005
(x) Man beweise: Vn € Ng: L2 —5F? = (—1)" - 4
(xi) Zu zeigen ist: Vn € N : L2 = Ly, + (—1)" - 2

(xii) Das gleichseitige Dreieck A = ABC habe den Umkreis £ und die
Mittelparallele zu AB von A schneide AC' in D und BC' in S sowie
in E (auf der Seite von AC') unf F' (auf der Seite von BC).

Man beweise: S teilt DF stetig mit Major DS und Minor SF.
Abgabe bis Mittwoch, den 25.05.2005, 15 Uhr c.t.

A.5 Aufgabenblatt 5

10.05.2005
n—1
(xiii) Fiir n € Ny zeige man: Fyn = H Lov

v=1
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(xiv) R bzw. r sei der Um- bzw. Inkreisradius eines reguldren Fiinfecks der
Seitenldnge s. Zu beweisen sind:

a)
b)

=
N2

e

(xv) Man zeige:

a) 2cos36° =y = 2sin 54°
b) sin 72°

= sin 36°

Abgabe bis Mittwoch, den 01.06.2005, 15 Uhr c.t.

A.6 Aufgabenblatt 6

24.05.2005
(xvi) Ein Rechteck heifle golden, falls sich seine Seiten wie v : 1 verhalten:

a) Man zeige: Spaltet man ein maximales Quadrat ab, bleibt ein
goldenes Recheck {ibrig.

b) Zu beweisen ist: In jedes Quadrat kann ein goldenes Rechteck so
eingeschrieben werden, dass seine Ecken die Quadratseiten stetig
teilen.

(xvii) Ein Kreis B - mit Radius b - liege derart innerhalb eines Kreises A
- mit Radius a -, dass dieser jenen beriihrt und der Schwerpunkt des

Halbmondes A — B auf dem Rand von B liegt. Man bestimme .

Fn+1

= .2 =53

n

(xviii) Zu zeigen ist: lim,, ‘7 -

Abgabe bis Mittwoch, den 08.06.2005, 15 Uhr c.t.

A.7 Aufgabenblatt 7

31.05.2005

(xix) In einem Kettenbruch sind zu entwickeln



76 ANHANG A. AUFGABENBLATTER

1355
¢) i

und der Betrag der Differenz zum 4. Naherungsbruch ist jeweils nach

oben abzuschatzen.

(xx) Wie groff muss n(€ Ny) mindestens sein, damit der absolute Fehler von
F}—:l zu v kleiner als 107% fiir k € Ny ist?

(xxi) [*] Fiir € €]0,5 2] gibt es hochstens endlich viele Briiche £ mit
=Ll <e-g?
q

Dies ist zu beweisen.

Abgabe bis Mittwoch, den 15.06.2005, 15 Uhr c.t.

A.8 Aufgabenblatt 8

(xxii) Esseia € N

a) Man bestimme den Kettenbruch von va? + 1
b) Das Ergebnis von (a) ist auf v/2,v/5,+/10 und /17 anzuwenden.

(xxiii) Seien a,b,c € N

a) Man berechne den Wert von [a, b, | explizit.

b) Das Resultat von (a) soll fiir ¢ = 2a spezialisiert werden und
sodann weiter fiir
i) b=aund b = 2a
i) b=1und b=2

iii) mittels des Bisherigen bestimme man den Kettenbruch von

V3,4/6,+/8 und V11

(xxiv) Fiir d € Q mit d > 1 sowie g = |d| und g # V/d zeige man, dass (v/d —
g)~! einen reinperiodischen Kettenbruch hat. (Hinweis: Konjugation ist
hilfreich!)

Abgabe bis Mittwoch, den 06.07.2005, 15 Uhr c.t.



