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1) Beqgriffsdefinitionen

A: (formale) Aussagenlogik

Definition (Formel oder Aussagensatz):

Jedes (aussagenl ogische) Symbol, das flr eine Aussage steht, ist ein Aussagensatz. Die
Wahrheitssymbole sowie jede Aussage selbst sind Aussagensadtze.
Aussagen lassen sich mit Verknipfungssymbolen zu einer neuen Aussage verschmelzen.

Wahrheitssymbole true richtig, wahr
false falsch, unwahr
Verknipfungssymbole | not, @ Negation
and, U K onjunktion
or, U Disjunktion
If -then Bedingung (oder Folgerung, Implikation)
0 Aquivalenz
if -then -else | Bedingung mit Alternative
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Normaler Weise werden auch b fiir Implikation, U fur Aquivalenz benutzt.
In diesem Text werden diese Zeichen a's metasprachliche Elemente benutzt,
welche metasprachliche Implikation bzw. metasprachliche Aquivalenz bedeuten.

Definition (Interpretation einer Formel):

Die Zuweisung von Wahrheitswerten (true oder false) zu den aussagenlogischen
Symbolen in einer Formel heil3t Interpretation einer Formel.

Definition (Wert einer Formel):

Der (Wahrheits-)Wert einer Aussage ist true oder false, nie beides gleichzeitig.
Der Wert ermittelt sich wahrend des Auswertens der Interpretation.
Anmerkung: Im Folgenden setze ich Kenntnis Uber die Art, wie mit Formeln
umgegangen werden kann, voraus.

Definition (Gultigkeit einer Formel):

Eine Formel F ist gultig [valid], fallsder Wert von F unter jeder Interpretation trueist.
F wird dann auch Tautologie genannt.
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B: Pradikatenlogik (erster Ordnung)

Definition (Symbole):
Zu den Symbolen der Aussagenlogik kommen folgende hinzu:

Konstanten: a, b, c, a', b, c, a, b, c, ..

Variablen: u, v, W X VY, zZ, U, V;, W, X, Yy, Z; ..
Funktionssymbol e [Funktionen]: f, g, h f, g, h ..
Pradikatsymbole [Pradikate, Relationen]: p, g r, p, d; Iy -
Existenzquantor: $ ,Esexistiert"

Allguantor: ", Furale’

Konstanten und Variablen beschreiben Objekte, Funktionssymbole und
Préadikatssymbol e beschreiben Funktionen und Relationen auf diesen Objekten.

Definition (Term):

Konstanten und Variablen sind Terme,
die Anwendung von f auf n Terme ergibt einen Term, d.h: f (t,,...,t.) ist ein Term.
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Definition (Aussage):
Aussagen in der Pradikatenlogik sind daflir gedacht,
Relationen (Beziehungen) zwischen Objekten zu beschreiben.
Die Wahrheitssymbole sind Aussagen,

p(t,...,t,) ist eine Aussage, wenn't,,...,t. n Terme sind.

Definition (Satz):
Jede Aussage ist ein Satz.

Sétze lassen sich mit den gleichen Verkntpfungssymbolen wie Formeln der
Aussagenlogk zu einem neuen Satz verschmel zen.

Zusétzlich: ($X)F, (" X)F sind Sétze, wenn F ein Satz ist.
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Definition (freie und gebundene Variable):

Variablen, die von Quantoren (Allquantoren oder Existenzquantoren) gebunden werden,
hei3en gebundene Variablen. Alle anderen heil3en freie oder ungebundene Variablen.

Beispid:

Sal Fein Satz mit F=($X)(" 2 p(x, f(2),y).
Sosind x und z in F gebundene Variablen,
dasie jeweils durch($x)bzw. (" z) gebunden sind.

y in F ist freie Variable.

Definition (Bereinigung):

Ein pradikatenlogischer Satz F hell3 bereinigt, fallskeine Variablein F sowohl
gebunden als auch frei vorkommt und falls keine Variable as gebundene Variablein
mehreren Quantoren auftritt. Durch Umbenennung von gebundenen Variablen |asst sich
jeder Satz F in eine bereinigte Form F Uberfilhren, die zu F logisch dquivalent ist.
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Definition (Pranexform, pranexe Normalform):
Ein Satz F ist in Pranexform, falls er die Bauart Q x,...Q, % E hat, wobei die Q
Quantoren sind und in E keln Quantor mehr vorkommt.

Definition (geschlossener Satz):
Ein Satz, in dem keine freten Variablen vorkommen, heif3t geschlossener Satz.

Beispidl:
Der Satz (" x)p(x,y) ist nicht geschlossen, hingegen (* x)($y) p(x,y) wohl.
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Definition (Interpretation eines Satzes):
Sel D einebeliebige nicht leere Menge, D heil’e Domain.
Eine Interpretation | Gber einer Domain D verbindet Werte mit jeder Konstanten,
Variablen, sowie jedem Funktions und Pradikatssymbol in folgender Welse:
- Zu jeder Konstanten a, ein Element a, | D
. Zu jeder Variablen x, ein Element x 1 D
- Zu Jedem Funktionssymbol f mit n-Argumenten, eine n-are Funktion f, (d,,...,d,),
wobei died; 1 D und der Wert von f,(d,....,d,)zu D gehért.
- Zu jedem Pradikatensymbol pmit n-Argumenten, eine n-are Relation p, (d,,...,d.),
wobei died. T D und der Wert von p, (d,,...,d,) ist entweder true oder false.

Definition (Gultigkeit eines Satzes):
In der Pradikatenlogik ist die Giltigkeit eines Satzes nur fir geschlossene Sétze

definiert.
Ein geschlossener Satz F ist gultig [valid], falls der Wert von F unter jeder

Interpretation true ist.
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Definition (Allgemeinster Unifikator, most general unifier)
Sel G eine Menge von Literalen, das sind Formeln oder Tellformeln, Sétze oder
Tellsétze.

g heildt Unifikator (Vereinheitlicher) von G, wenn g alle Elemente aus G durch
simultane Substitution gleich macht.

Diesbedeutet fir F* G,Fl GGl Gis Fq =&g.

Anmerkung: Der Unifikator wird unter anderem bel den spéter eingeftihrten
Resolutions- und Skolemisierungsregel n angewendet.
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C: Axiomatische Theorien

Definition (Axiome):
Eine Theorie wird durch ihre Axiome, das ist eine Menge von geschlossenen Sétzen,
definiert. Ein Axiom wird dann erfllt, wenn seine Interpretation true liefert.

Definition (Modell):
Eine Interpretation | ist genau dann ein Modell flr eine Theorie T mit den Axiomen A,
wenn jedes der Axiome A der Theorie unter dieser Interpretation | erflllt ist.

Definition (Theorieerweiterung):

Unter der Erweiterung einer Theorie versteht man das Hinzufiigen von geschlossenen
Sétzen zu der Menge der Axiome.

Anmerkung: Durch Theorieerweiterung kann sich die Menge der Modelle verringern.
Theorien, die keine Modelle besitzen, heil3en inkonsi stente Theorien.

Robert Hartmann Vortragdolie 12 von 31



Hauptseminar im SS 2004: Theoretische Informatik; Thema: Axiomatische Theorien in der Logik

Definition (Gultigkeit eines Satzes):

Ein geschlossener Satz F ist gultig [valid], falls der Wert vonF unter jedem Modell der
Theorietrueist.

Anmerkung: Beachte den feinen Unterschied zur Pradikatenlogik: Ein geschlossener
Satz F ist gultig [valid], falls der Wert von F unter jeder Interpretation true ist.

Definition (Relativierende Quantoren):
Fr jedes unére Prédikatensymbol p und jeden Satz F
(" p)F U (" x)[if p(x)thenF]

($m)F U ($)[ p(x) and F]
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Beispiel:
In der Theorie T, bestehe die Menge der
Axiome aus genau.

(" x)p(x f(x))
F,<(" x) p(xm(x))
F (" y)[if p(x y) then of (x, f(y))]
F,: (" x, y)[if p(x y) then gm(x,m(y))]

Die Interpretation | der Theorie T,

bekomme den Namen
, Familieninterpretation”, J hingegen
hell3e , Integerinterpretation”.

Robert Hartmann

| sei eine Interpretation fur T, in der

gilt: A

f(X) U Valer von X

m(X) U Mutter von x

p(x,y) U yist Elternteil von x
of (x,y) U vyist GroRvater von x
gn(xy) U yist GroBmutter von x

J sai eine Interpretation fur T,, in der

gilt: A

F (%) 0 2x

m(X) U 3x

p(x,y) U y=2xodery=3x
ogf (x,y) U y=4xodery=6x
gn(xy) U y=6xoder y=9x
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Vorschlag fir Bedingungen an ein axiomatisches System
(Karl Popper):

Karl Popper schlagt diese allgemeinen Bedingungen vor:
, Wir sagen, dass ein theoretisches System axiomatisiert i<t,
wenn eine Anzahl von Satzen, Axiomen, aufgestellt wird, die folgenden vier
Grundbedingungen geniigen:
Das System der Axiome muss, fur sich betrachtet,

(a) widerspruchsfrel sein, was mit der Forderung aquivalent ist, dass nicht jeder
beliebige Satz aus dem Axiomensystem ableitbar sein soll;

(b) unabhéangig sein, d.h. keine Aussage enthalten, die aus den Ubrigen Axiomen
ableitbar ist (, Axiom* soll nur ein innerhalb des Systems nichtableitbarer
Grundsatz heil3en.)

Was ihr logisches Verhdltnis zu den Ubrigen Satzen des axiomatisierten Systems betrifft,
s0 sollen die Axiome Uberdies

(c) zur Deduktion aller Satze dieses Gebietes hinreichen und

(d) notwendig sein, d.h. keine tberfllissigen Bestandteil enthalten.”

(Logik der Forschung, S. 41)
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2) Polaritat des Vorkommens

- Entscheidungshilfe beim Tabellenverfahren

- Zwel Arten der Polaritét: positive und negative

- Es gibt verschiedene Regeln, wie Polaritéten auf Literale vertellt werden.
[Eine Liste der Regeln ist in der Ausarbeitung nachzulesen]

Definition (Kraft von Quantoren [=force of quantifiers] ):

Ein Quantor hat univer selle Kraft (kenntlich gemacht durch das Superscript (...x) )
In elnem Satz, wenn

. er ein Allguantor mit positiver Polaritat ist [(" X)F]" P (" X) F

. er ein Existenzquantor mit negativer Polaritét ist [($X)F] P ($X) F

Ein Quantor hat existenzielle Kraft (kenntlich gemacht durch das Superscript (...x)%)
In elnem Satz, wenn

. er ein Allquantor mit negativer Polaritat ist [(" X)F] b (" X)*F

. ein Existenzquantor mit positiver Polaritat ist [($X)F]" P ($X)°*F
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Ein Quantor mit dualer Kraft (kenntlich gemacht durch das Superscript (...x) *)
kann nur im direkten Wirkungsbereich von Aquivalenzverbindung v oder bei if-then-
else Konstrukten vorkommen.

3) Skolemisierung

Beim deduktiven Tableaux-Verfahren fir Pradikatenlogik (und axiomatische Theorien)
spielt die Skolemisierung von Satzen eine Rolle.

- Das Entfernen von Quantoren
. Aquivalente Umformung ist die Entfernung von Quantoren mit existenzieller Kraft

- Nicht &uivalente Umformung ist die Entfernung von Quantoren mit universeller
Kraft, jedoch wird die Glltigkeit beibehalten.
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Die funf Regeln der (vollen) Skolemisierung:

Schritt 1. Besaltigung der Quantoren mit dualer Kraft.
- Aquivalenz Elimination:
FeGU (if F thenG)and (if GthenF)

FoGU (F and G) or ((not F) and (not G))

- Elimination der bedingten Verbindung:
If Fthen Gelse HU (if F then G)and (if (not F) then H)

if Fthen Gese HU (F and G) or ((not F) then H)

- Elimination der bedingten Rd ation/Funktion
p(t,if F thent, ese t,,s)U if Fthen p(T,t,S) ese p(T,t,,S)

f(F,if Fthent, else t,,5) U if F then f(Ft,,S) else f(7t,,3)

Schritt 2: Falls nétig, bereinigen des Satzes.

Schritt 3: Bringe den Satz in Pranexform.
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Fuhre die Schritte 4 und 5, von rechts nach links auf elnen Satz angewendet, aus.

Schritt 4. Entfernung von Quantoren strikter universeller Kraft durch Hinzufligen
elner Skolem-Konstanten oder Skolem-Funktion.
So lange, bis keine Quantoren strikter universeller Kraft mehr vorhanden.

Schritt 5: Entfernung von Quantoren strikter existenzieller Kraft durch einfaches
Weglassen des Quantors.
Domain-Element fir entsprechende Variablen einsetzen.
So lange, bis keine Quantoren strikter existenzieller Kraft mehr vorhanden.
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4) Deduktives Tableaux-Verfahren fiir die Pradikatenloqik

Bemerkung: Das Verfahren flr die Aussagenlogik, sowie ein Beispi€l
, aussagenlogischer Bewels mit Polaritétsstrategie” kann in der Ausarbeitung
nachgel esen werden.

Die Tabelle besteht aus zwe Spalten:

Annahmen Ziele
(Assertions) | (Goals)

Pro Annahme und Ziel ene Zeile, d.h. Annahmen und Ziele durfen nicht in einer Zeile
stehen, wobei es egdl ist in welcher Relthenfolge eingetragen wird.
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Zum Beispiel If (A, and A, and A,) then (G, or G, or G,) kann in folgender Tabelle
notiert sein.

Annahmen Ziele
(Assertions) | (Goals)
GS
A
A
G,
A
GZ

Sowohl die Annahmen als auch die Ziele werden nur in simplifizierter Form in die
Tabelle eingetragen.

not(not F) P F; FandtrueP F;, For falsepP F; if F then falseb not F
sind solche Vereinfachungen.

Eine groféere Liste mit Simplifizierungen findet man in der Ausarbeitung.

Robert Hartmann
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Definition (Semantische Bedeutung einer Tabelle)
Eine Tabelle mit den Annahmen A, A,,..., A, und den Zielen G,,G,,...,G,, ist wahr unter

einer Interpretation | , falls folgendes erfullt ist:
Falls der Universalschluss (" *) A jeder Annahme A unter | walhr i,

dann ist mindestens ein Existenzschluss ($+)G, fur ein Ziel G, unter | wahr.

Unwahr unter einer Interpretation | wird eine Tabelle, falls folgendes erfillt ist:
Der Universalschluss (" *) A jeder Annahme A unter | ist wahr und der

Existenzschluss ($)G; ist unwahr fir jedes Ziel G, unter |

Nach logischer Umformung der Definition gilt:
Eine Tabelleist unter einer Interpretation | genau dann wahr,
wenn mindestens ein Universalschluss (* *) A einer Annahme A unwahr unter | ist

oder mindestens ein Existenzschluss ($*)G, elnesZiel G, unter | wahr ist.

Definition (Gultigkeit einer Tabelle)
Eine Tabelle ist glltig wenn ihre semantische Bedeutung wahr ist flr jede Interpretation.
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Definition (Positionswechsel, Dualitatseigenschaft)

Unter einem Positionswechsal versteht man das Verschieben enes Zielsin die
Annahme-Spalte, bzw. das Verschieben einer Annahme in die Ziel-Spalte.

Annahmen Ziele
(Assertions) | (Goals)
F

Wird dann zu:
Annahmen Ziele

(Assertions) | (Goals)
(not F)
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Definition (Polaritat)

FUr Tabellen wird eine Anfangspolaritat wie folgt gesetzt:
- Jedes Ziel hat positive Polaritat
- Jede Annahme hat negative Polaritét

- Die Polaritét von Tellformeln in Annahmen oder Zielen ist abhangig von den vorher
eingefthrten Polaritatsregeln.

Beispid:
Annahmen Ziele
(Assertions) | (Goals)
[FI
Wird dann zu:

Annahmen Ziele
(Assertions) | (Goals)

[not[FI'T
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Deduktionsregeln

1. Ersetzungsregel (rewriting rule)

2. Trennungsregdl (splitting rule)

3. Schlussregel (resolution rule)

4. Regeln zur Aquivalenzbehandlung (equivalence rule)
5. Skolemisierungsregeln (Quantifier-elimination rule)

Polaritatsstrategie bei der Deduktion

Seal g der algemenste Unifikator (most general-unifier) wie oben eingefihrt.
Es besagt die Polaritéatsstrategie fur Pradikatenlogik:
1.Ersetze Pq in Fg[Pgq] durch false, wenn mindestens ein VVorkommen von
Pg in Fg[Pg] negative Polaritét besitzt.
2.Ersetze Pg in Fg[Pg] durch true, wenn mindestens ein VVorkommen von
Pg in Fg[Pg] positive Polaritét besitzt.
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Beachte dabei, dass es egal ist in welchen Zeilen in der Tabelle F, und F, stehen.

Auch die relative Position zueinander ist nicht von Bedeutung.
Mdchte man mit den oben genannten Regeln Aquivalenzen behandeln, so besagt die

Strategie:
In Fg[Pg © Qq] wird (Pg © Qq) durch false ersetzt, wenn mindestens ein

Vorkommen von (Pg ° Qq) negative Polaritat besitzt.
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5) Deduktives Tableaux-Verfahren fur axiomatischen Theorien

1. Alle Definitionen aus den vorherigen Verfahren werden tUbernommen, auch fir die
Polarstrategie.

2.Alle Axiome der jeweiligen Theorie, werden so wie sie sind in die Spalte der
Annahmen eingetragen.
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6) Ausblick: Axiomatische Theorien mit Induktion

Die wichtigsten axiomatische Theorien werden durch Axiome definiert, welche das
Prinzip der mathematischen Induktion benutzen.

Zum Beispiel:
Die natiirlichen Zahlen werden durch die Peano-Axiome definiert.
Pl: O it e@ne naturliche Zahl

P2: Jede natiirliche Zahl n besitzt einen Nachfolger n, .

P3: Es gibt keine nattirliche Zahl n mit n, =0

P4: Gilt fir mund n die Beziehung m, =n_, dannist m=n.

P5: Eine Aussage, die fur O und auch fur jeden Nachfolger n, jeder natlrlichen Zahl,
fUr diesierichtig i, qgilt, ist richtig fur ale natlirlichen Zahlen.
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Die Peano-Axiome lassen sich mit
- der Konstenten O [Interpretation: Null]
- dem undren Funktionssymbol X, [Interpretation: Nachfolger]

- dem unaren Pradikatensymbol integer (x) [Interpretation:x ist nattrliche Zahl]
wie folgt darstellen:

P1: integer (0)
P2: (" integer Xx)[integer(X,)]
P3: (" integer X)[not(x, =0)]

. af X, =y, U
P4: (" Integer X,VY)a 2
( €J y)%hen XZYH
€ ¢éF[0] and uu
e, é ,. .au
) aft 2. . af F[z] O
) ~ nteger A Ut
oo F[X])gg( MO D hen Frz, 10
U
ghen (" integer x)[F[x]] s
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7) Zum Schluss: Fragen aus der Philosophie der Mathematik

1. Die ontologische Frage: Worauf referieren mathematische Ausdriicke, d.h. wovon
handelt elgentlich Mathematik?
Oder mit anderen Worten:
Falls eine mathematische Aussage wahr ist, was macht sie wahr?

2. Die erkenntnistheoretische Frage: Wie kénnen wir unsere Uberzeugung, dass eine
mathematische Theorie wahr ist, rechtfertigen (begrinden)?
Inwiefern ist es rational, eine bestimmte mathematische Uberzeugung zu haben?

Literaturhinwel se:
- Immanue Kants (1724-1804): Kritik der reinen Vernunft* (1781/1787)

- Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716):
, Elemente des Ka kuls [Elementa calculi]“, (1679)
,Zur Characteristica’, (nach 1690)
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