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1 Lineare Programmierung

Die Lineare Programmierung oder Lineare Optimierung ist eines der Hauptverfahren des
Operation Researchs und beschéftigt sich mit der Optimierung linearer Zielfunktionen
iiber einer Menge, die durch lineare Gleichungen und Ungleichungen eingeschrankt ist.
Der Begrift ,,Programmierung® ist eher im Sinne von ,Planung“ zu verstehen als im
Sinne der Erstellung eines Computerprogramms. Er wurde schon Mitte der 1940er Jahre
von George Dantzig, einem der Begriinder der Linearen Optimierung, geprigt, bevor
Computer zur Losung linearer Optimierungsprobleme eingesetzt wurden.

Definition 1.1. (Lineares Optimierungs-Problem (LP)): Eine lineare Funktion
f aus dem R? soll optimiert, d.h. minimiert oder maximiert, werden:

opt{f(z)}

« Dabei sei der mathematische Funktionsoperator opt € {min, max}.

e Die lineare Funktion der Dimension p tiber z wird als Polynom vom Grad 1 definiert:
f(x) =cta.

— Es heifle ¢ € R? der Koeffizientenvektor.
— Es heifle x € RP der Ldsungsvektor.

p
— Bsgilt: f(z) =c"z = Y ¢x; = a1 + s + . .. 4 ¢pxp, mit ¢, 2; € R(i € N)
=1

1=

An die Komponenten z1,xo, ..., z, des Losungsvektors werden haufig sogenannte Vorzei-
chenbedingungen gestellt. Vorzeichenbedingungen stellen Anforderungen an den Wertebe-
reich der x;. Es gibt nur einige verschiedene Vorzeichenbedingungen der Form:

e z; € R : keine Werteinschrankung fiir diese Komponente
o z; <0 : positive Werte als Losung sind nicht erlaubt
e z; > 0 : negative Werte als Losung sind nicht erlaubt

0O.B.d.A. gibt es stets n € N Nebenbedingungen, die bei der Losung eines LPs zube-
riicksichtigen sind. Jede Nebenbedingung erhalte einen eindeutigen Namen N;(x) mit
ie{l,...,n} CN.

Nebenbedingungen kénnen folgende Form besitzen:

o lineare Ungleichungen der Form N;(z) : avr < b; mit ¢,z € R? und b; € R
o lineare Funktionen  der Form N;(z):a%z = b; mit a,z € R und b; € R

o lineare Ungleichungen der Form N;(z) : aTax > b; mit a,z € R? und b; € R

Stand: 5. Marz 2013 1 Robert Hartmann



2 1 Lineare Programmierung

Losbarkeit von LPs Fiir jedes LP gilt genau eine der vier Aussagen:

1. Das LP besitzt keine zuldssigen Losungen. (z. B. max{z |z <1, 2 > 2 }).

2. Das LP ist unbeschrankt, d. h. es gibt Losungen mit beliebig hohem Zielfunktionswert
(z. B. max{z | > 0}).

3. Das LP hat unendlich viele Optimallosungen.

4. Das LP hat genau genau eine Optimalldsung.

1.1 Graphische, geometrische Losung

Definition 1.2. (Simplex): Ein p-dimensionales Simplex ist eine geschlossene oder
beschrankte p-dimensionale geometrische Figur mit mindestens p + 1 Eckpunkten.

Was bei der graphischen, geometrischen Losung zu tun ist ...

Im p-dimensionalen Fall wird zunéichst das geometrische Objekt OPT, das durch die
zu optimierende lineare Funktion beschrieben ist, bestimmt (gezeichnet / dargestellt /
festgehalten). Schliefilich wollen wir am Ende das Optimum auch markieren.

e Im 2-D Fall ist OPT einfach eine mit Stift und Lineal zeichenbare EUKLIDische
Gerade, die der Geradengleichung f(z) gehorcht.

o Im 3-D Fall ist OPT die durch f(x) beschriebene Ebene, die im 3-D Raum einge-
bettet ist; auch die Ebene lésst sich ,einfach® in ein Koordinatensystem eintragen.

Die Vorzeichenbedingungen zu beachten, bedeutet nichts weiter als die Koordinatenachsen
zu beschneiden. Dadurch wird der Definitions- und der Wertebereich der zu optimierenden
Funktion f(z) und der Nebenbedingungen N;(x) eingegrenzt.

Im p-dimensionalen Fall werden nun die Nebenbedingungen in geometrische Objekte
transformiert ( bei >, < wird aber nur der Grenzfall ,=“ zur Bestimmung des Objektes
angenommen )

e Im 2-D Fall wird jede Nebenbedingung als eine Gerade aufgefasst.

o Im 3-D Fall werden Nebenbedingungen als Ebenen aufgefasst.

Die geometrischen Objekte der Nebenbedingungen miissen die Vorzeichenbedingungen
erfiillen.

Bei der Beschneidung und Eingrenzung des R? durch Vorzeichen- und Nebenbedingungen
kann es vorkommen:

o dass ein p-dimensionales Simplex {ibrig bleibt, so ist das LP lésbar.!

!Ergibt sich durch die Beschneidungen ein p-dimensionales Simplex — also ein p-dimensionale geome-
trische Figur mit mindestens p + 1 Eckpunkten — , so gibt es eine endliche Anzahl von zuléssigen
Losungen im Inneren und dem Rand des Simplexes.

Kandidaten fiir die optimalen Loésung sind in den Ecken des Simplexes zu suchen.

Es verbleibt nun die Koordinaten der Eckpunkte des Simplex in f(x) einzusetzen und das z als beste
Loésung zu ermitteln, welches das beste Ergebnis liefert.

Robert Hartmann Stand: 5. Marz 2013



1.1 Graphische, geometrische Losung 3

o dass ein unbeschrankter Bereich des RP tibrig bleibt, d.h. es existiert kein Simplex,
dann ist das LP unbeschrankt

o dass keine Punkte mehr tibrig bleiben, dann ist das LP nicht losbar

Lo
n1
n2

n3

n4

s

L6
g
8
1K)

20

21

22

1 S« 0 // Menge S wird als leere Menge initialisiert

Algorithmus : zur graphischen/geometrischen Losung

Eingabe : die zu optimierende Funktion f(z), Vorzeichenbedingungen,
Nebenbedingungen
Ausgabe : Losung des Optimierungsproblems

B <+ Vorzeichenbedingungen U Nebenbedingungen // Menge B enthilt alle
Bedingungen.
foreach B > b;,b; € B;i # j do Bestimme die jeweiligen Schnittpunkte s aller
Nebenbedingungen und Vorzeichenbedingungen untereinander. Sammele alle
Schnittpunkte in einer Menge S
5<b;Nb; // geometrischer Schnitt
L S < SU{s} // Vereinigung der Mengen

foreach s € S do Teste fiir Element s € S, ob s samtliche Bedingungen erfiillen.
Wenn s mindestens eine Bedingung nicht erfillt, entferne s aus S.

if not checkConstraints(s, B)

/* Hinweis: checkConstraints(s, B) liefert true genau dann, wenn s
alle Bedingungen in B erfillt, sonst liefert es false. */

then

Lses\s

/* Hinweis: Die verbleibenden Elemente in S sind Kandidaten fiir die
optimale Lésung. */

switch S do

case S=10, S| =0

L so gibt es keine Losung

case S # 0, |S| > Ry mit Ny = |N]|
// die Machtigkeit der Menge S ist |S| > Ny mit Xy = |N|
| so gibt es (,aufzdhlbar® oder ,iiberaufzihlbar®) unendlich viele Losungen.

ase S#£0,|S|=neN

// Die Menge S enthalt abzédhlbar viele Elemente

so gibt es genau n Kandidaten fiir die optimale Losung.

Sopt < 0 // Menge der optimalen Lésungen

foreach s € S do Finde die optimalen s € S

setze s in die zu optimierende Funktion f(z) fir x ein, und betrachte das
Ergebnis von f(s)

Dasjenige s, welches ein optimales Ergebnis liefert, ist als eine optimale
Losung s, des Optimierungsproblems gefunden.

Sopt — Sopt U {Sopt}

e}

return S,

Stand: 5. Marz 2013 Robert Hartmann



4 1 Lineare Programmierung

1.2 Simplex-Tableau Verfahren

Das Verfahren mit dem Simplex-Tableau zur Losung von linearen Optimierungsproblemen
hat Ahnlichkeiten mit dem GAUSsschen Verfahren zur Losung von linearen Gleichungs-
systemen.

Fiir beide Verfahren gilt:

« Es gibt Unbekannte, die man berechnen will.

» FKine giiltige Operation ist: , Eine Zeile oder das Vielfache einer Zeile zu einer anderen
Zeile dazu zu addieren.

Simplex-Tableau Verfahren was als Vorarbeit zu tun ist ...

Man formuliere das Optimierungsproblem in geeigneter Weise als Maximierungsproblem.
Das ist ziemlich einfach, denn entweder handelt es sich beim gegebenen Problem schon
um ein Maximierungsproblem oder — und nur dann ist etwas zu tun — es handelt sich um
ein Minimierungsproblem.

Ein Minimierungsproblem wird in ein Maximierungsproblem umgewandelt, indem die
Nebenbedingungen und Vorzeichenbedingungen beibehalten werden aber die Zielfunktion
mit —1 multipliziert wird: z.B. min{2z, + 325 + 23} < max{—[2z; + 3x2 + x3]}

Gibt es Variablen z;, die die Nichtnegativitatsbedingung nicht erfiillen, d.h. z; < 0
wére nach Vorzeichenbedingung zuléssig, miisste man in der Zielfunktion und den Neben-
bedingungen jedes Auftreten von x; durch (2, — z7) ersetzen, wobei nun die Vorzeichen-
bedingung von z; durch die zwei Vorzeichenbedingungen x; > 0 und 7/ > 0 zu ersetzen
ist.

Standard-Maximierungs-Problem in kanonischer Form

Definition 1.3. (kanonische Form): Ein LP ist in kanonischer Form genau dann,
wenn alle Nebenbedingungen Ungleichungen der Form 3" a;z; < bmita; € Rund b € R*
sind.

Definition 1.4. (Standard-Maximierungs-Problem): Ein LP ist ein Standard-
Maximierungs-Problem genau dann, wenn es ein Maximierungsproblem ist und der
Punkt 0, also der Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems, alle Bedingungen
erfillt und somit eine Ecke des Simplex ist.

Stelle sicher, dass das Maximierungsproblem ein Standard-Maximierungs-Problem ist,
und bringe es in kanonische Form.

Definition 1.5. (Schlupfvariable): Eine Schlupfvariable ist eine Variable, die zur
linken Seite der Ungleichung in geeigneter Weise additiv hinzugefiigt aus der Ungleichung
eine Gleichung macht: z.B. Durch Hinzufiigen der Schlupfvariable s verdndert sich die
Ungleichung der Nebenbedingung ayx; + asxs + azrs < b zur Gleichung ayx + asws +
a3xs +s=25b

Robert Hartmann Stand: 5. Marz 2013



1.2 Simplex-Tableau Verfahren 5

Als letzter Schritt der Vorarbeit muss nun die Anzahl der notwendigen Schlupfvariablen
bestimmt werden: Die Anzahl der Schlupfvariablen entspricht der Anzahl der Nebenbe-
dingungen. Da in der Vorlesung die Optimierungsprobleme auf die kanonischer Form
beschrankt wurden, gilt fiir die Koeffizienten der Schlupfvariablen die Nichtnegativitats-
bedingung.

Algorithmus : Simplex-Tableau Verfahren

Eingabe : Standard-Maximierungs-Problem in kanonischer Form
Ausgabe : Losung des Optimierungsproblems

1 if not Test: ,Formulierung in kanonischer Form*
2 then

// Test ist nicht erfolgreich gewesen
L abort (keine kanonische Form)

4 if not Test: ,Standard-Mazximierungs-Problem“
5 then

// Test ist nicht erfolgreich gewesen
L abort (keine Standard-Mazimierungs-Problem)

7 Bestimmung der notwendigen Schlupfvariablen s;

8 Aufstellung des Simplex-Algorithmus-Tableaus

9 while not Optimalitdtstest: ,Alle x; der ZFZ sind 0 und alle s; der ZFZ sind > 0¢
10 do

11 Finde Pivotspalte /* Pivotspalte wird diejenige Spalte mit kleinstem
ZFZ-Eintrag */
12 if Losbarkeitstest: , Falls alle Fintrdge der Pivotspalte < 0 sind, ist das Problem
unbeschrdankt.“ then

13 L abort (Problem unbeschrankt)

n4 Finde Pivotzeile /* Der kleinste nicht negative Quotient aus
Konstante b und den Koeffizienten in der Pivotspalte z;, ohne
die ZFZ, bestimmt die Pivotzeile. */

5 Pivotschritt /* Bringe durch Aquivalenzumformungen das Pivotelement

auf den Wert 1 und alle anderen Eintrdge der Pivotspalte auf
den Wert 0; d.h:

(1.) Dividiere Pivotzeile durch Pivotelement

(2.) Subtrahiere oder addiere jede andere Zeile mit einem

geeigneten Vielfachen der Pivotzeile. */
e Basistausch /* Ersetze die Zeilenbeschriftung der noch aktuellen
Pivotzeile durch die Spaltenbeschriftung der noch aktuellen
Pivotspalte. Werteintrige bleiben fest. */

17 return Optimale Werte der z; /* Die optimalen Werte der x; stehen in der
Spalte b in den jeweiligen mit z; beschrifteten Zeilen. */

Die Anzahl der Schleifendurchlédufe (beim Simplex-Tableau Verfahren fiir Standard-
Maximierungs-Probleme) ist identisch mit der Anzahl der Unbekannten x;.

Im Folgenden wird beispielhaft ein Maximierungsproblem sowohl auf graphischem/geo-
metrischem Weg als auch mit dem Simplex-Tableau Verfahren gelost.

Stand: 5. Marz 2013 Robert Hartmann



6 1 Lineare Programmierung

Aufgabe

Gegeben sind:?

Punkte
1 1
A= (o, —2) B=(21) C=(20) D (25;2> E=(0:3)
Geraden:

g ={A+t(B-A),teR}
={C+u(D—-C),ueR}
={FE+v(D-E),veR}

Maximiere
z=z(x,y) =3x —2y
unter Beachtung der Nebenbedingungen
Ni = z(2,y) 2 g(z) + 3z — 3y
Ny = 2(z,y) = h(z) + 3(x — y)
Ny = 2(z,y) <i(r) - 3(y — 2),

wobei stets gelten soll z > 0, y > 0
a) durch analytische Geometrie mit graphischer Unterstiitzung

b) durch Anwenden des Simplex-Tableau Verfahrens

LOosung
Die Nebenbedingungen sind Bedingungen an die zu optimierende Funktion, wir benotigen
aber Bedingungen an die Parameter  und y der Form ,Parameter op Ausdruck®, wobei

op € {<;=;>;>; <} sein kann.
Wir formulieren daher die Nebenbedingungen um:

Ni:z(z,y) > g(x)+3x—3y | No:z(z,y) > h(x)+3(x—y) | Ny:z(z,y) <i(z)—3(y—x)
3x —2y > g(x) + 3z — 3y 3x —2y > h(z) + 3x — 3y 3x — 2y <i(x) — 3y + 3z
3y —2y > g(x) y = h(z) y < i(x)

y > g(x)

2An dieser Stelle mochte ich mich ganz herzlich bei meiner Kollegin Dipl. Inf. Katharina Stollenwerk
bedanken, die in Threr ersten Arbeitswoche im September 2010 meine handschriftliche Aufzeichnung
von Aufgabe und Lésung, die ich den Tutoriumsteilnehmern in Moodle bereitgestellt hatte, in kurzer

Zeit in MTEX 2¢ bzw. die Graphiken mit IPE gesetzt hat.
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1.2 Simplex-Tableau Verfahren 7

a) geometrische / graphische Losung

C=@0  i=ED
1
D=2

L E=(0,3) Ni =y > g()
Ny :=y > h(x)

l .

J Lol — <
1 2 3 v N3 =y <i(x)

A Wir sehen z>0,y>0

Slzgﬂh

Sy = gn{(1;0)- K, K € R}

Beim Schnitt der Nebenbedingungsgrenzen mit den Vorzeichenbedingungen und beim
Schnitt der Nebenbedingungsgrenzen untereinander entstehen zwei Schnittpunkte S; und
Ss. Der Schnitt der Vorzeichenbedingungen liefert den Punkt 0 = (0;0).

Das oben graue Gebiet, bzw. der graue Bereich oder Ausschnitt der x — y-Ebene, wird
durch das Simplex & = (0; Ss; S1, D; E) begrenzt.

Die Losungskandidaten des LPs max{3z — 2y} liegen im Inneren von &. Kandidaten der
optimalen Losungen sind in den Eckpunkten des Simplexes & zu finden.

Wir miissen nun testen, ob wir das richtige Simplex gefunden haben, ndmlich dann,
wenn alle Eckpunkte des Simplexes alle Bedingungen erfiillen. Dazu brauchen wir die
Geradengleichungen von g(x), h(z), i(x) sowie die Koordinaten von S; und Ss.

Bestimmung der Geradengleichungen (mit Verfahren der linearen Algebra und
analytischer Geometrie)

Punkte A und B und Gerade g

Es war
(1) -G
g={A+t(B—A),t e R}

damit ist

Stand: 5. Marz 2013 Robert Hartmann



8 1 Lineare Programmierung

Wir fassen die Punktmenge der Geraden als Losungsmenge eines Linearen-Gleichungssystems
(kurz: LGS) mit zwei Gleichungen (kurz: GL) und einer Unbekannten auf:

r=2-1
BN
Yy=751 %

Ziel unserer Umformungen ist es, die Werte fiir y in Abhéngigkeit von den Werten von x
zu bringen, und dabei gleichzeitig die Variable ¢ ,loszuwerden®.
1

=2t & t=—-
T 233

S
Yy=751 %%

— 1. i
setze t = Sz 1n y ein:

1 + 11 <1 > 1 + (3 1 ) 1 N 3 3 1
= —— — — = —— — - =T = —— - = -2 — —
YT\ 2 "\272 2 T AT AT

Damit gilt genau fiir alle Punkte von g die Geradengleichung g(z) = 2z — 1.

Nebenbemerkung: Punkte von ¢ sind Losungen der Gleichung %x -y — % = 0.
Punkte C' und D und Gerade h
Es war
2 2,2
=) =(¥)
h={C+uD-C),uecR}
h o= {(5”) (”C) :(J+u(D—(J),ueR}
y)I\Y
x 2 2,2 2
(o) = (0) =+ ((2) =€)+
x 2 0,2
(0) = )=o) v

Auch hier fassen wir die Punktmenge der Geraden als Losungsmenge eines LGS mit zwei
GL und einer Unbekannten auf. Nach den folgenden Umformungs- und Einsetzungsschrit-
ten konnen wir die y-Werte in Abhéngigkeit von z ausdriicken und haben die Unbekannte
u eliminiert

damit ist

24u-0,2 & T2
€r = u - u =
’ 0,2
y=0+u-2
ok x—2
=0 -2
0,2
-2 1 -2
_ 7 .2:70(:” )~2:10x—20

2
10 2
“*Einsetzen von u in y

Damit gilt fir alle Punkte von h die Geradengleichung h(z) = 10x — 20, gleichwertig
losen sie die Gleichung 10x — y — 20 = 0.

Robert Hartmann Stand: 5. Marz 2013



1.2 Simplex-Tableau Verfahren 9

Punkte D und E und Gerade i
o=(2) o=()
i={E+v(D-W),veR}
i :{@><9::E+MD—ELUGR}
(=0 () ()<}
()=0) ()<}

Bearbeiten wir nun das Gleichungssystem

damit ist

x
=0 2,2 Sov=
x +v-2, v 2.9
y=3+v-(-1)
*k x
=3 -1
+12( )
T 10
2 22 11
“*Einsetzen von v in y
und wir erhalten i(x) = —%x—l—?) als Geradengleichung, was dquivalent zu —%x—y—FS =0

ist.
Bestimmung der Koordinaten von S,

Wir setzen die Parameterform der x-Achse in die z-y- Gleichungsform von ¢ ein, und wir
l6sen dann nach K auf. Mit K konnen wir Sy angeben.

si=gn {(}) - xnem)

Parameterform der z-Achse

3 1
9 Zx_y_i_o
3 1
S(1-K)=(0)==-=0
L (1K) = (0) = 3
3 1
S K—-=0
4 2
13 2
2 4 3

Stand: 5. Marz 2013 Robert Hartmann



10 1 Lineare Programmierung

Bestimmung der Koordinaten von 5
Wir setzen die vektorielle Parameterform von ¢ in die z-y-Gleichungsform von A ein und

l6sen nach der einen Unbekannten auf. Dies wiederum setzen wir in g als Parameterwert
ein und erhalten die gesuchten Koordinaten von Sj.

Slzgﬂh

Q
I

(]G] =+t een)
(0= () o) e

h : 10x—y—20=0

1 1
10-(0+t-2)— <—2+t- (12>) —-20=0 + nach ¢ auflosen
20t+1 llt 20=0
2 2 B

1 1
<2O—12>t+—2020

2

181t+1—20

22
18115—191
2 72
S B N
185 5 37 37

si=(8) () - (5 020) - () =

Der Rest ...
ist nicht mehr schwer.

Nachdem wir nun alle Geraden und Punkte, die ein Simplex beschreiben, bestimmt haben,
miissen wir testen, ob dieses Simplex auch alle Nebenbedingungen einhélt. Dazu setzen
wir nacheinander die Koordinaten der Eckpunkte des Simplexes in die Nebenbedingungen
ein, und priifen, ob diese gelten.

AnschlieBend werden wir, da das Simplex alle Nebenbedingungen erfiillen wird, die
Eckpunkte in die Zielfunktion einsetzen, um herauszufinden, welcher der Punkte einen
optimalen Wert liefert.

Robert Hartmann Stand: 5. Marz 2013



1.2 Simplex-Tableau Verfahren 11

Test, ob das Simplex &G = (0; Sy;S1; D; E) alle Bedingungen erfiillt

o= (o) 5= ) o= () o= () - )

Bedingung | 0 = (0;0) Sy = (3;0)

x>0 0>0 220

y >0 0>0 0>0

y>gx) [02g(0)=3-0-3=—} |[0>g(8)=3-2-f=}—}=0
y>h(x) |0>h(0)=10-0-20=—20 O>h@%:m-§—%:6——%_s4y
y<i(z) |0<i(0)=—2-0+3=3 0<i(3)=—-2-243=—2+3=22
Bedingung | S; = (25:;13)

>0 22 >0

y=>0 12 >0

y2g(x) |l 29(3) =125 -5=13—3=1g

y <i(x) I3 <i(lg) = =77 " 25 +3=—355 +3 =24

Bedingung | D = (2,2;2) E =(0,3)

x>0 2,2>0 0>0

y=0 2>0 320

y>g(x) |2>9(22) =220 1=8 181012135 ,0)=-L=0
y>h(z) [2>h(2,2)=10-28 -20=22-20=2 3> h(0)=-20
y<i(z) [2<i(2,2)=-L-2143=-1+3=2 3<i(0)=3

= Simplex erfiillt alle Bedingungen.

Bestimmung der optimalen Losungen

Punkt z(z,y) = 3x — 2y

0= (0;0) 3-:0—2-0=

Sy = (3;0) 3-2-2-0=2

S1=(25:;12) |3-(25:) —2- (1) =62 — 23 =42
D=(2,22) |3:22-2-2=6,6-4=2,6

E = (0;3) 3:0-2-3=-6

Man erkennt, dass S; in z(z,y) eingesetzt den grofiten Wert liefert. Also ist x = 2.4 37
Yy = 1 - die optimale, d.h. maximale, Losung mit einem Zielfunktionswert von 4
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b) Anwendung des Simplex-Tableau-Verfahrens

Im folgenden halten wir uns an den Algorithmus von Seite 5.
z=z(xz,y) =3x —2y

LP : max{z}; x>0y > 0;

3 1 3 1
Ly > S — = Cr—y<
Nty >g(@)) M=ty Niogr-vss
mit Aufgabenteil a umstellen
Ny 1y > h(x) o Ny :y > 10z — 20 Ny : 10x —y < 20
Ny <i ergibt sich 5 Al 5
iy =ilz) N3y < —7o+3 N3 w+y<3

Formulierung des Maximierungsproblems in gewohnter Art:
max{z(x)} = max{3z; — 2x.},

wobei z € R?,z; € R, 2o € R mit der Einschrankung durch die Vorzeichenbedingungen
21 > 0 und x5 > 0 unter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen
3 1
N1 . 11’1 — X9 S 5
N2 : 101’1 — T2 S 20

)
Ngiﬁl’l—i-l'gg?)

Hinweis: Gdbe es eine Variable x;, die die Nichtnegativititsbedingung nicht erfillt, d.h.
x; < 0 wire zuldssig, misste man dberall (d.h. in z und in den N;) das x; durch (2 — %)
ersetzen, wobei nun x; >0 und x;’ > 0 erfullt wdre.

Test: Formulierung in kanonischer Form Ja, die Formulierung ist in kanonischer Form,
denn alle Nebenbedingungen sind Ungleichungen der Form

> aim <b mit a; € R und b € R™

Hinweis: Die Losung von nicht kanonischer Form ist auflerhalb des Prifungsstoffes.

Test: Standard-Maximierungs-Problem FEin Standard-Maximierungsproblem liegt vor,
wenn der Punkt 0 alle Bedingungen erfiillt, also eine Ecke des Simplex ist: Nur dann
funktioniert das Verfahren aus der Vorlesung, sonst ndmlich nicht.

Hinweis: Der ,2-Phasen-Simple-Algorithmus®, der helfen wiirde, wenn der Startpunkt
keine giiltige oder zuldssige Basislosung liefert, liegt auflerhalb des Priifungs- und Vorle-
sungsstoffes.

3 1 5
Ni:=--0-0<= Ny :10-0 < N3 : — - <

1 40 0_2 2:10-0<20 300 0+0<3
die Vorzeichen sind auch erfillt

= Ein Standard-Maximierungsproblem in kanonischer Form liegt vor.

Robert Hartmann Stand: 5. Marz 2013
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Bestimmung der Anzahl der notwendigen Schlupfvariablen:

3 Ungleichungen = 3 Schlupfvariablen s, sq, s3

Hinweis: Pro Ungleichung belegen wir genau eine Schlupfvariable, die bei den anderen
Ungleichnungen den Wert O erhdlt, mit einem Wert (bei kanonischer Form mit dem
Wert 1). Bei nicht kanonischer Form:

s =1 fur Zaixi <b
s = —1 fir Zaixi >b
s =0 fur Zaixi:b

Aufstellung des Simplex-Algorithmus-Tableaus:

Ty X2 | S1 S2 S3 || b

s; | 3 —1]1 =

1 4 2
So | 10 -1 1 20

ss| & 1 1|3

0

Hinweis: Der Grund fiir die Invertierung der Koeffizientenvorzeichen in der Zielfunkti-
onszeile ist, man optimiert z = z(x) = 3 ¢;x;, indem man die Gleichung z — (3 ¢;x;) =0
lost.

Optimalitatstest Sind alle Koeffizienten in der ZFZ groler oder gleich Null? Nein, also
miissen wir rechnen: Insbesondere die z; miissen in der ZFZ auf Null gebracht werden.
Die s; miissen grofler oder gleich Null sein.

Finde Pivotspalte: Pivotspalte wird diejenige Spalte mit kleinstem ZFZ-Eintrag (hier

.171).

X1 xro S1 S92 S3 b
si][2]-1]1 3
sy |10 ] —1 1 20
ss || & | 1 1|3
z ||-3| 2 0 O 0

Losbarkeitstest Falls alle Eintriage der Pivotspalte kleiner oder gleich Null sind, ist das
Problem unbeschrankt.

Finde Pivotzeile Der kleinste nicht negative Quotient aus Konstanten b und Koeffizien-
ten von z; in der Pivotspalte, ohne die der ZFZ, bestimmt die Pivotzeile.

Stand: 5. Marz 2013 Robert Hartmann
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X1 T2 S1 S92 S3 b Q
51 % —111 % % = % . % = % <+—— Kkleinster Quotient
so || 10| —1 1 20 %) —9
ss | & | 1 3 || £ =3L=3—=46
it (3 ls] s
z -3 2 0O 0 0|0 yd
X1 T2 S1 S9 S3 b
Lol g [-1]1 3|
so [ 10| —1 1 20
ss ||| 1 13
z =3 2 0 0 0

Hinweis: (Nicht kanonische Form) Wenn eine Zeile (aufler z) keine Schlupfvariable
enthdlt, d.h. die entsprechende Nebenbedingung ist eine Gleichung, dann wdihle Zeile ohne
Schlupfvariable als Pivotzeile und eine beliebige Spalte, in der diese Zeile ein FElement
ungleich Null enthdlt, als Pivotspalte. Fiihre einen Pivotschritt aus. Alle Zeilen (ohne z)
mit b < 0 missen nun mit —1 multipliziert werden.

Das Pivotelement ist also (z1; s1) mit dem Wert 2.

Pivotschritt Bringe durch Aquivalenzumformungen das Pivotelement auf den Wert 1
und alle anderen Eintrige der Pivotspalte auf 0:

e Dividiere die Pivotzeile durch Pivotelement

o Subtrahiere oder addiere jede andere Zeile von oder zu einem geeigneten Vielfachen
der Pivotzeile

Tr1 To | 81 S s3 || b Op T s1 Sy s3 || b
I si|[2 ] —1]1 % .% 51 m —7% % 0 O %
Im sz | 10 -1 1 20 fIOé-I sa | 0 i’? -2 1 0|2
mr ss | = 1 13 || -&-31 ss | 0 B -2 0 1|8
v z |-3 20 0 00 [[+3-31I = |0 -2 4 0 02

Basistausch Ersetze die Zeilenbeschriftung der noch aktuellen Pivotzeile durch die
Spaltenbeschriftung der noch aktuellen Pivotspalte: Werteintrdge bleiben fest. Hier s;

gegen .

T ) S1 S9 S3 b
Lo~ 5 0 0[5
s [0 -2 1 02

53 20 89
S3 0 33 —33 0 1 33
z 0 -2 4 0 0|2

Robert Hartmann

Stand: 5. Marz 2013
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X i) 51 S92 S3 b Q Op
4 4 2 1 4 3
x| 1 [-3 5 0 0|2 %_—5_—0,5 + (3% -10)
o 20 [F[-F 1 0] F| &~1081 2
)
ss | 0 B -2 0 1% # = 89~ 1,679 | — (SBcdots - 10)
= |0 [-2] 4 0 0]2 +(2-5-10)
2) b) Q)

a) Zielfunktionszeile ist noch nicht optimal: Daher neue Pivotspalte mit kleinstem
z-Eintrag

b) Quotienten zur Bestimmung der Pivotzeile
c¢) Pivotelement ist gefunden

d) Operation zur Durchfithrung des Pivotschrittes

Nach dem Pivotschritt und sich anschlieBendem Basistausch erhalt man

1 X9 S1 S9 S3 b
1|1 0 —% = 0 2—2:2+%z2,1081
| 0 1 |- & 0 %:1+%z1,081
460 53 4103 _ 1136 .
s3 1 0 0] 37— 1| Yoo =27+ 155 27,93
=0 0% £ 0f3F=4+2~4162

Die Zielfunktionszeile ist optimal, da alle z; = 0 und alle s; > 0 in der z-Zeile sind. Wir
konnen nun ablesen, dass z; = 2% und o = 1% die optimale Losung liefert und dass
2(x1,x9) = 3x1 — 229 den Zielfunktionswert z = 4% besitzt.

Anmerkung: Vergleichen wir die Losungen des graphischen / geometrischen Verfahrens
mit den des Simplex-Tableau-Verfahren, erkennen wir, dass beide Verfahren dieselbe
Losung liefern.

Stand: 5. Marz 2013 Robert Hartmann
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1.3 Weitergehende Simplex-Verfahren

Hinweis. In diesem Abschnitt werden weitergehenden Simplex-Verfahren vorgestellt,
die auflerhalb des Priifungsstoffes sind, da sie in der eigentlichen Veranstaltung nicht
behandelt wurden.

1.3.1 2-Phasen-Simplex
vgl [Ley1997]

1.3.2 Vorbereitung zur Fuzzy Linearen Programmierung

Bisher haben wir unter scharfen Bedingungen optimiert. Haufig steht man jedoch vor dem
Problem, dass Nebenbedingungen eben nicht mehr scharf oder konkret genug benannt
werden konnen. Die sogenannten Fuzzy-Mengen und die Fuzzy-Logik bieten mathematische
Werkzeuge mit denen man unscharfe (engl. fuzzy) Aussagen, Bedingungen oder unscharfe
Mengenzugehorigkeiten formal ausdriicken und auswerten kann.

Das von ZADEH® Mitte der 60er Jahre des 20. Jahrhunderts entwickelte Unschéarfe-
Konzept (Fuzzy-Set-Theory) beinhaltet eine mehrwertige Logik, die Fuzzy-Logik, welche
auf unscharfen Mengen, den Fuzzy-Mengen, operiert.

Das ZADEHsche Konzept der Fuzzy-Mengen ist eine Erweiterung des klassischen Mengen-
Konzept, welches von CANTOR* und DEDEKIND® formuliert, spéter von ZERMELO® und
FRAENKEL' widerspruchsfrei axiomatisiert wurde.

Das ZADEHsche Konzept der Fuzzy-Logik ist eine Verallgemeinerung der klassischen Logik,
d.h. Aussagenlogik und Pridikatenlogik, formuliert von BOOLE® und FREGE’.

Bevor wir uns in einem Exkurs die ,unscharfen“ Fuzzy-Konzepte ansehen, erinnern wir
uns zunachst an die Grundlagen der scharfen Logik- und Mengen-Konzepte. Nach dem
Exkurs iiber die Fuzzy-Konzepte (siehe Seite 23) formulieren wir anschlieend (siehe Seite
41) Fragestellungen der Fuzzy Linearen Programmierung und zeigen den Losungsweg auf.
Die Aussagenlogik sowie die Préadikatenlogik und die klassischen Mengen sind Ihnen in
der Veranstaltung mathematische Grundlagen bzw. in der Veranstaltung mathematische
und physikalische Grundlagen im ersten Semester begegnet.

3LOTFALI ASKAR-ZADEH (* 1921) ist Mathematiker, Informariker und Elektroingenieur. Er ist emeri-
terter Professor fiir Computer Science der University of California.

4GEORG FERDINAND LUDWIG PHILIPP CANTOR (* 19. Februar jul./ 3. Mérz 1845 greg. in Sankt
Petersburg; 16. Januar 1918 in Halle an der Saale) war ein deutscher Mathematiker.

5Jurius WILHELM RICHARD DEDEKIND (* 6. Oktober 1831 in Braunschweig; t 12. Februar 1916
ebenda) war ein deutscher Mathematiker.

SERNST FRIEDRICH FERDINAND ZERMELO (* 27. Juli 1871 in Berlin; 121. Mai 1953 in Freiburg im
Breisgau) war ein deutscher Mathematiker.

TADOLF ABRAHAM HALEVI FRAENKEL (* 17. Februar 1891 in Miinchen; {15. Oktober 1965 in
Jerusalem), war ein deutsch-israelischer Mathematiker.

8GEORGE BOOLE (* 2. November 1815 in Lincoln, England; 1 8. Dezember 1864 in Ballintemple, in der
Grafschaft Cork, Irland) war ein englischer Mathematiker (Autodidakt), Logiker und Philosoph.

9FRIEDRICH LUDWIG GOTTLOB FREGE (* 8. November 1848 in Wismar; f 26. Juli 1925 in Bad
Kleinen) war ein deutscher Logiker, Mathematiker und Philosoph.

Robert Hartmann Stand: 5. Marz 2013
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Abgrenzung des Unschdrfe-Begriffs der Fuzzy-Set-Theory von der in der Wahr-
scheinlichkeitsrechung Mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung kénnen Aussagen
getroffen werden, iiber das Eintreten von Ereignissen. Wenn ein Ereignis eingetreten ist,
dass ist dieses jedoch unschérfefrei. Von einem eingetretenen Ereignis lassen sich alle
Eigenschaften konkret ohne Unsicherheit / ohne Unschérfe feststellen, z.B. mit geeigneter
Messung.

Bei der Fuzzy-Set-Theory liegt die Unschéarfe nicht im Eintreten eines Ereignisses, sondern
viel eher im Datenbestand selber.

Diesen Umstand soll der Vergleich zweier Urnenmodelle verbildlichen.

Beispiel 1.1 (Urnenmodell (Wahrscheinlichkeit)). Gegeben eine Urne gefiillt mit schwar-
zen und weiflen Kugeln. Beim blinden Ziehen einer Kugel ist es unsicher, ob eine schwarze
oder eben weifle Kugel gezogen wird. Nach der Ziehung ist es eindeutig feststellbar, ob
die Kugel schwarz ist, bzw. das genaue Gegenteil zutrifft, dann ndmlich wenn sie weif} ist.

Beispiel 1.2 (Urnenmodell (Fuzzy-Set)). Gegeben eine Urne gefiillt mit Kugeln, die
weifl oder schwarz sind, sowie Kugeln, deren homogene Farbung aus dem Grauwert-
Spektrum zwischen schwarz und weifl stammt. Nach einer blinden Ziehung ist es nun
im Allgemeinen nicht eindeutig feststellbar, zu welcher Menge die Kugel zuordenbar ist.
Hell-graue Kugeln kommen wohl eher in die Menge der weilen Kugeln, und dunkel-graue
Kugeln kommen wohl dort eher nicht hinein. Jede graue Kugel passt zu einem gewissen
aber unterschiedlichen Grad in beide Mengen.

Erinnerung: BooLEsche Logik, formale Aussagenlogik

In der Aussagenlogik geht es um das Bestimmen von Wahrheitswerten einer Aussage oder
einer Kombination von Aussagen.

Definition 1.6. (Wahrheitssymbol, aussagenlogische Formel, Aussagensatz):
Jedes (aussagenlogische) Symbol, das fiir eine Aussage'’ steht, ist ein Aussagensatz.
Die Wahrheitssymbole sowie jede Aussage selbst sind Aussagesdtze.

Aussagen lassen sich mit Verkniipfungssymbolen zu einer neuen Aussage verschmelzen.
Jede Aussage lisst sich als Formel notieren.

Wahrheitssymbole Bedeutung
true, 1 richtig, wahr
false, 0 falsch, unwahr

10 Aussagen konnen der realen Welt entstammen oder von abstrakten Dingen handeln.

Stand: 5. Marz 2013 Robert Hartmann
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Verkniipfungssymbole Bedeutung

- Negation
A Konjunktion
Vv Disjunktion
— Implikation
> Aquivalenz !

seltener benutzt sind:

if —then Bedingung mit Folgerung

1f —then — else Bedingung mit Folgerung und Alternative
Haufig werden auch = fiir Implikation, < fiir Aquivalenz benutzt. Diese Zeichen werden
hier in diesem Kapitel als ,,metasprachliche Elemente“ benutzt, um Aussagen iiber logische
Formeln machen zu kénnen, ohne den Wert der betrachteten Formel zu manipulieren. Es
bedeuten = metasprachliche Implikation und < metasprachliche Aquivalenz.

Definition 1.7. (Interpretation einer Formel): Die Zuweisung von Wahrheitswerten
(true oder false bzw 1 oder 0) zu den aussagenlogischen Symbolen in einer Formel heifit
Interpretation einer Formel.

Satz 1.1 (vom ausgeschlossenen Dritten / tertium non datur). Der Wahrheitswert — oder
kurz: Wert — einer Formel ist true oder false, nie beides gleichzeitig.

Satz 1.2 (iiber die Extensionalitét). Der Wahrheitswert jeder zusammengesetzten Aussage
ist eindeutig durch die Wahrheitswerte ihrer Teilaussagen bestimmt.

Definition 1.8. (Giiltige Formel, Tautologie): Eine Formel F ist giiltig (engl. valid),
falls der Wert von F' unter jeder Interpretation true ist. F' wird dann Tautologie genannt.

Rechnen mit logischen Formeln Die Grundlage fiir werterhaltende dquivalente Mani-
pulation einer logischen Formel F' und zur Bestimmung des Wertes von F' unter einer
vorgenommenen Interpretation sind die durch die algebraische Struktur, die BoOLEsche
Algebra genannt wird, vorgegebenen Operationen:

Kommutativgesetze anNb=bAa avVb=0bVa
Assoziativgesetze (anb)ANc=aA(bAc) (avb)Ve=aV (bVec)
Idempotenzgesetze aNa=a aVa=a
Distributivgesetze aN(bVe)=(and)V(ance) aV (bAc)=(aVDb)A(aVc)
Neutralitatsgesetze aNl=a aVl=a
Extremalgesetze anN0=0 aV1i=1
Doppelnegationsgesetz (Involution'?) =(=a) =a

De Morgansche Gesetze =(aAb)=-aV b =(aVb)=-aAN-b
Komplementargesetze a—-a=0 aV-a=1
Dualitétsgesetze -0=1 -1=0
Absorptionsgesetze aV(and)=a aN(aVvd)=a

"Das Zeichen fiir die mathematische Aquivalenzrelation wire =.
12 Allgemein ist eine Involution eine selbstinverse Abbildung. Das lateinische Wort involutus bedeutet
schwer verstdndlich hingegen bedeutet das lateinische Wort involutio zu Deutsch Gewinde.

Robert Hartmann Stand: 5. Marz 2013
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Erinnerung: Pradikatenlogik (erster Ordnung)

Konstanten und Variablen beschreiben Objekte, Funktionssymbole und Pradikatssymbole
beschreiben Funktionen und Relationen auf diesen Objekten (vgl. [Har2004]).
TODO AFTER 5. Marz 2013. ..

Erinnerung: Pradikatenlogik (zweiter Ordnung)

Sie erweitert die Pradikatenlogik erster Stufe um die Moglichkeit, tiber alle Relationen zu
quantifizieren. Die Pradikatenlogik der zweiten Stufe ist daher echt ausdrucksstarker als
die der ersten Stufe. Leider hat sie den Verlust wichtiger Satze zu beklagen, wie etwa den

o GODELschen Vollstiandigkeitssatz
» Kompaktheitssatz, auch Endlichkeitssatz genannt.

TODO AFTER 5. Marz 2013. ..

Erinnerung: klassische Mengen

Klassische Mengen werden auch crispe Mengen genannt, denn es ist scharf (engl. crisp) ent-
scheidbar, ob ein Element zu einer Menge gehort oder eben nicht. Zu dieser Entscheidung
kann formal eine charakteristische Funktion (s.u.) benutzt werden.

Element einer Menge Seien ¢ ein ,Etwas®“ und M eine Menge, dann bedeutet
e € M e ist Element der Menge M
e ¢ M e ist kein Element der Menge M

Sind die klassischen (d.h. crispen) Mengen M; tiber dem Grundbereich X definiert, so
ist jedes M ; eine Teilmenge von X.
Beispielsweise kann eine (crispe) Menge M C X beschrieben werden als

Aufzahlung M = {zy,2,,...}

Charakterisierung M = {z € X | |z| < 42}

Die charakteristische Funktion von M, mit M C X und x € X, wird definiert durch
xm X —{0;1} | 2= xm(2)

wobei

1l e M
0 sonst

Xm(x) = {

Wie man sieht, ist die charakteristische Funktion fiir klassische Mengen nicht besonders
interessant.

Stand: 5. Marz 2013 Robert Hartmann
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e
G 1bereich X 1
e\
[ \
| M |
\g )
\\ / .
e
b d
X
0 b c 9 h € f a d 1

Crispe Mengen

Fir die Definition von Fuzzy-Mengen jedoch werden charakteristische Funktionen wichtig
werden (siehe Seite 23).

Einfache, d.h. grundlegende, Mengenoperationen

Definition 1.9. (Komplement: ©): Seien A und X zwei Mengen mit A C X | dann
ist
M=A={z|r¢ Arz e X}

das Komplement der Menge A. Fiir die zugehorige charakteristische Funktion gilt:

Xac(r) =1 —=xa(z)

Definition 1.10. (Schnitt: N): Seinen A und B zwei Mengen, dann ist
M=ANB={z|z€ ANz € B}
die Schnittmenge von A mit B. Fiir die zugehdrige charakteristische Funktion gilt:

Xang(z) = min {xa(z), x5(z)}
= xal(z) - xs()

Definition 1.11. (Vereinigung: U): Seinen A und B zwei Mengen, dann ist
M=AUB={z|z€ AVzec B}
die Vereinigungsmenge von A mit B. Fiir die zugehorige charakteristische Funktion gilt:

Xaup(z) = max {xa(z), x5()}
=1—=((1 = xa(@))- (1 -xz()))

Robert Hartmann Stand: 5. Marz 2013
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Definition 1.12. (Subtraktion: \): Seinen A und B zwei Mengen, dann ist
M=A\B={z|z€ ANz ¢ B}

das Ergebnis der Subtraktion der B von A. Fir die zugehorige charakteristische Funktion
gilt:

Xa\B(7) = max {0, xa(z) — xp(z)}
= xa(z) - (1 —xg(z))

Ahnlich der Situation bei der BooLschen Aussagenlogik gelten fiir crispe Mengen gleich-
zeitig das Gesetz der Idempotenz (AN A = A), der Satz vom ausgeschlossenen Dritten
(AU A° = X) sowie der Satz vom Widerspruch (AN A° = ).

Erweiterte Mengenoperationen

In der Veranstaltung Datenbanksysteme des zweiten Semesters haben Sie neben der
Sprache SQL auch die Notation der Relationalen Algebra kennen gelernt. Das sind im
wesentlichen Operationen auf Tupeln, also Operationen auf mehrdimensionalen Mengen-
elementen.

Definition 1.13. (Kreuzprodukt: x, Tupelbildung): Seinen A und B zwei Mengen;
und es seien die Elemente x € A, y € B, dann ist

A x B ={(z,y) | Vo,Vy mit x € ANy € B}

das Tupel (z,y) das Ergebnis des Kreuzprodukts.

Das n-dimensionale Tupel (x1, 3, ..., x,) ist Mengenelement des Ergebnisses eines Kreuz-
produktes von n (nicht notwendigerweise verschiedenen) Mengen;

z.B. (z1,29,...,2,) € R" ist Mengenelement der Ergebnismenge von

X3

(R)=RxRx---xR=R"

n-mal

Definition 1.14. (Selektion: 0): Sei z = (21,...,2,) € M ein Tupel, dann ist
OBedingung, (z;) (M) = {z | (1 < j < n) AVi € N Bedingung;(z;) = true}

die Menge derjenigen Tupel z, deren fest definierte j-te Komponente die angegebene i-te
Bedingung erfillt.

Definition 1.15. (Projektion: 7): Sei x = (z1,...,x,) € M ein Tupel, dann ist
(M) ={2 | 2 = (2i), Tigy .., T3, ) N (kK € {in, .. i) A1 <k <m<n)}

die Menge der Tupel, deren Komponenten auf die angegebenen m Komponenten reduziert
wurden. Die Reduzierung von n auf m Komponenten ist eine Dimensionsverringerung.

Stand: 5. Marz 2013 Robert Hartmann
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Definition 1.16. (Verbund: x): Es seien R und S zwei (Tupel-)Mengen, dann ist
R >pusdruck S = Tausdruck (B X S) = {(r,s)|r € RA s € S A Ausdruck = true}

der Verbund (engl. join) der beiden (Tupel-)Mengen. |r| 4+ |s| € N, das ist die Addition
der Komponentenanzahlen, liefert die Dimensionalitédt der Ergebnistupel.

Definition 1.17. (Division: +): Seinen R und S zwei (Tupel-)Mengen. Es seien die
Komponenten der Tupeln aus R mit einem eindeutigen Namen versehen, ebenso seien die
Komponenten der Tupeln aus S in sich betrachtet eindeutig benannt. Es sei 5 die Menge
der Komponentnamen zu R und v sei die Menge der Komponentnamen zu S. Weiterhin
soll R = 3\ v die Menge der Komponentnamen von R sein, die nicht in der Menge der
Komponentnamen von S vorkommen.

Dann liefert

R+ S =mp(R)—71r((rr(R) X S) — R)

die Mengendivision von R durch S.
Wenn gilt
R-S={z|ze(R+S)}xS={d]|2" € R}

dann sind Kreuzprodukt und Mengendivision inverse Operationen. Dies ist nur unter
bestimmten Bedingungen moglich:

Néamlich wenn R + S also diejenigen Tupel mit Komponentnamen aus R’ enthalt, die —
erweitert um die Komponentnamen von S — unter Befiillung der zugehorigen Komponenten
mit allen Wertmoglichkeiten von S, schon in gleicherweise in R vorkommen.

Robert Hartmann Stand: 5. Marz 2013



1.3 Weitergehende Simplex-Verfahren 23

Exkurs: Fuzzy-Mengen und Fuzzy-Arithmetik

Woher kommen Fuzzy-Mengen?

o linguistische Vorgaben: sehr klein, klein, normal, grof, sehr gro [GRAPHIK HIER]

« zufillige Mengen (z.B. einer Meinungsumfrage) [GRAPHIK HIER]

»Fuzzy* charakteristische Funktion Die unspannende charakteristische Funktion yas
fir crispe Mengen ist schon bekannt (siehe Seite 19).

Die charakteristische Funktion von crispen Mengen ist eine Abbildung in den bindren
Wertebereich {0;1}, d.h. fiir ein konkretes x gilt entweder xas(z) = 0 oder xp(x) = 1.
Hingegen ist die charakteristische Funktion y 4 von Fuzzy-Mengen A eine Abbildung in
das abgeschlossene reellwertige Intervall [0; 1].

Auch das ist auf den ersten Blick nicht besonders aufregend: Denn was soll schon an der
Aussage 0 < xa(x) < 1 so spannendes sein? Die charakteristische Funktion wird beim
Losen von Fuzzy-LP-Aufgaben eine zentrale Bedeutung bekommen.'?

Definition 1.18. (Fuzzy-Menge): FEine Fuzzy-Menge A ist gegeben durch die cha-
rakteristische Funktion

xa — [0;1] also 0 < ya(z) <1

Anschaulich gesprochen gibt x 4(z) den Zugehorigkeitsanteil eines Elementes x aus dem
Grundbereich X zur Fuzzy-Menge A an.

Ist A eine Fuzzy-Menge iiber dem Grundbereich X, so schreiben wir:

A€ F(X)

Betrachten wir uns ein paar Beispiele fiur charakteristische Funktionen:

0 rz<a
e a<zr<bh

Trapezmenge A = (a,b,c,d): xa(zx) =11 b<z<c
fl:ﬁ c<zxr<d
0 x>d

13Die Spannung steigt!
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1
0 r<a
r—a
) =6 g <z <b
Dreiecksmenge A = (a,b,c): ya(z) =< ¢
T p< g <ec
c—b — -
0 r>c
0 a b 4 1
Dreiecksmenge (engl. triangle set)
1
1 z=a
Singelton A = (a): xa(x) =
0 sonst
0 1
Einermenge (engl. Singleton)

universelle Menge: xx(z) =1
(X ist der komplette Grundbereich.)

universelle Menge (engl. universal set)

leere Menge: xg(z) =0

leere Menge (engl. empty set)

Ebenso konnen modifizierte GAUss-Funktionen, verschobene HEAVISIDE-Funktionen,
abschnittsweise-lineare Funktionen und andere Funktionen zur Charakterisierung von
Fuzzy-Mengen genommen werden.

Robert Hartmann Stand: 5. Marz 2013
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Bei der mathematischen Umsetzung von beschreibender Sprache kommen zum Einsatz:

Konzentration (sehr): con(xa(z)) = x4 (2)

0 a b c 1
Dreiecksmenge (engl. triangle set) xa(z)

Konzentration (engl. concentration) con(ya(x))

1
Dilatation (etwas): dil(xa(z)) = Jxa(x)
0 @ b < 1
Dreiecksmenge (engl. triangle set) y.(x)
Dilatation (engl. dilatation) dil(ya(x))
1
2 fi <0,5
Kontrastierung (wirklich):Int(xa(z)) = Xa(r) ) i xa(z) <0,
1—2(1—=xa(x))” sonst
0 a b \"' 1
Dreiecksmenge (engl. triangle set) xa(z)
Kontrastierung (engl. contrasting) Int(ya(z))

Die oberen Graphiken zeigen die Anwendung dieser Beschreibungen auf Dreiecksmengen.

Stand: 5. Marz 2013 Robert Hartmann
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Unbetrachtet sind noch verblieben:
« Toleranz einer Fuzzymenge A: tolerance(A) = {x | xa(z) =1}

 Support einer Fuzzymenge A: support(A) = {x | xa(z) > 0}

Toleranz: ya(x

/]

Support xa(z) >0

Toleranz und Support

Mengen-Operationen fiir Fuzzy-Mengen

Wie bei den crispen Mengen (siche Seite 20) lassen sich Komplement, Schnitt und
Vereinigung definieren:

Definition 1.19. (Komplement: “): Sei A € F(X) eine Fuzzy-Menge und X ihr
Grundbereich, dann ist das Komplement definiert durch dessen charakteristische Funktion:

Xac(r) =1—xa(z)

Definition 1.20. (Schnitt: N): Seinen A € F(X) und B € F(X) zwei Fuzzy-Mengen,
dann ist ihr Schnitt definiert durch dessen charakteristische Funktion:

Xang(z) = min {xa(z), xa(v)}
= xa(z) - xn(z)

Definition 1.21. (Vereinigung: U): Seinen A € F'(X) und B € F(X) zwei Fuzzy-
Mengen, dann ist ihre Vereinigung definiert durch die zugehorige charakteristische Funk-
tion:

Xaup(z) = max {xa(v), xB(7)}
=1—-((1=xalz)) - (1—x5)))
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Es gelten nicht alle drei Gesetze/Satze der crispen Mengen (siehe Seite 21) Idempotenz,
der Satz vom ausgeschlossenen Dritten, sowie der Satz vom Widerspruch fiir Fuzzy-
Mengen. Dies ist aber sinnvoll und plausibel.

X A€ AUAC 4 X X AuAC

XA

Fuzzy-Menge A und A€ Schnitt und Vereinigung von A und A

Verallgemeinerung vom Schnitt
Definition 1.22. (t-Norm: T): Eine Abbildung
T:[0,1]* = [0,1]

heifit t-Norm falls gilt:

 neutrales Element T(a,1) =a

e Monotonie (¢ < b) — (T(a,c) < T(a,b))

o Kommutativitat T(a,b) = T(b,a)

o Assoziativitat T (a, T(b,¢)) = T(T(a,b),c)
Beispiele fiir t-Normen:

o Minimum-Norm: T ,(a, b) = min{a, b}

o Produkt-Norm: Ted(a,b) =a-b

o LukasiEwicz!'*-Norm: Tpua(a,b) = max{0,a +b— 1}

14 JAN LUKASIEWICZ (* 21. Dezember 1878 in Lemberg; 113. Februar 1956 in Dublin) war ein polnischer
Philosoph, Mathematiker und Logiker. Er war Professor an den Universitdten Lemberg und Warschau.
Er fiihrte die polnische Notation, die heute als Prdfiznotation bezeichnet wird, ein. 1920 formalisierte
er die dreiwertige Logik ¥.3 und schuf so den ersten mehrwertigen und damit nichtklassischen logischen
Kalkiil.

Stand: 5. Marz 2013 Robert Hartmann
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a b=1
o Extreme Norm: T _y(a,b) =<¢b a=1
0 sonst

e YAGER'-Familie: Tvy_(a,b) =1 — min{1, ((1 —a)” + (1 — b)w)%} mit R>w >0
Fir w =1 gilt: Ty__,(a,b) = Truka(a,b)
Fir w — 0 gilt: Ty__,(a,b) = T_1(a,b)
Fir w — oo gilt: Ty, (a,b) = Tuin(a,b)

Die YAGER-Familie ,interpoliert® also zwischen den wichtigen t-Normen.

Verallgemeinerung des Komplements
Definition 1.23. (Negation: ¢): Eine Funktion
c:[0,1] — [0, 1]
heifit Negation falls
 sie monoton fallt,
o sie ¢(0) =1 und ¢(1) = 0 erfiillt,
e sie involutiv ist, d.h. ¢(c(a)) = a gilt.

Die YAGER-Negation-Familie ist fir 0 <w € R und x € A € F(X) definiert als :

€l

clx) =(1—2a%)

Verallgemeinerung der Vereinigung
Definition 1.24. (t-Conorm: 1): Eine Abbildung
1L :00,1* = [0,1]

heifit ¢-Conorm falls gilt:

 neutrales Element 1(a,0) =a

e Monotonie (¢ <b) — (L(c,a) < L(b,a))

o Kommutativitat L(a,b) = L(b,a)

o Assoziativitat L(a, L(b,c)) = L(L(a,b),c)

Nun kénnen wir mit Fuzzy-Mengen &dhnlich wie mit klassischen Mengen operieren. Zum
Losen von Aufgaben des Fuzzy-LP benotigen wir zusétzlich eine Moglichkeit arithmetische
Operationen fiir Fuzzy-Mengen dhnlich der Addition und Multiplikation von Zahlen
auszudriicken.

1PRONALD R. YAGER ist Professor fiir Informationssysteme an dem Iona College und Direktor des
dortigen Instituts fiir Machine Intelligence. Ungefdhr 1980 entdeckte er die Formel. Im Jahr 2004
wurde er mit dem IEEE Computational Intelligence Society Fuzzy Systems Pioneer Award geehrt.
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Arithmetik mit Fuzzy-Mengen als Fuzzy-Zahlen

Definition 1.25. (Produkt: x): Seien A € F(X) und B € F(Y') zwei Fuzzy-Mengen,
und a € A sowie b € B dann ist das Produkt

AxBeF(X xXY)

definiert uber seine charakteristische Funktion

XaxB(a,b) = min{xa(a), x5(b)}

Definition 1.26. (Projektion: 7x): Sei A € F(X X Y) eine Fuzzy-Menge und
a € X sowie b € Y, dann ist die Projektion auf X

m X(A) e F (X )
definiert uber ihre charakteristische Funktion
Xrx(a)(a) = Sup xal(a,b)

Definition 1.27. (Projektion: my): Sei A € F (X X Y') eine Fuzzy-Menge und a € X
sowie b € Y, dann ist die Projektion auf'Y

T Y(A) e F (Y)
definiert iiber ihre charakteristische Funktion
Xy (4)(b) = sup xal(a,b)

Definition 1.28. (max-min-Komposition): Sei A € F(X X Y)und B € F(Y X Z),
dann ist die maz-min-Komposition

AocBeF(X XY)

definiert uber ihre charakteristische Funktion

XaoB(2,2) = Sup min{xa(z,y), x5y, 2)}
ye

Definition 1.29. (Fuzzy-Zahl, normale Fuzzy-Menge, konvexe Fuzzy-Menge):
Sei A € F(X) eine Fuzzy-Menge. A heifit Fuzzy-Zahl genau dann, wenn

1. firalle zy, 29 € X undalle A € [0, 1] gilt: xa(Az1+(1=X)z3) > min{xa(z1), xa(z2)}
(genau dann ist A eine konveze Fuzzy-Menge)

2. A€ F(IR) und es genau einen Wert xy € R existiert fir den die charakteristische
Funktion den Wert 1 liefert: 3lzg € R : xa(zo) = 1 (genau dann ist A eine normale
Fuzzy-Menge),

3. die charakteristische Funktion stiickweise stetig ist.

Stand: 5. Marz 2013 Robert Hartmann
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Definition 1.30. (negative und positive Fuzzy-Zahlen): Sei A € F(R) eine
Fuzzy-Zahl. A heifit

positiv wenny 4 (z) =

OV
negativ wenny 4 (z) = OVz

Definition 1.31. (Fuzzy-Null): Eine Fuzzy-Zahl A heifit Fuzzy-Null genau dann,
wenn

Jr € R mit der Eigenschaft:(xa(r) # 0) A (xa(—7) # 0)

Es gibt unendlich viele verschiedene Fuzzy-Mengen, die jeweils Fuzzy-Null heiflen.

Grundrechenarten

Um die Addition, Multiplikation, Subtraktion und Division eines skalaren Wertes oder
einer Fuzzy-Menge mit einer anderen Fuzzy-Menge oder einem anderen skalaren Wert zu
definieren, greifen wir auf die Intervallarithmetik zuriick. Die moderne Intervallarithmetik
basiert auf den Arbeiten von RAMON E. MOORE'S.

Wir unterteilen eine Fuzzy-Zahl A € F(X) in Intervalle iiber dem Grundbereich X mit
ytrennenden“ Operatoren, welche die Funktionswerte von y 4 aufteilen:

Definition 1.32. (a-Schnitt): Sei A € F(X) eine Fuzzy-Menge tiber X und o > 0,
dann ist der a-Schnitt die Menge

[Xaloa ={z |2 € X Axalz) > a}

Es gilt xa(z) = sup, {7 € [xala}-

Definition 1.33. (strikter a-Schnitt): Sei A € F(X) eine Fuzzy-Menge iiber X
und a > 0, dann ist der strikte a-Schnitt gegeben als

[xala ={z |z € X A xa(z) > a} (also ohne Rand)

Es gilt xa(z) = sup, {z € [xala}-

16 RAMON EDGAR MOORE (* 27. Dezember 1929 in Sacramento, Kalifornien) ist ein US-amerikanischer
Mathematiker. Er arbeitete im Forschungszentrum der Firma Lockheed. Er war von 1965 bis 1981
Professor an der University of Wisconsin-Madison und von 1986 bis 2000 an der Ohio State University.
MOORE war Gastprofessor an Universitdten in England, Deutschland und Schweden.
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Erinnerung: Intervallarithmetik

Definition 1.34. (Intervall Addition, Multiplikation, Subtraktion, Division,
einstellige Operation): In [MY1959] beschreibt MOORE deutlich wie mit Intervallen
zu rechnen ist:

Seien [; und I, zwei abgeschlossene Intervalle tiber R und a, b, ¢, d jeweils aus R mit

I, = [a,b] wobei a <b
I, = [¢,d] wobei ¢ < d

dann sind die Grundrechenarten

Addition:
I+ I, =[min{a+ca+db+c,b+d},max{a+c,a+d,b+c,b+ d}]
=la+cb+d
Subtraktion:
I — I, =[min{a —c,a—d,b—c,b—d},max{a —c,a —d,b—c,b— d}]
=la—d,b— (|
Multiplikation:
I+ I, =[min{a-c,a-db-c,b-d}, max{a-c,a-d,b-c,b-d}]
[a-c,b-d] fira>0Ac>0
[b-c,b-d fira>0ANc<0<d
[b-c,a-d fira>0ANd<0
[a-b,b-d] fira<0<bAc>0
= [min{b-c,a-d}, min{a-c,b-d}] fira<0<bAc<0<d
b-c,a-c| fira<0<bAd>0
[a-d,b-c| firb<0Ac>0
[a-d,a-c| firb<0ANc<0<d
b-d,a-c| furb<0Ad<0
Division:

L/L = [a,8]/[c,d] = [a,b] - [; ﬂ falls 0 ¢ [c, d]""

g Jaabd aabbd
B c'dcd ) [ax c'dcd

17Falls 0 € [c,d], dann wird bei der Division bei Null aufgetrennt
L/I; = [a,b]/[c,d] = [a,b]/[c, —€] U [a, b]/[+€,d] mit e >0

wobei € nur leicht verschieden von Null sein darf.
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Sei v € {\/’, exp, In, log, abs, sin, cos, ...} eine stetige, einstellige Operation in R, dann
ist fiir das Intervall I = [a1,as] C R eine passende Operation der Art definiert:

p(lar, az]) = {p(z) | a1 <z < as}

Ist ¢ monoton, so gilt:
p(la1, az]) = [min (x), max p(x)] fir a; <z < ay
Hinweis. Fir
offene Intervalle |a, b
halboffene Intervalle ]a, b] bzw. [a, b]

kénnen obige Regeln ebenso angewendet werden, indem man offenen Intervallgrenzen
durch eine jeweils geringfiigig grofiere bzw. kleinere Grenzzahlen ersetzt:

offene Grenze geschlossene Grenze

la,b] [a®, b7
la, b] [a™, b]
[a, b] [a,b7]

Dabei bedeutet, vgl. [Hyv1989], «* eine geringfigig grofiere Zahl als x, und x~ eine
geringfigig kleinere Zahl als x. Bei der computerunterstiitzten Intervallarithmetik steht
2t und x~ fiir die nichsten darstellbaren Zahlen bezogen auf die Prézision der aktuellen
Implementierung .

Hinweis. Skalare Werte x € R werden bei der Intervallarithmetik mit dem zugehorigen
geschlossenen Intervall [z, z] identifiziert. So ist leicht die Verkniipfung von Intervallen
mit Skalaren und umgekehrt umzusetzen.

Anwendung der Intervallarithmetik bei der Verkniipfung von skalaren Werten mit
Fuzzy-Mengen

Wie etwas weiter oben erwiahnt (siehe Seite 30) werden wir die Grundrechenarten mit
Fuzzy-Zahlen mithilfe der Intervallarithmetik ausdriicken.

Hinweis. Die (strikten) a-Schnitte von Fuzzy-Mengen, z.B. von Fuzzy-Zahlen, sind
crispe Mengen. Es ist bindr mit BoOLEscher Logik entscheidbar, ob ein Element z des
Grundbereiches in den Schnitt gehort oder eben nicht hineingehort.

Wenn o € R A« > 0 gilt, dann ist der a-Schnitt einer Fuzzy-Zahl A das geschlossene
Intervall:

Xala ={z |2 € X Axa(z) 2 o} = [aa, ba]
mit a, = min{x | x € [xalo} und b, = max{z | z € [xa]a}
Diesen Umstand machen wir uns nun bei der Definition der Rechenoperationen, die
skalare Werte mit Fuzzy-Mengen verkniipfen, zu Nutze.
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Definition 1.35. (Addition: Fuzzy-Zahl mit Skalar): Sei A € F(IR) eine Fuzzy-
Zahl und r € R, dann gilt bei der Addition von A mit r

+:F(R) xR — F(R)
+:R x F(R) — F(R)
via
A+r— Be F(R)
r+A— Be F(R)
derart, dass
(XAla + 7 = [aa,ba] + [r,7] = [aa + 7,00 + 7] = [XBla
r+[Xala = [ 7] + [@a; ba] = [r + aa, 7 + o] = [XBla
— (Addition ist kommutativ.)

mit a, = min{z | x € [xala} , bo = max{z | z € [xa]a}
Fiir die charakteristische Funktion xpg(x) der entstehenden Fuzzy-Zahl B gilt:

Xp(7) = max L_Jo{a [y € Rmit (y =2 —7)A(y € [xa(®)a)} = xalz —7)

Hinweis.

Ist « =1 so ist a, = b,.

Wire a = 0 wiirde {aq, . ..b,} den kompletten Grundbereich R ergeben, was fiir
unsere Zwecke wenig hilfreich ist.

Alternativ kénnte man in der Definition statt den a-Schnitt [y 4], auch den strikten
a-Schnitt [y als verwenden.

Anschaulich gesprochen resultiert aus der Addition einer Fuzzy-Menge A mit einer
reelen Zahl r eine neue Fuzzy-Menge B, deren charakteristische Funktion xpg(x)
durch Verschiebung (translation) von xa(z) um r Einheiten entlang der X-Achse,
also entlang des Grundbereiches, in positiver Richtung entsteht. (Verschiebung des
Funktionsgraphen von x4 nach rechts.)

0 a b ¢ 1 2 3
Fuzzy-Zahl + reele Zahl = Fuzzy-Zahl
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Definition 1.36. (Multiplikation: Fuzzy-Zahl , Skalar):
Sei A € F(IR) eine Fuzzy-Zahl und r € R, dann gilt bei der Addition von A mit r
. F(R) xR — F(R)
R x F(R) - F(R)
via
A.r Be F(R)
r-A— Be F(R)

derart, dass

[XA]a T = [Cla, ba] : [7"7 T‘] = [aa T ba : 7“] = [XB]a
r- [XA](X = [T’, T] : [aomba] = [T‘ c Ao, T boz] = [XB]a
= (Multiplikation ist kommutativ.)

mit a, =min{x | x € [xala} , bo = max{z | z € [x4ala}-
Fiir die charakteristische Funktion xp(x) der entstehenden Fuzzy-Zahl B gilt:

Fall 1)

B=Ak=k-A=-A- —k=-k- —A

Fall 2)

B=A —-k=-k-A
= xp(z) = max Uo{a lyeRmit (y=—2) Ay € xaW)a)} = xa(-%)

Fall 3)

1 firz=0

0 sonst

Hinweis.

Die Multiplikation einer Fuzzy-Menge mit einem positiven Skalar bedeutet eine Stre-
ckung/Dehnung des Funktionsgraphen. Im Gegensatz dazu liefert die Multiplikation
einer Fuzzy-Menge mit einem negativen Skalar bedeutet eine Streckung/Dehnung des
Funktionsgraphen mit Spiegelung an der y-Achse.

Robert Hartmann Stand: 5. Marz 2013



1.3 Weitergehende Simplex-Verfahren 35

Definition 1.37. (Subtraktion: Fuzzy-Zahl , Skalar): Sei A € F(IR) eine Fuzzy-
Zahl und r € R, dann gilt bei der Subtraktion von A mit r

—:F(R) x R - F(R)
— R x F(R) — F(R)

via
A—r— BeF(R)
r—A— BeF(R)

derart, dass

Xala =7 = [aa, ba] = [, 7] = [aa — 7, b0 — 7] = [XBla
r—[Xala = [r,7] = [aa, ba] = [r = ba, 7 — aa] = [xBla
= (Subtraktion ist nicht kommutativ.)

mit a, = min{x | z € [xala} , bo = max{z | x € [xala}-
Fiir die charakteristische Funktion xpg(x) der entstehenden Fuzzy-Zahl B gilt:

Fall 1)
B=A-—k=A+(—k)

= xp(2) =max (J {a |y € Rmit (y =2+ k) A (y € [xa®)]a)} = xalz + k)

a=0

Fall 2)
B=-A-—k=-1-(A+k)=-1-(k+A)=—k—A

~ x(z) =max | o |y € Rmit (y =~ -+ K) A (3 € al)la)} = xal—z+ 4

a=0

Fall 3)
B=k—A=—-A+k

= xB(z) = max Uo{a [y € Rmit (y=—2— k) A(y € xa®)la)} = xa(—z — k)

Hinweis.

Die Subtraktion einer reellen Zahl r von einer Fuzzy-Zahl A (oder umgekehrt) konstruiert
eine neue Fuzzy-Zahl B, deren charakteristische Funktion xp um r Finheiten entlang der
X-Achse, also entlang des Grundbereiches, in negativer Richtung entsteht. (Verschiebung
des Funktionsgraphen von x4 nach links.)
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Definition 1.38. (Division: Fuzzy-Zahl , Skalar):
Sei A € F(IR) eine Fuzzy-Zahl und r € R \ 0, dann gilt bei der Division von A mit r

= :F(R) xR — F(R)
= :Rx F(R) > F(R)

via
A+r— BeF(R)
r+~A— BeF(R)
derart, dass

[Xalo + 7 = [aa,ba] = [r,7] = [%, %] = [xBla

r+ [Xala = [r,7] + a0, 0a] = [, 5] = [XBla

— (Division ist nicht kommutativ.)

mit a, = min{x | x € [xala} , ba = max{z | z € [xa]a}-
Fiir die charakteristische Funktion xpg(x) der entstehenden Fuzzy-Zahl B gilt:

Fall 1)
B=A:+k=-A+ —k

= xp(r) =max (J {a|y € Rmit (y =2 k) A (y € [xaW)la)} = xalz - k)

a=0
Fall 2)
B=A+ —k=—-A<+k

= xp(r) = max L_Jo{a |y € Rmit (y=—2-k) A(y € [xa)]a)} = xal~2 k)
Fall 3)
B=k+-A=—-k+ —-A
= xp(r) =max U {a [y € Rmit (y = £) A (v € aWo)} = xa(8)
Fall 4)
B=-k+A=k+ - A

= xa(@) =max U {a |y e Rmit (y = =3) A (v € a@)la)} = xa(=1)

Hinweis.
Die Division bewirkt eine Stauchung der Fuzzy-Menge.
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Bemerkung. Die oben angefiihrten Definitionen der Rechenoperationen fiir Fuzzy-Zahlen
mit Skalaren gelten ebenso fiir die arithmetischen Verkniipfungen von allgemeinen Fuzzy-
Mengen mit Skalaren.

Bemerkung (Rechnen mit Fuzzy-Dreiecksmengen). Ist die Fuzzy-Menge eine Fuzzy-Zahl,
die durch eine Dreiecksmenge beschrieben wird; dann ist die Notation der Berechnungen
sehr dhnlich der Notation der Rechnungen der Intervall-Arithmetik. Schauen wir uns
folgende Beispiele an:

« Addition:
(a,b,c)+k=(a+k,b+k,c+k)=(k+ak+bk+c)=k+ (a,b,c)
o Multiplikation:

(a,b,¢) - k=(a-kb-k,c-k)=(k-a,k-bk-c)=k-(a,b,c)

(a,b,c)- —k=(—c-k,=b-k,—a-k)=—k-(a,b,c)
=(—c-k,—b-k,—a-k)=(—c,—b,—a)-k=—(a,b,c) -k

—(a,b,¢c)- —k=(-c,—b,—a)- —k=—k-(—c,—b,—a) = —1(k - (—¢, —b, —a))
=—1(—c-k,~b-k,—a-k)=(a-k,b-k,c-k)=k-(a,b,c)

(a,b,¢)-0=(a-0,b-0,¢-0)=(0",0,0") = ,0¢
o Subtraktion:

(a,b,c) —k = (a,b,c)+ (=k) = (a —k,b—k,c— k)

—(a,b,¢c) — k=—-1((a,b,c) + k) = —1(a+ k,b+ k,c+ k)= (—c—k,—b—k,—a — k)
:—1(a+k,b+k,c—|—k):—1((a,b,c)+k):—k:—(a,b,c)

k— (a,b,c) = —(CL7b,C)+l€: —].((Cl,b,C) _k)
=—1(a—k,b—k,c—k)=(—c+k,—b+k,—a+k)

o Division:
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o Kombinierte Operationen:
B=t+sA=t+s(a,bc)=(t+as,t+bs,t+cs) = xp(x) = xal
B=t—sA=t—s(a,b,c)=(t—cs,t—bs,t—as)= xp(r) =xa(—%")
B=—-t—sA=—-t—s(a,bc)=(—t—cs,—t—bs,—t —as) (
B=—-t+sA=—t+s(a,bc)=(—t+as,—t+bs,—t + cs)
B=k+(sA)=k+(s(a,b,c)) = (£ 5 2:) = xB@) = xa(35)

cs? bs? as

Fuzzy-Arithmetik: Extensionsprinzip

Da wir spater (siehe Seite 44) unscharfe Bedingungen an unser lineares Optimierungspro-
blem stellen wollen, miissen wir nun noch klaren, wie Fuzzy-Mengen mit Fuzzy-Mengen
arithmetisch verkniipft werden koénnen. Bisher kénnen wir nur die arithmetischen Ver-
kniipfungen von Fuzzy-Mengen mit skalaren Werten formulieren. Insbesondere haben wir
eine einfache Notation fiir die Arithmetik mit Fuzzy-Zahlen, die Dreiecksmengen sind,
kennen gelernt.

Die Definition der Eztension einer Funktion (s.u.) ist ein elementarer Bestandteil der
ZADEHschen fuzzy set theory. BOHME'® zitiert in [B6h1993, S.141] ZADEH mit dem
Wortlaut:

“Let us now briefly present the extension principle which is one of the most
important and powerful tools in the theory of fuzzy sets. The extension
principle adresses the folowing fundermental problem: if there is some rela-
tionship between nonfuzzy entities, then what is its equivalent between fuzzy
entities? The extension principle makes it therefore possible to extend some
known models or algorithms involving nonfuzzy variables to the case of fuzzy
variables.”

Schon in der Schulmathematik haben wir mit reellen Zahlen rechnen gelernt. Es gibt also
Beziehungen zwischen reellen Zahlen, die wir als Relationen oder Funktionen ausdriicken
konnen. Wir wollen und nun gemeinsam tiberlegen, wie mithilfe des Extensionsprinzip
eine adhnliche Beziehung zwischen Fuzzy-Zahlen formuliert werden kann.

Definition 1.39. (Extension einer Funktion): Seiz = (21,...,2,) € X"undy €Y
sowie f: X" — Y mit z — y = f(z) gegeben, dann sei fir A = (A4,...,A,) € F(X)"
und B € F(Y) die Extension von f definiert als

[ F(X)" = F(Y)

A B = f(A)
via der charakteristischen Funktion
xB(Y) = Xpa) W)= sup T {xa(z)[1<i<n}
z;€X|y=f(x)

dabei sei definiert: sup () = 0

BGERT BOHME(* 1942; 11995) war Professor fiir Informatik /Mathematik an der Hochschule Furtwangen.
Er hat sich in der Hochschuldidaktik verdient gemacht.
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Eine einfache t-Norm, die man sinnvollerweise bei der Anwendung des Extensionsprinzips
nutzen kann, ist die Minimums-Norm; also T = min.

Anwendung des Extensionsprinzips auf zweistellige Funktionen

Seienz € X undy € Y und f: X xY — Z mit (z,y) — 2z = f(z,y) gegeben. Weiterhin
seien die zwei Fuzzy-Mengen A € F(X) und B € F(Y) gegeben. Die Fuzzy-Menge

A

f(A,B)=C € F(Z) wird bestimmt durch ihre charakteristische Funktion:

xc(z) = S;}f(min {xa(z),xB() | f(z,y) = 2})

Definition 1.40. (Addition von Fuzzy-Mengen):

Xa+B(2) = sup min {xa(z),xs(y) | ,y,2 € R}
z=x+y

= supmin{xa(z),xs(z —z) | z,y,2 € R}

Definition 1.41. (Subtraktion von Fuzzy-Mengen):

Xa-B(z) = sup min{xa(z),xs(y) | z,y,2 € R}

z=x—Y

= supmin{ya(x),xp(r —2) | r,y,2 € R}

Definition 1.42. (Multiplikation von Fuzzy-Mengen):

xa.B(z) = sup min {xa(z),xB(y) | z,y,2z € R}

Zz=Ty

= sgpmin {XA('T>7XB(§) ’ x, Y,z € ]R}

Definition 1.43. (Division von Fuzzy-Mengen):

Xa-p(z) = sup min{xa(z),xs(y) | z,y,z € R}

Zz=xY

= sgpmin {XA(QS),XB (f) ‘ T,y,z € ]R}
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Anwendung des Extensionsprinzip auf eine einstellige Funktion
Es seien z € R, y € R und f: R — R. Des weiteren sei A € F(IR) eine Fuzzy-Zahl.

Die Fuzzy-Menge B = f (A) wird durch die Extension von f vermoége der zugehorigen
charakteristischen Funktion bestimmt:

XB(2) = Xja) () = sup {xa(2) [y = f(z)}

Beispiel 1.3. Was ist dann der Logarithmus der Fuzzy-Zahl A?

A=(1,4,6) € F(R)
B e F(R)
B = f(A) =In(A)
xB(Y) = sup {xa(r) |y =1In(x)}

1 xB(Y) xa(x)
0.5
Tz Y
0, 1 2 3 4 5 6 7
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1.3.3 Formulierung des Simplex-Verfahren der Fuzzy Linearen
Programmierung

Bei der Formulierung der Fuzzy-LP-spezifichen Unsicherheiten wollen wir méglichste nahe
an der Notation der klassischen Linearen Programmierung bleiben.

Im klassischen Fall kennen wir:

z=z(x,y) =bxr+ Ty
LP :max{z}

so dass
2z + 3y < 240

4o + 2y < 400

x+ 3y <210
>0
y=>0

Ein Formulierungsversuch mit Fuzzy-Zahlen
A= (4;5;6) ¢ F(R)
B =(6,3;7,7,7) € F(IR)
z=2(A,B)=(4;56)x + (6,3;7;7,7)y
LP :max{z}

so dass
(1,3;2;2,7)x + (2,5;3;3,5)y < 240

(2,5;4;5,5)x + (1,7;2;2,3)y <400
(0,5;1;1,5)x + (2,7;3;3,3)y < 210
>0
y=>0
Das sieht noch relativ vertraut nach der klassischen Variante aus, bis auf den Umstand,
dass wir nun Fuzzy-Zahlen, genauer Fuzzy-Dreieckszahlen, als Koeffizienten vor den
Unbekannten x und y geschrieben haben.
So einfach diese Notation ist, so problematisch ist sie. Da wir uns bei der Berechnung

mit Fuzzy-Zahlen tiber den Weg der a-Schnitte auf die Intervallarithmetik zuriickziehen
konnen, bedeutet obige Formulierung im Wesentlichen:

A=[46]CR
B=1[6,377CR
z=2(A,B) = [4;6]z + [6,3;7, 7]y
LP :max{z}
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so dass
[1,3;2,7x + [2,5;3,5]y < 240
[2,5;5,5]z + [1,7;2, 3]y <400
[0,5;1,5]z + [2,7;3,3]y <210
x>0
y>0

Und das ist bei genauer Betrachtung iiberhaupt nicht mehr | fuzzy“, denn jede der
Ungleichungen muss erfillt sein. Ob ,Intervall“-LPs iiberhaupt 16sbar sind, wollen wir
hier nicht weiter betrachten. Stattdessen verlangen wir nach einer Moglichkeit, die
Notwendigkeit zur Erfiilllung von Bedingungen zu formalisieren und zu formulieren. Erst
wenn wir die graduelle Erfiillbarkeit erlauben, dhnlich der graduellen Zugehorigkeit zu
Mengen — letzteres konnen wir iiber die charakteristische Funktion der Fuzzy-Menge —,
kommen wir in die Welt der Fuzzy-LPs.

Idee:
Gebe eine gewisse Notwendigkeit vor, mit der das Maximum erreicht wird und die
Nebenbedingungen gelten.

Definition 1.44. (Notwendigkeit einer Fuzzy-Menge: Necy): Sei X der Grund-
bereich und S C X eine Teilmenge (engl. subset) sowie A € F(X) eine Fuzzy-Menge,
dann ist die Notwendigkeit (engl. necessity) von S unter A definiert als:

Neca(S) =inf {1 — xa(x) |z ¢ S}
Beispiel 1.4 (Notwendigkeiten).

S S S

Neca(S) =1 Neca(S)=1—-a Neca(S)=0

Wir wollen die Notwendigkeiten zur Erfiilllung oder graduelle Erfiillung der Bedingungen
formulieren:
Nec((a;b;c)x + (a0 )y < k) >«

Was bedeutet das? (a;b; c)x+ (a’;b'; ¢ )y ist eine Fuzzy-Menge. Die zugelassenen Elemente
sind alle < k. Das beschreibt also das halboffene Intervall | — oo; k.

Nec((a;b;¢)x + (a5 )y < k) > a = NeCape)ot (@) (] — 005 k)
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Wobei (a;b;c)x + (a';V; )y das Bild der Fuzzymenge (a;b;c) + (a’;0';¢") unter der
Extension der Funktion

(u,v) —u-r+v-y

Nec(...) > « fordert also ,Vu,v die Eigenschaft (X(ap;e)(u) > 1 — a) A (X(@we)(v) >
1—a)“

—u-rz+v-y<k

Neca(S) > a bedeutet intuitiv: Falls z € A erfiillt ist, aber 2 aulerhalb von S liegt,
dann kann der Grad der Erfiilllung nur sehr klein sein; eben hochstens 1 — a.

Als Losung unseres Fuzzy-LPs suchen wir crispe Belegungen der Variablen x und y, so
dass

o wir das Maximum der Zielfunktion z mit einer definierten Notwendigkeit « errei-
chen.

o die Nebenbedingungen N; ihrerseits mit Notwendigkeiten «; erfiillen.

Eine Defuzzifikation zur Auflosung der Notwendigkeiten.

Um das Fuzzy-LP auf das Standard LP zuriickzufiihren, betrachten wir die Fuzzy-
Koeffizienten von z und y im Ausdruck (a;b;c)z + (a';0';c)y, also (a;b;c), (a';; )
und bestimmten diejenigen crispen Intervalle, die diesen geniigen. Aus Dreiecks-Fuzzy-
Zahlen (a;b; c) erhalten wir unter Beriicksichtigung der jeweiligen Notwendigkeit o das
abgeschlossene Intervall:

I =[m,n]
mit

m=((1-a) - (b—a))+a
n=c—((1-a)-(c—b)

Zur Defuzzifikation der Koeffizienten der Zielfunktion wahlen wir jeweils m = min(I) des
zugehorigen Intervalls.

Zur Defuzzifikation der Koeffizienten der Nebenbedingungen wéhlen wir jeweils n =
max(I) des zugehorigen Intervalls.

Nach der Defuzzifikation erhalten wir ein Standard LP mit crispen Losungen.
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Lineares Programmieren mit Fuzzy-Mengen - Fuzzy-LP

Algorithmus : Fuzzy Simplex-Tableau Verfahren

Eingabe : Fuzzy-Maximierungs-Problem in kanonischer Form
Ausgabe : Losung des passenden klassischen Optimierungsproblems

1 Vergebe Notwendigkeit ag an die Zielfunktionszeile.

2 Vergebe fiir alle Nebenbedingungen N; eine Notwendigkeit «;.

3 Lose die Notwendigkeiten auf // d.h. fihre eine Defuzzifikation durch.
// Dabei entsteht ein klassisches lineares Optimierungsproblem.

4 call(Algorithmus: klassisches LP)// d.i. Algorithmus 2 (siehe Seite 5)

5 return Losungen des klassisches LP

Schritt 1 & 2: Vergabe der Notwendigkeiten. Im folgenden Beispiel sind alle Not-
wendigkeiten a; = 0.8

A = (4;5;6) € F(IR)
B =(6,3;7,7,7) € F(R)
z2=2(A,B)=A-2+B-y=(4;5,6)-x+ (6,3;7;7,7) -y

F-LP: maxwu fur

Nec(z(A,B) > u) > 0,8
mit den Nebenbedingungen
Nec((1,3;2;2,7) -+ (2,5;3;3,5) - y < 240)

Nee((2,5:4:5,5) -z + (1,7:2:2,3) - y < 400)
Nec((0,5;1;1,5) -+ (2,7;3;3,3) - y < 210)

)

Y

(AVARAVARLVS
o o O
0o 0o 00

)

und den Vorzeichenbedingungen

&
Vv
o

Schritt 3: Auflosen der Notwendigkeiten.
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Zielfunktionszeile:
(a,b,c) > (1 —a)-(b—a))+a
(4:5:6) = (1 -0,8)- (5—4)) +4=4,2
(6,3;7,7,7) "5 (1—0,8) - (T—6,3)) + 6,3 = 6,44
Nebenbedingungen:
(a,b,c) ¥ c— ((1 —a)-(c—b))
Ny:

(1,3:2:2,7) 5% 2,7 ((1-0,8) - (2,7 —2)) = 2,56

(2,5:3;3,5) “°3,5— ((1—0,8)-(3,5—3)) = 3,4
Ny:
(2,5;4;5,5) " 5,5 — (1 —0,8) - (5,5 — 4)) = 5,2
(1,7;2:2,3) “2°2,3— (1 -0,8) - (2,3 —2)) = 2,24
Ny:
(0,5;1;1,5) ‘% 1,5 — (1 —0,8) - (1,5 — 1)) = 1,4
a=0,8

(2,7:3;3,3) “5°3,3— ((1-0,8) - (3,3—3)) = 3,24

Schritt 4: Losen des klassischen LP. Wir erhalten mit der obigen Defuzzifikation
durch Auflésen der Notwendigkeiten die klassische lineare Optimierungsaufgabe:

Zielfunktionszeile:
max u
4,2-x4+6,44-y>u
— max{z} = max{4,2 -z + 6,44 - y}
Nebenbedingungen:

Ny:2,56-2x+3,4-y <240
Ny :5,2-x+224-y <400
N3y:1,4-z+3,24-y <210

Das tatsachliche Durchfithren des klassischen Simplex-Algorithmus verbleibt vorerst fiir
den Leser als Ubung.
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Weiterfiihrendes ...

Wir haben uns mit dem Losen von Fuzzy linearen Optimierungsaufgaben befasst, die auf
Dreiecksmengen basieren. Es gibt Verfahren zum Losen von Fuzzy-LP, die auf Trapez-
mengen, dass sind die Fuzzy-Aquivalente zu den klassischen Intervallen, basieren (vgl.
[GV2006],[MANY2009]). Das betrachtete Verfahren besitzt Schwéichen genau wie andere
hier nicht betrachtete alternativ Verfahren auch. In [KK2013] ' werden die Schwéchen und
Beschrankungen aufgezeigt und eine neue Moglichkeit vorgestellt, diese Beschrankungen
zu umgehen. Das Autorenteam von [KK2013] schreibt in ihrer Einfihrung:

“To overcome the limitations as well as to resolve the shortcomings, a new
method is proposed for solving FLP problems, in which the coefficients of
variables in objective function are represented by LR flat fuzzy numbers.”

19Bei Abschluss dieses Kapitels im Mérz 2013 war das hier referenzierte Paper noch keine zwei Monate
verdffentlicht.
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2 Graphen

Der Begriff ,Graphentheorie* umfasst mathematische Themen der kombinatorischen und
diskreten Optimierung, der algebraischen und analytischen Methoden und Erkenntnissen
einerseits sowie informatik-nahe Themen rund um den Begriff ,Algorithmus “. Im Fokus
der algorithmischen Graphentheorie stehen bekannte Algorithmen einschliellich ihrer
Bewertung beziiglich ihrer Komplexitatseinordnung sowie deren Anwendung auf konkrete
Problemstellungen. Ziel der algorithmischen Graphentheorie ist es einerseits Erkenntnisse
der algebraischen und analytischen Graphentheorie auf neue Anwendungsgebiete zu
tibertragen und andererseits Verbesserungen/Optimierungen der bekannten Verfahren
anzustreben. Beim Transformieren auf neue Anwendungsgebiete fallen manchmal auch
neue Erkenntnisse fiir die algebraischen und analytischen Methoden ab.

2.1 Grundlagen ungerichteter und gerichteter Graphen
Ein Graph ist ein Ding mit Ecken und Kanten.

Definition 2.1. (Graph, Ecke, Kante):

Essei V = {vg,v1,...,0n_1,0, | n € No} die Menge aller Ecken, welche auch Knoten oder
Englisch vertices genannt werden.
Es sei E = {eg,€1,...,€m_1,em | m € No} die Menge aller Kanten, welche auch Bdgen

oder Englisch edges genannt werden.
Und es gibt eine Zuordnungsrelation v zwischen V und F fir die gilt:

v: E— ViUV, wobei Vi,Vo CV
v(e) = {v;,v;}, mit e € E,v; € Vi, v; € Va, wobei i, j € Ny

Diese Relation ist eine totale Abbildung und heif3t Inzidenzabbildung — auch Englisch
incidence relation.
Das Tripel G = (V, E,~)" heiit Graph.

Definition 2.2. (adjazent): Es sei e € E eine Kante.
Zwei Knoten a,b € V' heiflen adjazent (engl. adjacent), genau dann wenn

de € E:~v(e) ={a,b}

Mit anderen Worten: Die Knoten a und b sind benachbart, genau dann wenn die Kante e
sie verbindet.

'Hiufig wird in deutschsprachigen Verdffentlichungen der Graph mit G = (E, K, ) beschrieben. Dabei
geht die Mengenbezeichnung E auf Ecke und K auf Kante zurtick.
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Definition 2.3. (inzident): Der Knoten a € V und die Kante e € F inzident (engl.
incident), genau dann wenn

a € v(e)

Mit anderen Worten: Der Knoten a liegt auf — oder an — der Kante e, bzw. die Kante e
stofit an Knoten a an.

Bemerkung (verkiirzte Graph-Definition). Da fir jede Kante e € E und ihre inzidieren-
den Knoten a,b € V stets gilt:

1 (e) = {a,b}

konnen wir in der formalen Definition des Graphen G = (V, E,~) das v als Menge iiber
Elemente der Form (e, {a,b}), wobei e € E und a,b € V liegt, ansehen.

Weitergehend ist es moglich jede Kante statt mit ihrem Namen e € F durch die Menge
der Knoten, die durch sie zueinander adjazent sind, zu beschreiben. Daher ist es moglich
z.B. {a,b} € E? zuschreiben, wenn es eine Kante gibt, die @ mit b verbindet.

Mit anderen Worten: Die Menge der Kanten E 1af3t sich als Menge von Potenzmengen,
die jeweils ein bis zwei Elementen aus V' enthalten, auffassen. So kann man den Graphen
definieren als

G = (V, E) wobei die Kantenmenge E beschrieben ist als

E g {6 € c { U {(Ii,b]’}} € iP(V) /\&i,bj € V}
1,7€NQ

Definition 2.4. (Schlinge): Sei e € E eine Kante und es gilt

v(e) ={a|a €V ist ein Knoten}
dann heifit e eine Schlinge (engl. loop)

Definition 2.5. (Mehrfachkante, parallele Kante): Seien e;,e; € E (mit ¢ #
jNi,j € Np) zwei Kanten und es gilt

v(e) ={a,b|a,be V}=r(e)
dann heiBen e; und e; Mehrfachkanten oder parallele Kanten (engl. parallel edges).

Definition 2.6. (Ordnung von G, Knotengrad, Maximalgrad von G, Minimal-
grad von G): Ist G ein Graph mit E als Kantenmenge und V' als Ecken-/Knotenmenge

* 50 heiit ord(G) = |V| die Ordnung von G.

e 50 heifit deg(a) = |{e|aev(e)}|+ |{e]|{a} =~(e)}| (Va € V.Ve € E) der
Knotengrad oder Eckengrad von a; das ist also die Anzahl der mit dieser Ecke
inzidierenden Kanten, wobei Schlingen doppelt gezahlt werden.

e 50 heifit A(G) = max {deg(v) | v € V'} Mazimalgrad von G.

2In verschiedenen Biichern wird eine (ungerichtete) Kante auch als {ab} € E notiert
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e 50 heifit 6(G) = min {deg(v) | v € V'} Minimalgrad von G.
Dabei sind ord(G), deg(a), A(G),0(G) € Ny

Definition 2.7. (einfacher Graph, schlichter Graph, Multigraph, endlicher Graph,
Nullgraph, vollstidndiger Graph, regularer Graph):

G heiflt einfacher oder
schlichter Graph < G hat keine Mehrfachkanten oder Schlingen.
G hei3t Multigraph <> G besitzt Mehrfachkanten,
d.h. F ist eine Multimenge.
G heif3t endlich <+ V, F sind endliche Mengen.
G heifit Nullgraph <> G hat keine Kanten, d.h. £ = ().
G heiflt vollstindiger Graph <> G ist schlichter Graph mit maximaler Kantenzahl.
G heifit reguldr (vom Grad r) <+ G ist schlichter Graph
und Ir € Ny so, dass Vv € V gilt deg(v) =r

Definition 2.8. (Die Klassen N, und K,):
o Die Klasse der Nullgraphen mit der Ordnung n bezeichnet man mit N,,.
 Die Klasse der vollstindigen Graphen der Ordnung n bezeichnet man mit K,,°.

Definition 2.9. (Komplementargraph, Untergraph, Aufspannender Untergraph,
Induzierter Untergraph): Sei G = (V, E) ein Graph,

e 50 heift G = (V,E) mit F = {{v,w} & E | v,w € V,v # w} Komplementdirgraph.
e so heifit H = (W, F) mit W C V, FF C E Untergraph, man schreibt H C G.
e so heifit H = (W, F) mit W =V, F C E aufspannender Untergraph.

(
e soheift H= (W, F) mit W CV, F = {{v;,v;} | {vi,v;} € E,v;,v; € W} induzier-
ter Untergraph

Definition 2.10. (gerichteter Graph, Digraph, gerichtete Kante, Pfeil): Seien
a,b € V, so heiBit das geordnete Paar (a,b) gerichtete Kante oder Pfeil (engl. arc) von a
nach b.

Die Menge der gerichteten Kanten werde mit A C {U(ai,bj)
0]

ai,bj € V/\Z,j S NQ}

bezeichnet.

Das Tupel G = (V, A) heifle gerichteter (orientierter) Graph oder Digraph (engl. directed
graph).

Definition 2.11. (Eingangsgrad, Ausgangsgrad): Es sei G = (V, A) ein Digraph.

3Die Klasse K, ist nach Kuratowski, einem polnischen Mathematiker, benannt.
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indeg(v) = | {(z,v) | (x,v) € A}| heiBt der Eingangsgrad von wv.

outdeg(x) = |{(z,v) | (z,v) € A}| heiBt der Ausgangsgrad von z.

Definition 2.12. (Kantenzug, Linie, Weg, Kreis, Bahn, Zyklus):

1.

7.

8.

Ein Kantenzug ist eine Folge von Kanten, die nacheinander in einem Zug durchlaufen
werden konnen. (Es kénnten Kanten mehrfach durchlaufen werden.)

Z = (e1,...,e) = ({vo,v1},...,{vr_1,v,}) ist ein Kantenzug;

length(Z) = r ist die Ldnge des Kantenzuges Z.

. Ein gerichteter Kantenzug ist eine Folge von Knoten, die durch gerichtete Kanten

verbunden sind, so dass fir jeden Knoten der Folge (vg,vq,...,v,) gilt: Je; € F mit
ei = (vi_1,v;) fur alle 1 <4 <.

Z heiBt geschlossener Kantenzug, wenn v, 1 = v gilt. (Es konnten Kanten mehrfach
durchlaufen werden.)

Z heiit einfacher Kantenzug —oder Linie —, wenn keine Kante mehrfach durchlaufen
wird.

Z heifit Weg, wenn keine Ecke mehrfach durchlaufen wird.
Ein Kreis ist ein geschlossener Weg.
Eine Bahn ist ein gerichteter Weg.

Ein Zyklus ist ein gerichteter Kreis und eine geschlossene Bahn.

Definition 2.13. (EULERsche und HAMILTONsche Kreise):

Eine EULERsche Linie ist ein Kantenzug, der jede Kante eines Graphen genau
einmal enthalt.

Ein EULERscher Kreis ist eine geschlossene EULERsche Linie.

Der Graph G heifit EULERsch genau dann, wenn er einen EULERschen Kreis enthalt,
das ist wenn jede Ecke in G geraden Grad besitzt.

Der Graph G heiit HAMILTONsch genau dann, wenn er einen HAMILTONschen
Kreis besitzt, d.h. einen geschlossenen Weg, der jede Ecke von G genau einmal
durchlauft.

Definition 2.14. (Bipartiter Graph): Ein Graph G = (V| E) heifit bipartit, wenn

1.

2.

V=WuhAVinV,=0

Es verlaufen nur Kanten von der Eckenmenge V; in die Eckenmege V5, (und umge-
kehrt, aber nicht innerhalb von V; oder V3)
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Definition 2.15. (vollstandig bipartit): Ein Graph G heiit vollstandig bipartiter
Garph, wenn jede Ecke aus V; mit jeder Ecke aus V5, verbunden ist. Man symbolisiert die
vollstandige Bipartition mit G = Kjy;,vy)-

Definition 2.16. (Kubischer Graph, trivalenter Graph): Ein 3-reguldrer Graph
G = (V,E) mit (Vv € V : deg(v) = 3) heifit kubischer oder auch trivalenter Graph.

Definition 2.17. (k-Faktor, k-Faktorisierung, Faktorisierung):
1. Ein k-Faktor von G ist ein aufspannender Untergraph, der k-regulér ist.
2. Eine k-Faktorisierung von G ist eine Zerlegung von G in kantendisjunkte k-Faktoren.
(Eine 1-Faktorisierung nennt man kurz Faktorisierung.)

Eine Anwendung ergibt sich z.B. beim Bundesligaspielplan, indem man den Kjg 1-
faktorisiert.

Praktische Satze; hier ohne Beweise

Satz 2.1. Fir die Kantenanzahl k = |E| eines endlichen schlichten Graphen der
Ordnung n gilt: 0 < k < (g) = 2= ynd fir die Ordnung n gilt: n > s (1+V8k+1).

2

Satz 2.2. Fin endlicher schlichter Graph mit mindestens 2 Ecken hat mindestens
2 Ecken gleichen Grades.

Satz 2.3 (EULER). Die Summe der Eckengrade ist gerade. Y. deg(v) = 2|F|
veV

Lemma 2.1 (Handschlaglemma). Die Anzahl der Ecken ungeraden Gerades eines Gra-
phen mit endlich vielen Kanten ist gerade.

Korollar 2.1. Ein requldrer Graph ungeraden Grades hat eine gerade Eckenmenge.
Korollar 2.2. Die Ordnung eines endlichen kubischen Graphen ist gerade.

Satz 2.4. Bei Digraphen gqilt stets: Die Summe der Ausgangsgrade = Summe der
Eingangsgrade.

Satz 2.5. Jeder Kantenzug zwischen a und b enthdlt einen Weg zwischen a und b (den
sog. a,b-Weg)

Satz 2.6 (DIRAC, 1952). Ist deg(v) >
TONSsch.

S|V fiir alle Ecken v € V, dann ist G HAMIL-

Satz 2.7 (ORE, 1960). Ist deg(v) + deg(u) > |V| fir je zwei nichtbenachbarte Ecken u,
v, dann ist G HAMILTONsch.

Lemma 2.2 (Existenz einer EULERschen Linie). G hat genau dann eine EULERschen
Linie, wenn er hochstens 2 Ecken ungeraden Grades hat. Diese beiden Ecken sind dann
die Anfangs- und Endknoten der EULERSchen Linie.
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2.2 Uber Zusammenhang, Cliquen und Biume

Definition 2.18. (verbindbar, zusammenhingend, Zusammenhangskomponen-
te, Zusammenhangskomponentenanzahl):

Zwei Knoten a,b € V heiflen verbindbar (engl. connected) genau dann wenn ein Weg von
a nach b existiert.

G heifit zusammenhdngend (engl. connected) genau dann wenn je zwei Knoten von G
verbindbar sind.

Eine Zusammenhangskomponente (engl. connected component) von G ist durch eine
Knotenmenge U C V induzierter Untergraph G(U), der zusammenhéngend und beziiglich
der Knotenzahl maximal ist.

n = ZHK(G) heile Zusammenhangskomponentenanzahl, genau dann wenn der Graph
n = ZHK(G) Zusammenhangskomponenten besitzt.

Definition 2.19. (n-facher Zusammenhang, Kantenzusammenhangszahl, (Knoten-
)Zusammenhangszahl):

G heiBt n-fach (knoten-)zusammenhéngend, wenn je 2 Ecken a # b durch mindestens
n unabhangige Wege verbunden sind, d.i. wenn die Wege keine gemeinsamen Knoten
bis auf Anfang und Ende besitzen.

o G heifit n-fach kantenzusammenhéngend, wenn je 2 Ecken a # b durch mindestens
n kantendisjunkte Wege verbunden sind.

« x(G) ist die (Knoten-)Zusammenhangszahl.

k(G) = max {n | G ist n-fach (knoten-)zusammenhéngend}

o AG) ist die Kantenzusammenhangszahl.

A(G) = max {n | G ist n-fach kantenzusammenhéngend}

Definition 2.20. (Artikulation, Briicke):

o Ein Knoten v € V heifit Artikulation (engl. cut vertexr), genau dann wenn fir die
Anzahl der Zusammenhangskomponenten gilt:

ZHK(G\v) > ZHK(G) + 1

,Der Graph zerféllt beim Entfernen von v in mindestens zwei Zusammenhangskom-
ponenten.

o Fine Kante e € F heifit Briicke, genau dann wenn fiir die Anzahl der Zusammen-
hangskomonenten gilt:

ZHK(G\ e) = ZHK(G) + 1

13

,Der Graph zerféllt beim Entfernen von e in zwei Zusammenhangskomponenten.

Robert Hartmann Stand: 5. Marz 2013



2.2 Uber Zusammenhang, Cliquen und Biume 53

Definition 2.21. (Clique, Cliquezahl):
Ein vollstdndiger Untergraph wird Clique genannt.

Die Cliquezahl w(G) gibt die Anzahl der Ecken einer grofiten Clique in G an.

w(G) =max {|V'| | H= (V', E') ist Clique von G}
(Die Bestimmung von w(G) ist NP-vollstindig.)

Praktische Satze; hier ohne Beweise
Satz 2.8 (Ungleichung fiir Zusammenhangszahlen).
K(G) < AMG) <6(G)
Satz 2.9. e Bricke < e in keinem Kreis.
Satz 2.10. G zusammenhdangend Ne Bricke = G \ e hat genau 2 Komponenten.
Satz 2.11. Fir schlichte Graphen G = (V, E) gilt:

V| = ZHK(G) < |B| < <|V\ —ZHK(G)+1>

2
Satz 2.12. Jeder zusammenhdngende Graph mit n Knoten hat mindestens n — 1 Kanten.

Korollar 2.3. Ist G schlicht mit ord(G) =n und |E| > (|V|271>, s0 ist G zusammenhdn-
gend.

Zertifikat eines Baumes

Baumisomorphie

2.2.1 Besondere Baume als Datenstrukturen

o Binar-Baum

o AVL-Baum

e B-Baum

o B*-Baum

o BT-Baum

e 2 — 3-Baum

e 2—3—4-Baum

¢ Rot-Schwarz-Baum
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2.2.2 Interessante Graphen

o PETERSENgraph

Schichtengraph

Hypercube
o Leitergraph

e Dreiecksgraphen: spharische, euklidische und hyperbolische

2.3 Uber planare Graphen und ihre Firbung:
chromatische Zahl, chromatisches Polynom

2.4 Grundlegende Algorithmen der Graphentheorie

2.4.1 Graphtravesierung

1. Tiefensuche
2. Breitensuche

3. entlang einer topologischen Sortierung

2.4.2 Anzahl der Wege bestimmter Ldange
2.4.3 Kiirzeste Wege

1. Algorithmus von DIJKSTRA
2. A*-Algorithmus (als Generalisierung des DIJKSTRA-Algorithmus)
3. Algorithmus von FLOYD-WARSHALL

4. Algorithmus von BELLMAN

2.4.4 Minimaler Spannbaum

1. Algorithmus von PRIM

2. Algorithmus von KRUSKAL

2.4.5 Maximaler FluB in Netzwerken

1. Algorithmus von FORD-FULKERSON

2. Algorithmus von EDMONDS-KARP
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2.4.6 EULERkreis mit HIERHOLZER-AIlgorithmus
2.4.7 TSP /HC-Heuristik

o Startlosung nach CHRISTOFIDES

o Nachverbesserung mit 2-opt & 3-opt Verfahren
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