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Pradikatenlogik

In der Aussagenlogik ist es nicht moglich, Aussagen uber ganze Klassen von Objekten
zu machen, so dal3 Schluf3folgerungen flr individuelle Objekte moglich sind,

Es sei gegeben:

Martin ist ein Informatiker. Peter ist ein Informatiker.
Jeder Informatiker kann programmieren.

Wir wollen folgern:

Martin kann programmieren. Peter kann programmieren.
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Syntax der Pr adikatenlogik

Mit der Pradikatenlogik (1. Stufe) wollen wir Sachverhalte beschreiben, die folgendes
enthalten konnen.

e Objekte, z.B. Personen oder Sachen

e Funktionen auf den Objekten, z.B. Grof3e, Gewicht, Hochzeitstag
e Eigenschaften von Objekten

e Beziehungen zwischen Objekten

e Aussagen uber Objekte, auch quantifizierende

Wie in der Aussagenlogik beschreiben wir zunachst die Syntax der Wissensreprasen-
tationssprache.
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Wir haben in der Pradikatenlogik folgende syntaktischen Elemente:

e Eine Konstante reprasentiert ein spezifisches Element aus einer Menge von Objek-
ten. Wir stellen Konstanten durch Bezeichner dar, die mit einem Kleinbuchstaben
beginnen.

Beispiel: peter, martin

e Eine Variable reprasentiert ein unspezifisches Element aus einer Menge von Ob-
jekten. Wir stellen Variablen durch Bezeichner dar, die mit einem Grol3buchstaben
beginnen.

Beispiel: X, Person

e Eine Funktion reprasentiert einen funktionalen Zusammenhang zwischen Objek-
ten. Solche Funktionen haben eine feste Stelligkeit. Wir stellen Funktionen durch
kleingeschriebene Bezeichner dar mit den Argumenten in Klammern.

Beispiel: alter(martin), f(X, Y, peter)
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e Pradikate reprasentieren Eigenschaften oder Beziehungen zwischen Objekten.
Solche Pradikate haben eine feste Stelligkeit. Wir stellen Pradikate durch grol3-
geschriebene Bezeichner dar mit den Argumenten in Klammern.

Beispiel: Informatiker(martin), Programmieren(X), Vater(lars, peter)

Bemerkung: Im Gegensatz zu Funktionen kann einem Pradikatenausdruck ein
Wahrheitswert zugeordnet werden.

e Die logischen Junktoren wie in der Aussagenlogik: —, A, V, —, <

e Quantoren, die mit einer Variable verbunden sind, dienen dazu, die Giltigkeit von
Pradikaten zu quantifizieren. Hierzu stehen der Allquantor V und der Existenzquan-
tor 4 zur Verfigung.

Beispiel: 39X Programmieren(X)
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Pradikatenlogische Signatur

Definition 3.12. Eine (PL1-)Sighatur ¥ = (Func, Pred) besteht aus

e einer Menge Func von Funktionssymbolen und
e einer Menge Pred von Pradikatensymbolen.

Jedes Symbol s € Func U Pred hat eine feste Stelligkeit > 0.

Ein Funktionssymbol mit der Stelligkeit 0 heil3t Konstante.
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PL1-Terme

Definition 3.13. Es sei V eine Menge von Variablensymbolen und £ = (Func, Pred)
sei eine PL1-Signatur. Dann ist die Menge Termy(V) der (PL1-)Terme wie folgt defi-
niert:

1. Jede Konstante ¢ € Func ist ein PL1-Term.
2. Jedes Variablensymbol X € V ist ein PL1-Term.

3. Ist f € Func ein n-stelliges Funktionssymbol (n > 1) und sind t;,...,t, PL1-
Terme, so ist auch f(ty, ..., ty) ein PL1-Term.

Beispiel 3.14. f(g(X),Y),jahreVerheiratet(klaus, marie)
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PL1-Formeln

Definition 3.14. Es sei V eine Menge von Variablensymbolen und £ = (Func, Pred)
sei eine PL1-Signatur. Dann ist die Menge Formels (V) der PL1-Formeln wie folgt de-

finiert:
1. Istp € Pred ein n-stelliges Pradikatensymbol und sind t4, ..., t,, Terme, so ist
p(t1) v )tn)

eine (atomare) PL1-Formel.
2. Sind Fund G PL1-Formeln, dann sind auch

~FFAGFVGF—GF&G

PL1-Formeln.
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3. Ist F eine PL1-Formel und X &€ V, dann sind auch

IXFund VXF

PL1-Formeln.

Beispiel 3.15. Den anfangs dargestellten Sachverhalt konnten wir durch folgende

Formeln ausdricken.

Informatiker(martin)
Informatiker(peter)

VX Informatiker(X) — Programmieren(X)
Die Frage, ob Martin und Peter programmieren konnen, wirde dann als PL1-Formel

lauten:
Programmieren(martin) /A Programmieren(peter)
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Bemerkung 3.4.

e In PL1 ist nur eine Quantifizierung Gber Objekt-Variablen (also 0-stellige Funktio-
nen) zulassig. Somit ware die Formel

dX X(peter)

keine PL1-Formel.

e Wir verlangen zusatzlich, dal? alle Variablen quantifiziert werden, d.h. eine Formel
der Art
p(X) V q(Y)
ware verboten. Formeln, die ausschlief3lich quantifizierte Variablen enthalten, be-
zeichnet man als geschlossene Formeln.
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Pradikatenlogik und PROLOG

In der Programmiersprache PROLOG konnen (gewisse) PL1-Formeln direkt reprasen-
tiert werden.

Beispiel 3.16. Der bekannte Sachverhalt als PROLOG-Programm:

programmieren(X) :- informatiker (X).

informatiker( martin ).
informatiker( peter ).

An solch ein PROLOG-Programm kann man eine Anfrage stellen:

?7- programmieren( peter ),programmieren( martin ).
Yes
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Pradikatenlogische Interpretation

Bisher haben wir wieder nur Syntax. Wir missen nun die Funktions- und Pradikaten-
symbole mit einer Bedeutung belegen.

Definition 3.15. Es sei ¥ = (Func,Pred) eine PL1-Signatur. Eine X-Interpretation
I = (U, Sy) besteht aus:

e einer nichtleeren Menge U;, der Tragermenge (Grundbereich, Universum),

e sowie einer Abbildung S;, die jedem n-stelligen Funktionssymbol f € Func eine
n-stellige Funktion Sy(f) : Uj" — Uy zuordnet und

e jedem n-stelligen Pradikatensymbol p € Pred eine n-stellige Relation S;(p) C U}
zuordnet.
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Termauswertung

Es sind noch nicht alle sprachlichen Symbole der PL mit einer Bedeutung belegt, es
fehlen noch die Variablen.

Definition 3.16. Es sei I = (Uj, S1) eine Z-Interpretation und V eine Menge von
Variablensymbolen. Dann ist eine Variablenbelegung « eine Funktion « : V — U,.

Definition 3.17. Gegeben sein ein Term t € Termy(V), eine X-Interpretation I =
(U, S1) und eine Variablenbelegung o« : V — Uy.

Die Termauswertung von t in I unter « ist die wie folgt definierte Funktion [ J;« :
TermZ(V) — Uy

Xlia = aX)firXev
[[f(t1) s e atn)]ll,oc — SI(f)([[td]I,oc, SIS [[tn]]l,oc)
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PL1-Semantik

Definition 3.18. Es sei I = (U, S;) eine X-Interpretation, V eine Menge von Varia-
blensymbolen und « : V — U; eine Variablenbelegung.

ax/q 1 V — U; bezeichne die Modifikation von « an der Stelle X zu a, d.h:

x(t) flart #£X
OCX/a(t)_{a fiir t = X

Dann ist der Wahrheitswert einer Formel F € Formels(V) in I unter « (geschrieben
[Fl1 «) wie folgt definiert:

e Fir eine atomare Formel p(ty, ..., ty) gilt:

[p(tr, ..., th)li«istwahr :& ([tilia, ..., [talia) € Si(p)
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e FUrFAG,FVG,F — G und—F gelten die selben Regeln wie in der Aussagenlogik.
e Fur eine Formel VX F gilt:

[VX Fl1 « ist wahr :& fur jedes a € U; gilt:[[F]]L(xX/a ist wahr

e Fir eine Formel IXF gilt:

[3X Fl1 « ist wahr :& es gibt ein a € U; mit:I[F]]LocX/a Ist wahr
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Bemerkung 3.5.

e Gemald Bemerkung 3.4 betrachten wir nur geschlossene Formeln. Dies sind For-
meln, in denen alle Variablen gebunden sind.

e Der Wahrheitswert einer geschlossenen Formel ist aber unabhangig von einer Va-
riablenbelegung «.

e Fur geschlossene Formeln konnen wir deshalb auch einfach [F]; schreiben.

e Die Begriffe Modell und semantische Folgerung werden analog zur Aussagenlogik
definiert.
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Beispiel 3.17. Durch die Mengen

Programmieren = {peter, martin}und

Informatiker = {peter, martin}

ist ein Modell fur unser Beispiel gegeben. Es ist sogar das “kleinste Modell” flr diese
Formelmenge. Solche Modelle nennt man Herbrand-Modell.

Die Interpretation

Programmieren = {peter, martin}und

Informatiker = {peter, martin, klaus}

ist dagegen kein Modell flr diese Formelmenge.
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Pradikatenlogik

Aquivalenzen fiir PL1-Formeln

Definition 3.19. Zwei PL1-Formeln F und G heil3en semantisch aquivalent gdw. ftr

alle X-Interpretationen I gilt:

[FI; = [G]:
Lemma 3.6.
—VXF = dX-F
—dXF = VX-F
(VXF) A (VXG) = VX(FAG)
(IXF) V (IXG) = IX(FV G)
VXVYF = VYVXF
IdX3dYF = JdY3IXF
VXF = VYFX/Y]
IXF = 3YFX/Y]

Decision Support und Expertensysteme — Hochschule Bonn-Rhein-Sieg, WS 2012/13

163



3. Logikbasierte Wissensreprasentation und Inferenz Pradikatenlogik

Normalformen

Definition 3.20. Eine Formel F, in der alle Quantoren aul3en stehen, heil3t Pranex-
form.

Eine Pranexform, die als Junktor nur noch Konjunktion, Disjunktion und Negation
enthalt, wobei die Negation nur unmittelbar vor Atomen auftritt, heil3t vereinigungs-
technische Normalform (VNF).

Mit folgenden Schritten kann jede PL1-Formel in eine aquivalente Formel in VNF
uberfuhrt werden:

1. Umbennung von Variablen derart, daf3 keine Variable sowohl frei als auch gebun-
den auftritt und hinter allen vorkommenden Quantoren stehen verschiedene Varia-
blen.

2. Beseitigung der Junktoren — und .
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3. Die Negation wird ganz nach innen gezogen, so daf} sie nur noch unmittelbar vor
Atomen auftritt.

4. Die Quantoren werden ganz nach aul3en geschoben.
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Skolemisierung

Skolemisierung dient der Elimination von Existenzquantoren. Wir betrachten eine
Pranexform:
VXi. . VXY R YL L)

Zum Ersatz von 3Y wahlen wir ein neues Funktionszeichen f der Stelligkeit k und
fuhren folgende Operation aus:

1. Streiche 3Y aus der Pranexform.
2. Ersetze in der verbleibenden Formel Y an allen Stellen durch f(X;, ..., Xy).

Wir erhalten somit
VX YXF(L (XK, X))
Die Funktion f heil3t Skolemfunktion bzw. fir k = 0 Skolemkonstante.
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Normalformen (2)

Pradikatenlogik

5. Alle Existenzquantoren werden durch Skolemisierung entfernt.
6. Jetzt konnen alle Allquantoren entfernt werden.

7. Mit Hilfe der de Morganschen Regeln kdnnen disjunktive Normalform DNF bzw.
konjunktive Normalform KNF analog zur Aussagenlogik erzeugt werden.

Ebenfalls analog zur Aussagenlogik kann eine PL1-Formel in KNF in Klauselform dar-
gestellt werden.
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Substitution

Fur die maschinelle Inferenz mit PL wird noch ein Mechanismus zur Instanziierung
von Variablen benotigt.

Definition 3.21. Essei X C V eine endliche Teilmenge von Variablensymbolen von
V. Dann ist eine Abbildung o : X — Termy (V) eine Substitution.

Durch x)
[ oX) furXe X
"(X)_{ X  furXxev\x

wird der Definitionsbereich von o zunachst auf V ausgedehnt.
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Durch o(c) = c fur Konstanten und die rekursive Anwendung von o in der Form

o(f(ts,...,tn)) = flo(ts), ..., o(tn))
erhalt man eine Abbildung o : Termy (V) — Terms (V).

Eine Substitution o geben wir in der Form {X; /t;, ..., Xy/tx} an.

Decision Support und Expertensysteme — Hochschule Bonn-Rhein-Sieg, WS 2012/13 169



3. Logikbasierte Wissensreprasentation und Inferenz Pradikatenlogik

Unifikation

Die Unifikation ist eine Substitution, bei der Terme gleichgemacht werden.

Definition 3.22. Eine Substitution o heil3t Unifikator der Terme s und t gdw. o(s) =
o(t) gilt. s und t sind dann unifizierbar.

Beispiel 3.18. Sind X, Y, Z Variablensymbole und a, b, ¢, Konstanten, so sind die Ter-
me f(X, b) und f(a, c) nicht unifizierbar.

Die Terme f(X, b) und f(a, b) sind unifizierbar mit o = {X/a}.

Die Substitutionen o = {X/b,Y/a,Z/g(a,a)}und u = {X/b, Z/g(a, Y)} sind Unifikato-
ren fur die Terme f(X, g(a, Y)) und f(b, Z).
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Allgemeinster Unifikator

Definition 3.23.  Eine Sustitution o heil3t allgemeinster Unifikator fur die Terme s und
t gdw.

e o ist Unifikator von s und t und

e Fir jeden Unifikator A von s und t existiert eine Substitution T, sodall A = to o
gilt.

Bemerkung 3.6. Es gibt einen Algorithmus, der fir zwei Terme s und t entscheidet,
ob sie unifizierbar sind und gegebenenfalls einen allgemeinsten Unifikator berechnet.
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Gegeben seien zwei Terme s und t. Die Berechung des allgemeinsten Unifikators
geschieht wie folgt: Man startet mit o = {} als allgemeinsten Unifikator und wendet
sukzessive die folgenden Regeln an:

(a) Sind s und t Konstanten, so sind sie unifizierbar gdw. s gleich t ist.

(b) Ist s eine Variable und t eine Konstante, so sind s und t unifizierbar. Man erweitere
hierzu o um {s/t}.

(c) Ist s eine Variable und t ein Term der Form f(t;,...,t,.), so sind sie unifizierbar
gdw. s nicht in t vorkommt. Man erweitere hierzu o um {s/t}.

(d) Sind s und t zusammengesetzte Terme, so sind sie unifizierbar gdw. s =

f(s1,...,sn), t = f(ty,...,ts) und wenn jeweils s; und t; unifizierbar sind. Man
erweitere o um die Substitutionen, die sich aus der Unifikation der s; und t; erge-
ben.
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Beispiel 3.19. Es seien X, Y, Z Variablensymbole.

Sind die Terme f(X, h(Y),Y) und f(g(Z), Z, a) unifizierbar?

Regel Ungeloste Unifikationen o
f(X,h(Y),Y)?f(g(Z),Z,a) {}

(d) X?g(Z), h(Y)?Z,Y?a {}
(c) h(Y)?Z, Y?a X/9(2)}

(c) Y?a X/g(h({Y)), Z/R(Y)}

(b) X/g(h({a)), Z/h(a), Y/a]
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Resolution in PL1

Bemerkung 3.7. Die Begriffe Klausel, Klauselform und Literal werden in PL1 analog
zur Aussagenlogik definiert.

Bemerkung 3.8. Wir dehnen die Unifikation auf atomare PL1-Formeln aus.

Zwel atomare Formeln P(sq,...,s,) und P(ty,...,t,) sind unifizierbar gdw. s; und t;
furi=1,...,n unifizierbar sind.
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Definition 3.24. Es seien K;, K, PL1-Klauseln. Die Klausel R heil3t PL1-Resolvente
von K; und K, gdw. folgendes qilt:

(a) K; und K; haben keine gemeinsamen Variablen.

(b) Es gibt positive Literale A4, ..., Ax € Ky, ein negatives Literal —A € K, und einen
allgemeinsten Unifikator o von A, A4, ... Ay.

(c) R hat die folgende Form:

o((Ki \{A1,..., Ax}) U (K2 \ {—A}))

Decision Support und Expertensysteme — Hochschule Bonn-Rhein-Sieg, WS 2012/13 175



3. Logikbasierte Wissensreprasentation und Inferenz

Pradikatenlogik

Beispiel 3.20. Darstellung der Resolution fur PL1:

{P(X,b),P(a,Y), Q(X, f(Y))} (=P(Z,W),—~Q(W, Z)}

o ={X/a,Y/b, Z/a, W/b}

{Q(a, (b)), =Q(a, b)j
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Beispiel 3.21. Uberfiihrung einer PL1-Formel in Klauselform.
VX((VYP(X,Y)) = —=(VYQ(X,Y) = R(X,Y)))
Fur den zweiten an Y gebundenen Allguantor ersetzen wir Y durch Z:
VX((VYP(X,Y)) — —=(VZQ(X, Z) — R(X, Z)))
Der Junktor — wird eliminiert:
VX(=(VYP(X,Y)) V =(VZ=Q(X, Z) V R(X, Z)))
Die Negationen werden ganz nach innen gezogen:
VX(IY-P(X,Y)) V (3ZQ(X, Z) A —=R(X, Z)))
Quantoren nach aussen ziehen:

VX3IAYFZ(—P(X,Y) V (Q(X, Z) A—R(X, Z)))
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Pradikatenlogik

Eliminierung von 3Y durch Skolemfunktion f:
vX3Z(—P(X, (X)) V (Q(X, Z) A—R(X, Z)))
Eliminierung von 3Z durch Skolemfunktion g:
VX(=P(X, (X)) V (Q(X, g(X)) A =R(X, g(X)))
Jetzt kann man den Quantor weglassen:
—P(X, (X)) V (Q(X, g(X)) A =R(X, g(X))
De Morgan liefert:
(=P(X, (X)) V Q(X, g(X))) A (=P(X, f(X)) V =R(X, g(X)))
Darstellung als zwei Klauseln:

{=P(X, £(X)), Q(X, g(X))} und {=P(X, £(X)), =R(X, g(X))}
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Umbenennung der Variablen so, dal} eine Variable in hochstens einer Klausel auftritt:

{=P(X, £(X)), Q(X, g(X))} und {=P(Y, f(Y)), =R(Y, g(Y))}
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Beispiel 3.22. Resolution in PL1:

1. Es gibt einen Patienten, der alle Arzte mag:
dXPatient(X) A VY(Arzt(Y) — Mag(X,Y))
2. Kein Patient mag einen Quacksalber:

VXPatient(X) — VY(Quaksalber(Y) — —Mag(X,Y))

Daraus wollen wir schliel3en, dal3 ein Arzt kein Quaksalber ist.
VY(Arzt(Y) — —Quaksalber(Y))

Wir formen 1. um:

dXPatient(X) AVY(Arzt(Y) — Mag(X,Y))
dXPatient(X) A VY(—Arzt(Y)V Mag(X,Y))
AXVY(Patient(X) A (—Arzt(Y)V Mag(X,Y)))
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Skolemisierung liefert:

VY (Patient(a) N\ (—Arzt(Y)V Mag(a,Y)))
= Patient(a) AVY(—Arzt(Y)V Mag(a,Y))

Daraus ergeben sich die Klauseln:
Ky : {Patient(a)} und K; : {=Arzt(Y), Mag(a, Y)}

Wir formen 2. um:

VXPatient(X) — VY(Quaksalber(Y) — —Mag(X,Y))
VX—=Patient(X) V VY(—Quaksalber(Y) V —-Mag(X,Y))
VXVY—=Patient(X) V =Quaksalber(Y) V —Mag(X,Y)

Daraus ergibt sich mit Umbenennung die Klausel:

K3 : {=Patient(X), ~Quaksalber(Z), “Mag(X, Z)}
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3. Logikbasierte Wissensreprasentation und Inferenz Pradikatenlogik

Negation der Hypothese:

—VY(Arzt(Y) — —Quaksalber(Y))
—VY(—=Arzt(Y) V —Quaksalber(Y))
AY—(—Arzt(Y) V —Quaksalber(Y))
AY(Arzt(Y) A Quaksalber(Y))

Skolemisierung liefert die beiden Klauseln:

K4 : {Arzt(b)} und K5 : {Quaksalber(b)}

Ableitung:
Klauseln Resolvente Unifikator Nummer
K2, K4 {Mag(a,b)} o ={Y/b} Ke
Kg, K3 | {—Patient(a), ~Quaksalber(b)} | o ={X/a,Z/b} | K;
Ks, K7 {—Patient(a)} Kg
K1, Kg 0 g.e.d.
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