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Ecken des Zuordnungsproblems

Definition 1.6

Ein Zuordnungsproblem mit den Vorzeichenbedingungen
0<x; <1firi,j=1,...,n

statt x;; € {0,1} heiBt relaxiertes Zuordnungproblem.

Beispiel 1.7

Wir betrachten ein relaxiertes Zuordnungproblem mit Kostenmatrix

C=(cj) =

N e )
o o
o R R
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Fortsetzung Beispiel.
Dann sind

X = (X11,X12,X13,X21,X22,X23,X31,X32,X33)
= (1,0,0,0,1,0,0,0,1)
y = (0,1,0,1,0,0,0,0,1) und

11 11
4 (§7§a0a§a§70703071)
optimale Lésungen.
Wegen
zZ = §X T 5

ist aber z keine Ecke und wiirde damit vom Simplexalgorithmus niemals
als optimale Lésung ermittelt.
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Ganzzahligkeit der Ecken beim Zuordnungsproblem
Satz 1.8

Fiir jedes relaxierte Zuordnungsproblem sind alle Ecken ganzzahlig.

Fiir ein relaxiertes Zuordnungsproblem der GréBe n x n gilt also

x ist Ecke = x € {0,1}"*"

Beweis.

Induktion {iber n.

n=1: xy1 = 1 ist die einzige zuldssige und damit optimale Losung.

n—1 — n: Es sei x Ecke eines relaxierten n x n-Zuordnungsproblems.

Fall 1: Es existieren 1 < /,j < n mit x;; = 1.

Dann streiche aus dem Zuordnungsproblem Zeile i und Spalte j und aus x

alle entsprechenden Komponenten. Der Restvektor von x muss dann eine

Ecke des (n — 1) x (n — 1) Zuordnungsproblems sein, das nach V. nur

ganzzahlige Ecken hat. |
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Fortsetzung Beweis.

Fall 2: Es existiert kein /,j mit x;; = 1.
Damit folgt 0 < x;; < 1 fiir alle i, .

Wegen 21'7:1 xjj = 1 fiir alle i folgt: Fiir jedes /i gibt es mindestens zwei
Variablen x;; > 0.

Damit existieren mindestens 2n Variablen x;; > 0.

Widerspruch, denn eine Ecke x und damit eine zuldssige Basislosung hat
nur 2n — 1 BVs.

Folgerung 1.9

Wir kénnen Zuordnungsprobleme mit dem Simplexalgorithmus optimal
l6sen.
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Konsequenz

Wir kénnen Zuordnungsprobleme l6sen, indem wir

@ zum relaxierten Problem iibergehen und

@ das relaxierte Problem mit dem Simplexalgorithmus 16sen.
Wir wollen nun untersuchen,

o fiir welche weiteren kombinatorischen Probleme solch ein Vorgehen
moglich ist, bzw.

@ welche Bedingungen hinreichend fiir ganzzahlige Ecken sind.
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Quadratische Untermatrizen

Definition 1.10
Fiir eine Matrix A = (a;;) € R™*" sowie
@ Zeilenindizes 1 < i <ip < --- < iy < m und
@ Spaltenindizes 1 < ji1 < p<---<jx<n
heiBt die Matrix

iy e 7 i
Aipji Arja T Tk c Rkxk
Aegi ke T Fiki

quadratische Untermatrix von A.
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Totale unimodulare Matrix
Definition 1.11

Eine Matrix A € R™*" ist total unimodular genau dann, wenn jede

quadratische Untermatrix von A die Determinante 0,1 oder —1 hat.

e Wenn A = (aj;) total unimodular ist, dann sind alle Matrixelemente

ajj gleich 0,1 oder —1.
@ Die Umkehrung gilt natiirlich nicht.

Beispiel 1.12
Die Matrix
-1 -1 0 0 0 1
- 1 0 -1 -1 0 O 4%6
A=l o 1 1 o0 -1 of€R
0 0 O 1 1 -1
ist total unimodular.
Wintersemester 2015/16
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Unimodularitat Inzidenzmatrix

Inzidenzmatrix fiir gerichtete Graphen

Definition 1.13

Es sei G = (V, E) ein gerichteter Graph mit Knotenmenge
V ={w,...,vn} und Kantenmenge E = {e,...,€en}.
Dann heiBt die m x n-Matrix A = (a;;) mit

—1 wenn v; Anfangsknoten von ¢; ist,
aj = 1 wenn v; Endknoten von e; ist,
0 sonst

Inzidenzmatrix von G.
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Beispiel 1.14
Die Matrix von Beispiel 1.12 ist Inzidenzmatrix des folgenden Graphen:

e6
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Inzidenzmatrix fiir ungerichtete Graphen

Definition 1.15

Es sei G = (V, E) ein (ungerichteter) Graph mit Knotenmenge
V ={wi,...,Vmn} und Kantenmenge E = {e1, ..., €en}.
Dann heiBt die m x n Matrix A = (a;;) mit

0 — 1 wenn v; inzident mit ¢; ist
Y71 0 sonst

Inzidenzmatrix von G.
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Eigenschaften einer Inzidenzmatrix (1)

Lemma 1.16
Es sei G ein gerichteter Graph mit m Knoten. Dann hat die Inzidenzmatrix
A von G einen Rang r(A) < m — 1.

v

Beweis.
Die Summe der Zeilenvektoren ergibt den Nullvektor, da in jeder Spalte
genau eine 1 und eine —1 existiert. Ol
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Eigenschaften einer Inzidenzmatrix (2)
Definition 1.17

Ein gerichteter Graph G ist ein Wald bzw. ein Baum gdw. der G

zugeordnete ungerichtete Graph G’ (siehe Graphentheorie, Definition 1.16)
ein Wald bzw. ein Baum ist.

v

Beispiel 1.18

ey G € Der zugeordnete ungerichtete Graph
' G’ ist ein Baum:

4
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Lemma 1.19

Ein gerichteter Graph G ist genau dann ein Wald, wenn die Spalten der
Inzidenzmatrix von G linear unabhangig sind.

Beweis.
Wir zeigen: G enthilt einen Kreis gdw. die Spalten der Inzidenzmatrix
A € R™*" [inear abhangig sind.

el e2 e(k-1)

o () o
“=": Essei C = -
ein Kreis in G’ und ji, ..., jx seien die zugehdrigen Spaltenindizes der
Inzidenzmatrix.
Fir / =1,..., k setzen wir:

o — 1 ¢ hatin G die Richtung v;_1 — v;
"1 =1 sonst

v
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Fortsetzung Beweis.
Damit gilt
@+ oyd =0

die Spaltenvektoren sind also linear abhingig.

“<": Die Spalten von A seien linear abhangig. Dann existieren
Spaltenindizes ji, ..., jkx und Zahlen ag,...,ax # 0 mit

ala/1+---+akajk:0

Es sei E” die Menge der Kanten zu den Spaltenindizes ji, ..., jx und V"
sei die Menge der mit den Kanten aus E” inzidenten Knoten.

Wir betrachten jetzt den Graphen G” = (V" E”). Weil alle aj # 0 muss
es fiir jede Zeile i, in der nicht nur Oen auftreten, mindestens zwei Spalten
geben, deren Linearkombination in der j-ten Zeile = 0 ist.

Damit hat jeder Knoten in G” mindestens den Grad 2 und G” kann damit
nicht kreisfrei sein.

v
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Eigenschaften einer Inzidenzmatrix (3)

Satz 1.20

Es sei A € R™*" die Inzidenzmatriz eines gerichteten Graphen G.

Dann ist A total unimodular.

Beweis.
Vollstandige Induktion iiber die GroBe k einer quadratischen Untermatrix.

k = 1: Die Untermatrizen der GroBe k = 1 sind die Matrixelemente selbst.
Per Definition der Inzidenzmatrix sind sie gleich 0,1 oder —1.
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Fortsetzung Beweis.

k —1 — k: Es sei A’ eine quadratische Untermatrix von A.
Fall 1: A’ hat in jeder Spalte zwei Elemente # 0.

Dann definieren die Zeilen und Spalten von A’ (als Inzidenzmatrix
betrachtet) einen gerichteten Graphen G’ mit k Knoten und k Kanten.

Damit kann G’ nicht kreisfrei sein. Nach Lemma 1.19 sind die
Spaltenvektoren von A’ linear abhangig. Also folgt det(A’) = 0.

Fall 2: A’ enthilt eine Spalte j mit hochstens einem Element aﬁ-j % 0. Zur
Berechnung von det(A’) entwickeln wir nach Spalte j. Es folgt

det(A") = (—=1)"" - aj; - det(A})
Nach I.V. gilt det(A};) = 0,1 oder —1. Also gilt auch

det(A’) = 0,1 oder — 1.

Peter Becker (H-BRS) Operations Research |l Wintersemester 2015/16 41 / 206



Unimodularitat Inzidenzmatrix

Eigenschaften einer Inzidenzmatrix (4)

Satz 1.21

Es sei A € R™*" die Inzidenzmatrix eines (ungerichteten) bipartiten
Graphen G.

Dann ist A total unimodular.

Beweis.

Ubungsaufgabe &
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Cramersche Regel

Fiir den Beweis des nichsten Satzes bendtigen wir die sogenannte
Cramersche-Regel.

Lemma 1.22
Es sei A € R"™" eine quadratische Matrix mit det(A) # 0. Fiir das LGS
Ax = b sei . '

A;:=(a',...,a 1 batt .. a"),
also die Matrix, die entsteht, wenn in A die j-te Spalte durch den Vektor b
ersetzt wird.

Dann gilt fiir die eindeutige Losung x = (x;j) € R" des Gleichungssystems

Ax=Db
det( J)

T det(A)
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Beispiel 1.23
Wir betrachten das LGS
3 01 X1 1
6 2 1 X2 = 3
-3 -2 1 X3 —1
~ ~= —_—— —
A X b
Es gilt
3 01
det 6 2 1 = 64+0—-124+6+6—-0
-3 -2 1
= 6

Peter Becker (H-BRS) Operations Research |l
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Fortsetzung Beispiel.

det(A;) = det

det(A;) = det

det(As3) = det

Daraus folgt

Unimodularitat Inzidenzmatrix

1 0 1
3 21 |=240-6+242-0=0
1 -2 1
3011
6 31 |=90-3-6+9+3-6=6
-3 -1 1
3 0 1
6 2 3 |=-6+0-12+6+18-0=6
-3 -2 -1
0 6 6
—=0, x==-=1, x3==-=1
6 6 76 )
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Totale Unimodularitat und ganzzahlige Ecken

Satz 1.24

Es sei A € R™*" eine total unimodulare Matrix und b € Z™ sei ein
ganzzahliger Vektor.
Dann hat die Menge

X ={xeR"Ax=b,x >0} CR"

nur ganzzahlige Ecken.

Beweis.
0.B.d.A. gelte r(A) = m.

e x ist Ecke < x ist zuldssige Basislosung (siehe Satz 77)

Peter Becker (H-BRS) Operations Research |l Wintersemester 2015/16 46 / 206



Unimodularitat Inzidenzmatrix

Fortsetzung Beweis.

@ x ist zuldssige Basislosung < 31, ..., jm mit:
die Spaltenvektoren a’t, ..., a/" sind linear unabhingig,
die Komponenten xj,, ..., x;, von x sind fiir A’ = (ah,...,a")
(eindeutige) Losung des LGS

X
Al | =b
)<jm
x> 0.
@ Nach der Cramer-Regel gilt
det(A? )
i — K
T det(A)
v
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Fortsetzung Beweis.
Weil A total unimodular ist und die Spaltenvektoren linear unabhingig

sind, folgt det(A’) = 1 oder —1.

Weil b ganzzahlig ist, ist auch det(A}k) ganzzahlig.

Damit sind die x;, ganzzahlig.
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