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Transportproblem
Definition 1.1

m n
Das Optimierungsproblem min Z Z e
i=1 j=1

unter den Nebenbedingungen

n
E Xijj = aj
j=1

m
> xj = b
i=1

und den Vorzeichenbedingungen
xj >0 firi=1,.

heiBt Transportproblem.

fuiri=1,...,m

firj=1,...,n

..,mundj=1....n

v
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WAL MET =18 Wiederholung: Transport- und Zuordnungsprobleme

Supplying capacities

SOURCES

Transportation
i costs

X Quantities
i shipped

[ o o o @ DESTINATIONS

d1 d2 d3 d A d5
Demands
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Bemerkungen zum Transportproblem

Wir setzen ein geschlossenes Transportproblem voraus: a; > 0, b; > 0 und

M oa;i =YY" b;, also Gesamtangebot = Gesamtnachfrage.
i=1 j=1"%J g g

Fiir den Fall 357, a; > 77, b; fiihren wir ein zusitzliches Warenhaus mit
m n H
bpy1 =27 ai — Zj:l bj und ¢jpp1 = 0 ein.

Fiir den Fall 377, a; < 377, bj fiihren wir eine zusitzliche

Produktionsstitte mit a,11 = 27:1 bj — >, aj ein.

Die cm+1,j modellieren dann die Kosten pro ME fiir das mangelnde
Angebot in Warenhaus J.

Anzahl Variablen: m-n
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Beispielproblem

Beispiel 1.2
Wir gehen von folgenden Kosten, Angebot und Nachfrage aus:

By By Bs
Al 9 1 3|50
A | 4 5 8 |70
40 40 40
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Fortsetzung Beispiel.

Damit lautet das zugehorige Transportproblem

min 9x11 + x12 + 3x13 + 4x21 + 5x20 + 8x23

unter den Nebenbedingungen

X11 + X2

X11
X12

+ X3
+ X1 + X2 + Xxo3
+ X1
+ X2
X13 + X3

und Vorzeichenbedingungen

X11, X12, X13, X21, X22, X203 > 0.

50
70
40
40
40
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L 6sbarkeit des Transportproblems
Satz 1.3

Zu jedem Transportproblem existiert eine optimale Lésung.

Beweis.
Es sei
m n
G = E aj = bj
i=1 j=1
und
a,-bj
Xi = —2
J G
Dann gilt:
n n n
aibj @) i q1bj T
E Xjj = = =ga; firi=1,....m
: : G G
j=1 j=1
v
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Fortsetzung Beweis.

und

ajbj  bi> 7 a
ZXU—. GJ_ J Gl =b; firj=1,...,n

Damit existiert eine zul'zissige Losung.

Wegen 0 < x;; < min{a;, b;} ist der Zulassigkeitsbereich X’ dariiberhinaus
beschrankt.

Also existiert nach Satz 3.25 OR | bzw. Satz 3.37 OR | eine optimale
Losung.
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Transportproblem in Matrixdarstellung

= (a1, c12,-..,Cin, C21,- - ey Cmly---y Cmn) € R™T

X = (X11,X]_2,...,X1n,X21,.. "aXmla"'7an)€Rm.n
11 1/0 0 0 00 0
00 01 1 1 00 0
00 00 O 0 11 1
A=1"1T0 0l1 0 0 1 0 0
01 010 1 0 0 1 0
00 110 0 1 00 1
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genauer
1 falls1<i<mA(i—1)-n<j<i-n
aj=< 1 falsm<i<m+4+nAj=k-n+(i—m)
0 sonst
Begrenzungsvektor:

b:(al,...,am,bl,...,bn)E]Ri’"*"

Damit hat das Transportproblem in Normalform die Darstellung
minc’ x

unter den Nebenbedingungen

Ax=b, x>0.
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Wiederholung: Transport- und Zuordnungsprobleme
Rang der Koeffizientenmatrix
Satz 1.4

Die Matrix A des Transportproblems hat den Rang r(A) = m+n— 1.

Beweis.

Die Summe der Zeilen 1 bis m ist gleich der Summe der Zeilen m + 1 bis
m + n. Also sind die m + n Zeilenvektoren linear abhangig und es folgt
r(A) <m+n—1.

Andererseits sind die m + n — 1 Spaltenvektoren mit den Indizes
1,2,...,n,n+1,2n+1,...,(m—1)n+1

linear unabhéangig, also r(A) > m+n—1.

Insgesamt folgt r(A) = m+n—1. O

Peter Becker (H-BRS) Operations Research |l Wintersemester 2015/16 22 / 206



Zuordnungsproblem
Definition 1.5

n n
Das Optimierungsproblem min Z Z cjixjj unter den Nebenbedingungen
i=1 j=1

n
E xj = 1 firi=1,...,n
j=1

n
d xj = 1 firj=1,...,n
i=1

und den Vorzeichenbedingungen

xj€{0,1} firi=1,...,nundj=1,...,n

heiBt Zuordnungsproblem.
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Bemerkungen:

@ Man beachte: Keine Stetigkeit fiir die Entscheidungsvariablen x;;

@ Ein Optimierungsproblem, bei dem die Entscheidungsvariablen nur die
Werte 0 oder 1 annehmen diirfen, heiBt kombinatorisches
Optimierungsproblem.

]
| =T
L[
Bauer Sagen
Y
| JEAVAIE)
hleier Baohren
4 T
Schubert Dreben
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Wiederholung: Transport- und Zuordnungsprobleme
Zuordnungsproblem als Transportproblem

@ Das Zuordnungsproblem kann als Spezialfall des Transportproblems
betrachtet und mit dem Simplexalgorithmus optimal geldst werden.

@ Setze hierzu im Transportproblem m = n, sowie
ag=a=---—=a,=1und by = bp = --- = b, = 1. Damit sind die
Nebenbedingungen des Zuordnungsproblems modelliert.

@ Die Zielfunktion ist dann fiir beide Probleme identisch.

o Wegen x;; < min{aj, b;} folgt aus dem Begrenzungsvektor x;; < 1.
Damit ist 0 < xj; < 1 keine zusatzliche Einschrankung gegeniiber dem
Transportproblem.

@ Wir werden im Folgenden zeigen: Falls a; und b; ganzzahlig sind,
liefert der Simplexalgorithmus fiir das Transportproblem nur
ganzzahlige Losungen.

o Damit gilt fiir eine so ermittelte optimale Losung stets x;; € {0, 1}, sie
ist also zul&ssig fiir das Zuordnungsproblem.

o GroBe einer zuldssigen Basislosung: 2n — 1
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