1. Transport- und Zuordnungsprobleme Optimierungsalgorithmus fiir Transportprobleme

Duales Problem

Lemma 1.4. Das zum Transportproblem duale Problem lautet:

m mn
max g a;U; + E bjv;
i=1 j=1

unter den Nebenbedingungen
’LLZ'—I—’UJ'SCZ'J', izl,...,m, undjzl,...,n

und
u,v; € Rfiri=1,...,m, und 5 =1,...,n
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1. Transport- und Zuordnungsprobleme Optimierungsalgorithmus fiir Transportprobleme

Anwendung der Dualitatssatze

Es sei F'(x) die Zielfunktion des primalen und D(u,v) des dualen Trans-
portproblems.

e Sind x € R"™" und u € R™,v € R"™ optimal, dann gilt
F(x) = D(u,v)
siehe Satz 5.4, OR |
e X = (z;;) sowie u = (u;) und v = (v;) sind genau dann optimal, wenn

gilt
Y >():>uz-—|—vj = Cjj

siehe Satz 5.5, OR |
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1. Transport- und Zuordnungsprobleme Optimierungsalgorithmus fiir Transportprobleme

Effizienterer Solver durch Ausnutzung der Dualitat

Gegeben sei eine zulassige Basislosung x:

e Finde Belegung der Variablen u; und v;, so dass gilt:

Zij ist BV = u; + Vj = Cjj

e Wenn auBlerdem u; +v; < ¢;; fiir alle NBV gilt, dann ist die Basislésung
optimal.

e Ansonsten wahle NBV x;; mit dem kleinsten (negativen) Wert fiir
B'L'j — Cij — Ug — Uy

und tausche sie gegen eine BV aus.
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1. Transport- und Zuordnungsprobleme Optimierungsalgorithmus fiir Transportprobleme

Wie werden die u; und v; bestimmt?

Ausgehend von einer Basislosung x stellt man das LGS
U; + Vj = Cij fur alle 1,7 mit Xij iIst BV
auf.

Anzahl der Variablen: n +m

Anzahl der Gleichungen: n +m — 1

Setze eine Variable auf 0, z.B. u; = 0.

Lose die restlichen Gleichungen sukzessive.

Die Basislosung bildet einen Baum. Das LGS kann also entlang der
Kanten des Baumes gelost werden.
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1. Transport- und Zuordnungsprobleme Optimierungsalgorithmus fiir Transportprobleme

Beispiel 1.8. Wir bestimmen wu; und v, fiir die Basis von Beispiel 1.2. Das
LGS lautet:

Uy +v1 = 9
U1 + Vo 1
U9 + Vo 5
Ug + V3 = 8

Wir setzen u; = 0. Damit folgt:
v1 = 9,09 =1, u0s =4,v3 =4
und wir erhalten:

Bis = 3-0—-4=-1
Bgl — 4—4—9:—9

Dies sind genau die Schattenpreise aus den Beispielen 1.4, 1.6 und 1.7.
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1. Transport- und Zuordnungsprobleme Optimierungsalgorithmus fiir Transportprobleme

Die u-v-Methode

Algorithmus 1.4.

1. Bestimme mit einem Er&ffnungsverfahren (z.B. der Nordwesteckenregel)
eine zulassige Basislosung x und den zugehorigen Zielfunktionswert z.

2. Setze u; = 0 und |6se damit das LGS

U; + Vj = Cij fur alle 2,7 mit Xij iIst BV

3. Berechne fiir alle NBV z;;: B;; == ¢ij —u; — vy
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1. Transport- und Zuordnungsprobleme Optimierungsalgorithmus fiir Transportprobleme

4. Gilt B;; > 0 fir alle NBV z;,;, dann ist die aktuelle Basislosung optimal.
STOP!

Ansonsten bestimme ¢, j so, dass B;; = min{ By;|xy; ist NBV}.

5. W := Weg von A; nach B, in aktueller Basislésung
Tij 1= A = min{xkl\(Ak,Bl) c W}
x; i ist die BV, fiir die das Minimum A angenommen wird.

6. for all (A, B;) € W do xy; := x5 — A end
for all (B, Ax) € W do zy; := xx; + A end
Z =z 4+ A . Bz‘j

zy i wird NBV.

Gehe zu Schritt 2.
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1. Transport- und Zuordnungsprobleme Optimierungsalgorithmus fiir Transportprobleme

Beispiel fiir die u-v-Methode

Beispiel 1.9. Wir setzen einfach Beispiel 1.8 fort.

()

i=2j=1
W = (AQ, BQ, Al, Bl) o1 = A = min{:vgg, $11} = 30

ZQQIO
£811:10
x19 =40 2 =840 — 30 -9 = 570
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1. Transport- und Zuordnungsprobleme Optimierungsalgorithmus fiir Transportprobleme

BVs: L11, 12, 21,23 LGS:

Uy +v1 = 9
U1 + U2 1
uo + V1 4
Ug + V3 = 8
Losung:
ule,’Ul 29,’02: 1,’LL2:—5,’03: 13

Schattenpreise:
Bi3=3-0-13=-10
By =5—(-5)—-1=9

i=1,§=3
W = (AlaBlaA27B3)
r13 = A = min{x11,x23} = 10
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1. Transport- und Zuordnungsprobleme Optimierungsalgorithmus fiir Transportprobleme

11 — 0
X3 — 30
ro1 — 40

z2=9570—-10-10 =470

BVs: 212,213, 21, T23

LGS:
Uy + vy = 1
U1 + U3 3
U2 + U1 4
Ug + V3 = 8
Losung:
Uq :O,’UQZ 1,’03:3,UQ:5,’01 = —1

Schattenpreise:
Bi1=9-0-(-1)=10
Boo=5—-5—-1=-1
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1. Transport- und Zuordnungsprobleme

Optimierungsalgorithmus fiir Transportprobleme

i—2j =2
W = (A27 B37 A17 BQ)

Ioo =— A = min{ilfgg, 3312} = 30

Iro3 — 0
L1929 — 10
13 — 40

z =470 —-30-1 =440

BVs: 212,213, 21, T22

LGS:

Losung:

U1 + V2
U1 + U3
UQ—|—’U1
UQ—|—’U2

QU i W =

u1:O,’U2:1,’03:3,u2:4,f01 =0
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1. Transport- und Zuordnungsprobleme Optimierungsalgorithmus fiir Transportprobleme

Schattenpreise:
Bi11=9-0-0=9
Bas=8—-4-3=1

Damit ist die aktuelle Basislosung optimal!
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1. Transport- und Zuordnungsprobleme Zuordnungsproblem

Zuordnungsproblem

sieche Beispiel 1.5 aus OR |

Definition 1.2. Das Optimierungsproblem

n o n
min E E CijLij

i=1 j=1
unter den Nebenbedingungen
d owy o= 1 firi=1,....n
j=1
n
d owy o= 1 firj=1,....n
i=1
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1. Transport- und Zuordnungsprobleme

Zuordnungsproblem

und den Vorzeichenbedingungen

zi; €{0,1} firi=1,...,nund j =1,...

heilBt Zuordnungsproblem.

| , ==
i
Bauer Sagen

— [
Tk
=

N

Schubert Drehen

, 1
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1. Transport- und Zuordnungsprobleme Zuordnungsproblem

Zuordnungsproblem als Transportproblem

Bemerkung:

e Das Zuordnungsproblem kann als Spezialfall des Transportproblems be-
trachtet und

e mit Algorithmus 1.3 bzw. Algorithmus 1.4 gelost werden.

Begriindung:
e Setze im Transportproblem m = n, sowie a1 = ay = -+ = a, = 1
und by = by = --- = b, = 1. Damit sind die Nebenbedingungen des

Zuordnungsproblems modelliert.
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1. Transport- und Zuordnungsprobleme Zuordnungsproblem

e Die Zielfunktion ist dann identisch zu der des Transportproblems.

e Wegen z;; < max{a;,b;} folgt aus dem Begrenzungsvektor z;; < 1.
Damit ist 0 < z;; < 1 keine zusatzliche Einschrankung gegeniiber dem
Transportproblem.

e Falls a; und b; ganzzahlig sind, liefern die Algorithmen 1.3 und 1.4 nur
ganzzahlige Losungen.

e Damit gilt fiir eine mit diesen Algorithmen ermittelte optimale Losung
stets z;; € {0, 1}, sie ist also zulassig fiir das Zuordnungsproblem.

e GroBe einer zulassigen Basislosung: 2n — 1
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1. Transport- und Zuordnungsprobleme Zuordnungsproblem

Beispielproblem

Beispiel 1.10. Wir betrachten im Folgenden ein Zuordnungsproblem mit
m = n = 3 und Kosten (als Matrix dargestellt)

c RSXS

S
>~ 3 N
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1. Transport- und Zuordnungsprobleme Zuordnungsproblem

Eroffnungsverfahren

Wegen a; = b; = 1 fiiralle 1 < 4,7 < n und alle Transportprobleme, ist eine
zulassige Basislosung gemal der Nordwesteckenregel eindeutig bestimmt:

.$Z’Z:1IStBVfUI’1§Z§n,
0$i+1,i:OiStBVfUF1§’i§n—1Und
e alle sonstigen Variablen sind NBV.

Bemerkung:

o Wegen z,4;; = 0 tritt Entartung auf.
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1. Transport- und Zuordnungsprobleme Zuordnungsproblem

Beispiel 1.11.

Fiir Beispiel 1.10:

(=)

Basis:

T11 = Tog =T33 = 1

o1 = X33 = 0

Zielfunktionswert:

z =13

®)
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1. Transport- und Zuordnungsprobleme Zuordnungsproblem

Ungarische Methode

e Die sogenannte Ungarische Methode ist die Spezialisierung der u-v-
Methode auf Zuordnungsprobleme.

e Hier keine spezielle angepasste Darstellung, stattdessen ein Beispiel.
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1. Transport- und Zuordnungsprobleme Zuordnungsproblem

Beispiel: Ungarische Methode

Beispiel 1.12. Wir wollen das Zuordnungsproblem mit Kosten aus Bei-
spiel 1.10 losen.

Wir beginnen mit der Basis aus Beispiel 1.11.

BVs: 211, 221, 22, T32, 233

Wir setzen w1 = 0.

ul—l—vl = 5

Uz + U1 3 — ’U1:5,UQ:—2
Uz + V2 4 ’0226,’LL3=O
/U/3—|_/02 6 /U3:4

U3 + V3 = 4
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1. Transport- und Zuordnungsprobleme Zuordnungsproblem

i—1j=2
— (A17 Bla A27 BZ)

gi; o ; : (O) : g o _2 r12 = A = min{llfll,ilfgz} =1
B 7 (=2) -0 9 r11 = 0,290 = 0,201 = 1
23 z=13-5=
Bsr = 8-0-5 = 3 . wird NBV.
Neue Basis:
Uy +v1y = 5
U1 + V9 1
Ug + V1 3
us + U2 0
us + vy = 4

@)
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1. Transport- und Zuordnungsprobleme

Zuordnungsproblem

Wir setzen u; = 0.

= V] =0,V =1
Ug — —2,U3 =9
Vg — —1

1 =3, =1

W = (A3,BQ,A1,Bl)

r31 — A = min{ilfgg, 3311} =0
Keine Anderung an x;; und z.
X392 wird NBV.
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1. Transport- und Zuordnungsprobleme Zuordnungsproblem

Wir setzen w1 = 0.

ul—l—vl =
U1—|—U2 ; = ’U1:5,U2:1
ot = va = s =
3L vy =1
U3—|—U3 = 4 ’

Bis = 2-0-1 = 1

B22 4 — (—2) —1 5 Optlmall

Bas 7—(=2)—1 8

Bss = 6—-—3-—1 = 2
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1. Transport- und Zuordnungsprobleme Zusammenfassung

Zusammenfassung

e Startecke fiir Transportproblem: Nordwesteckenregel und Minimale-
Kosten-Regel

e Simplexvariante fiir Transportproblem: Stepping-Stone-Methode
o Effizienterer Algorithmus durch Einbeziehung der Dualitat: u-v-Methode

e Spezialfall: Zuordnungsproblem
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