1. Transport- und Zuordnungsprobleme Optimierungsalgorithmus fiir Transportprobleme

Zugeordneter bipartiter Graph

Fiir ein Transportproblem sei A = {A1,...,A,,} die Menge der Fabriken
und B ={B,...,B,} sei die Menge der Warenh3user.

Wir ordnen nun einem Transportproblem einen bipartiten Graph G = (V, F)

ZUu mit:
o V =A+ B und
o = {{v,w}lve A,we B}.

Damit konnen wir auch jeder Variablen z;; die Kante {4;,B,;} € E
zuordnen.
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Struktur zulassiger Basislosungen

Basislosung von Beispiel 1.2: Basislosung von Beispiel 1.3:
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Satz 1.3. Gegeben sei eine zulassige Basislosung fiir ein Transportproblem.

Dann bilden die Kanten der Basisvariablen im zugeordneten bipartiten
Graphen einen Baum.

Beweis: Angenommen, eine Teilmenge der Basisvariablen bildet im zu-
geordneten bipartiten Graphen einen Kreis der Liange 2k. O.B.d.A. sei
dies der Kreis (A1, By, Ao, Bo, As, ..., Ak, Bg, A1) mit den Basisvariablen

L11, X219y L22,L32y 3y Lkks L1k-

Wir bilden nun eine Linearkombination der Spaltenvektoren dieser Basisva-
riablen von der Matrix A wie folgt:

e Fiir eine Kante (A;, B;) erhilt der Spaltenvektor al’%) den Koeffizienten
]-1

e fiir eine Kante (B;, A;+1) und die Kante (B}, A1) erhdlt der Spaltenvektor
alt17) pzw. all-k) den Koeffizienten —1.
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Dann bildet diese Linearkombination den Vektor 0, die Spaltenvektoren sind

also linear abhangig. Widerspruch zu Basislosung!
Tafel &.

Also miissen die Kanten der Basisvariablen einen kreisfreien Untergraphen
bilden.

Da der bipartite Graph aber

e m + n Knoten und

e cine Basislosung n + m — 1 Variablen (also Kanten)

hat, miissen die Variablen der Kanten einen Baum bilden (vgl. Graphen-
theorie, Satz 1.8 (5)).
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Transport-Solver analog zu Simplex

Fragestellungen/Aufgaben:

e Bewertung der Nicht-Basisvariablen (NBV) x;; mit Schattenpreisen B;;
e Auswahl einer Nicht-Basisvariablen

e Auswahl einer Basisvariablen (BV), die zur Nicht-Basisvariablen wird

e Anpassung des Tableaus

Satz 1.3 bildet die Basis, um diese Fragestellungen zu losen.
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Schattenpreise im Transportproblem

Es sei x;; eine NBV.

e Schattenpreis: Wie wiirden sich die Kosten andern, wenn wir 1 ME von
A; nach B; schicken wiirden?

e In der Basislosung gibt es gemaB Satz 1.3 genau einen Weg W von A;
nach B;.

e Nehmen wir die Kante fiir z;; hinzu, entsteht genau ein Kreis.
e Transportieren wir 1 ME von A; nach B; iiber die Kante von x;;, miissen

wir auf dem Weg W von A; nach B, die Transportmengen wie folgt
anpassen:
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— von A, zu B;: 1 ME weniger
— von Bj; zu Ar: 1 ME mehr

e Damit konnen wir die Schattenpreise bestimmen:

Bij = cij + Z Cki — Z Ckl

(B, Ap)eW (Ap,B))ew

e Fiir B;; < 0 lohnt es sich, die Variable z;; in die Basis aufzunehmen.

e Analog zum Simplexalgorithmus konnen wir die NBV mit kleinstem B;;
als neue BV wahlen.

o Gilt B;; > 0 fiir alle NBV, dann ist die Losung optimal.
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Beispiel 1.4.

Optimierungsalgorithmus fiir Transportprobleme

Mengenanderung fiir x9; in Ba-
sislosung von Beispiel 1.2:

Schattenpreis By; fiir Variable xo;:

Bglz4+1—9—5:—9
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e Auswahl von x97 als neue BV

e entspricht Pivotspalte in prima-
lem Simplex

e bleibt:

— Pivotzeile?
— Anpassung?

Schattenpreis By3 fiir Variable xq3:

Bis=3+5—-1—-8=-1
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Anpassung der Basislosung

e Auf einer Kante von Aj; nach B; konnen wir die Transportmenge um
nicht mehr als xx; reduzieren.

e Damit fehlt in Warenhaus B; eine Kapazitat von xy;, die nun von Fabrik
k' iiber die Kante von z/; geliefert werden muss. usw.

e Fur die ausgewahlte NBV z;; setzen wir:

ri; = A = min{zy|(Ax, B;) € W}

e Eine BV x;/;, fir die das Minimum angenommen wird, wird zur NBV.
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e Fiir alle Kanten (Ag, B;) € W:

T = Tr — A

e Fiir alle Kanten (Bj, Ax) € W:

T = T + A

e Zielfunktionswert:
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Beispiel 1.5. Fiir die Basislosung von Beispiel 1.2 und die neue BV x9;
ergibt sich:

Die neue Basislosung:

ro1 = A =min{xo, r11}
= min{40, 30} = 30
Tog = 30—30=0
r12 = 104 30 =40
r11 = 40—-30=10
z = 840—-30-9 =570

Too Wird also NBV.

Operations Research || — Hochschule Bonn-Rhein-Sieg, WS 2013/14 46



1. Transport- und Zuordnungsprobleme Optimierungsalgorithmus fiir Transportprobleme

Stepping-Stone-Methode

Algorithmus 1.3.

1. Bestimme mit einem Er&ffnungsverfahren (z.B. der Nordwesteckenregel)
eine zulassige Basislosung x und den zugehorigen Zielfunktionswert z.

2. Suche fiir alle NBV z;; im zugeordneten bipartiten Graphen den Weg
W,;; von A; nach B; und bestimme damit die Schattenpreise

Bz’j = Cij + E Ckl — E Ckl-

(B, Ag)EW;; (Ag,B)eW;;

3. Gilt B;; > 0 fir alle NBV z;;, dann ist die aktuelle Basislésung optimal.
STOP!
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Ansonsten bestimme ¢, j so, dass B;; = min{ By;|xy; ist NBV}.

4. W := Weg von A; nach B, in aktueller Basislésung

Tij 1= A = min{xkl\(Ak,Bl) c W}

x; i ist eine BV, fiir die das Minimum A angenommen wird.
5. for all (A, B;) € W do xy; := xx; — A end

for all (B, Ax) € W do zy; := xx; + A end

Z =2 —|— A . Bz'j

x; i wird NBV.

Gehe zu Schritt 2.
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Beispiel

Bemerkungen:

e Nach dem Eroffnungsverfahren setzen wir im Tableau wieder die Origi-
nalwerte fiir a; und b; ein.

e Dies dient nur der besseren Ubersicht, denn die Werte werden im weiteren
Verlauf nicht mehr benétigt.

Beispiel 1.6. Gegeben seien Kosten, Angebot und Nachfrage wie in Bei-
spiel 1.1.

Die Nordwesteckenregel und Beispiel 1.4 liefern:
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Optimierungsalgorithmus fiir Transportprobleme

B B B
9 1 1
A 40 10 o0
1 95
A 70
2 30 40
40 10 40 340

Also i = 2,7 =1 mit By; = —9.

W ist (AQ,BQ,Al,Bl).
ro1 = A = min{waey, x11} = 30
i =2, =2

Lo9 — 0
11 = 10
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Optimierungsalgorithmus fiir Transportprobleme

£812:4O
z=840—-30-9 =570

NBV sind jetzt: {x13, z22}

Weg von Al nach Bgi (Al,Bl,AQ,BQ)
Bis=3+4—-9—-8=—10

Weg von As nach Bsy: (As, By, A1, Bo)
Boo=54+9—-4—-1=9
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Optimierungsalgorithmus fiir Transportprobleme

B1 BQ B3
9 —10
A
! 10 40 o0
1 9
A 70
2 30 40
10 40 10 570

Also 1 =1,7 =3 mit B3 = —10.

W ist (Al, Bl, AQ, Bg)

13 — A = min{azll, £623} = 10

i'=1,j'=1
11 — 0
Xro3 — 30
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Optimierungsalgorithmus fiir Transportprobleme

£821:4O
z2=9570—-10-10 =470

NBV sind jetzt: {x11, z22}

Weg von Al nach Bli (Al,Bg,AQ,Bl)
B1=9+8-3-4=10

Weg von A5 nach Bsy: (As, B3, A1, Bo)
Bypy=5+3-8-1=-1
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Optimierungsalgorithmus fiir Transportprobleme

Bl B2 BS
9 91 3
4 40 10 o0
A 5 —1 (8
A
2 40 30 70
40 40 40 | 470

Also i1 = 2,7 =2 mit Byy = —1.

W ist (AQ,Bg,Al,BQ).
Lo29 = A = min{ilfgg, 3312} = 30
i’ =25 =3

X3 — 0
r12 = 10
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Optimierungsalgorithmus fiir Transportprobleme

£813:4O
z =470 —-30-1=440

NBV sind jetzt: {x11, 23}

Weg von Al nach Bli (Al,BQ,AQ,Bl)
Bii=9+5-1-4=9

Weg von A, nach Bs: (As, Bo, A1, B3)
Boy=8+1-5-3=1
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Optimierungsalgorithmus fiir Transportprobleme

Bl BQ B3
A1 10 40 o0
A
2 40 30 70
40 40 40 440

Dies ist die optimale Losung!
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Vergleich zum Simplexalgorithmus

Beispiel 1.7. Wir stellen fiir die Basislosung von Beispiel 1.2 das Simplex-
tableau auf.

Hierzu driicken wir die BVs L1112, 22,23 durch die NBVs X113, L9271 aUS.

11 —+ ro1 — 40
= T11 = 40 — 91

211 + 12 + 213 = 50
r12 = 90 — x11 — 713
L1929 — 50 — (40 — 3321) — T13
212 = 10 + 221 — 13

4l

x13 + T3 = 40
= I93 =40 — x13
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To1 + Tao + T23 = 70
= Too = 70 — ro3 — T21
= T99 = 70 — (40 — 3313) — I91
= T99 =30+ 213 — X971
Wir setzen die Gleichungen in die Zielfunktion ein:

9211 + 12 + 3213 + 4221 + OT22 + 823
9(40 — 3321) + (10 + Xo1 — £813) + 3113 + 4291
—|—5(30 + 13 — 51321) + 8(40 — 3313)
= 360 — 9291 + 10 4+ 291 — 13 + 3213 + 4797
+150 + dx13 — 5291 + 320 — 8x13

= 840 — 13 — 93321

Also lautet die Zielfunktion z
bzw. —2z

min 840 — 13 — 9291
max —&40 + T13 + 93321
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Damit kdnnen wir das Startableau aufstellen:

11 L12 L13 T21 L22 L23
12 0 1 1 —1 0 0 10
L929 0 0 —1 1 1 0 30
T93 0 0 1 0 0 1 40
—Z 0 0O -1 -9 0 0| —840

Man beachte: Die Schattenpreise in der Zielfunktionszeile sind identisch mit
den Schattenpreisen aus den Beispielen 1.4 und 1.6.

Im weiteren Verlauf: Basislosungen, Zielfunktionswerte und Schattenpreise
ebenfalls identisch zu Beispiel 1.6.

Ubungsaufgabe &
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