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Lösungen zu Aufgabenblatt 2

— Mathematische Grundlagen der Linearen Programmierung —

Aufgabe 1 (Lineare Unabhängigkeit)

(a) Zeigen Sie, dass die Vektoren

v1 =

 −1
2
3

 , v2 =

 3
−4

1

 , v3 =

 2
4
−1


linear unabhängig sind.

Lösung: Wir betrachten das LGS

λ1v1 + λ2v2 + λ3v3 = 0,

also  −1 3 2 0
2 −4 4 0
3 1 −1 0

 .

Umformung ergibt
=⇒

(2) + 2(1)
(3) + 3(1)

 −1 3 2 0
0 2 8 0
0 10 5 0


=⇒

(3)− 5(2)

 −1 3 2 0
0 2 8 0
0 0 −35 0

 .

⇒ λ3 = 0⇒ λ2 = 0⇒ λ1 = 0

(b) Zeigen Sie, dass die Vektoren

v1 =

 −2
1
1

 , v2 =

 1
−2

1

 , v3 =

 1
1
−2


linear abhängig sind.

Lösung: Es gilt
v1 + v2 + v3 = 0,

also lässt sich 0 auf nicht-triviale Weise darstellen. Damit sind die Vektoren v1,v2,v3 linear
abhängig.



Aufgabe 2 (Lösbarkeit von linearen Gleichungssystemen)

Bestimmen Sie, ob die folgenden linearen Gleichungssysteme keine, genau eine oder unendlich
viele Lösungen besitzen.

(a)

2x1 − 3x2 = 11
5x1 − x2 = 8
x1 − 5x2 = 16

Lösung:

r(A) = r

 2 −3
5 −1
1 −5

 = 2

weil die beiden Spaltenvektoren linear unabhängog sind und r(A) ≤ 2 gelten muss. Wei-
terhin gilt

det(A|b) = det

 2 −3 11
5 −1 8
1 −5 16


= 2 · (−1) · 16 + 11 · 5 · (−5) + 1 · (−3) · 8− 11 · (−1) · 1− 8 · (−5) · 2− 16 · (−3) · 5
= −32− 275− 24 + 11 + 80 + 240

= 0.

Also sind die Spaltenvektoren von A|b linear abhängig. Daraus folgt r(A|b) = r(A) = 2,
also eindeutig lösbar.

(b)

x1 + x2 − x3 = 2
−2x1 x3 = −2

5x1 − x2 + 2x3 = 4
2x1 + 6x2 − 3x3 = 5

Lösung: Es gilt det(A|b) = −24 6= 0. Daraus folgt r(A|b) = 4. Wegen r(A) ≤ 3 ist damit
das Gleichungssystem nicht lösbar.

(c)

x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 1
−2x1 − 4x2 − 6x3 − 8x4 = −2

3x1 + 6x2 + 9x3 + 12x4 = 2

Lösung: r(A) = 1, denn die Spaltenvektoren von A sind alle ein Vielfaches von a1.
Dagegen ist b kein Vielfaches von a1, somit gilt r(A|b) = 2. Also nicht lösbar.



Aufgabe 3 (Berechnung der Determinante)

(a) Berechnen Sie für die Matrix

A =


1 −1 −1 1
1 −2 −3 1
−2 6 9 0

4 −3 −2 5


die Determinante det(A) mit Hilfe der Leibniz-Formel.

Lösung:

Nr. Permutation Vorzeichen Produkt Ergebnis
1 (1234) + 1 · (−2) · 9 · 5 −90
2 (1243) − 1 · (−2) · 0 · (−2) 0
3 (1324) − 1 · (−3) · 6 · 5 90
4 (1342) + 1 · (−3) · 0 · (−3) 0
5 (1423) + 1 · 1 · 6 · (−2) −12
6 (1432) − 1 · 1 · 9 · (−3) 27
7 (2134) − (−1) · 1 · 9 · 5 45
8 (2143) + (−1) · 1 · 0 · (−2) 0
9 (2314) + (−1) · (−3) · (−2) · 5 −30
10 (2341) − (−1) · (−3) · 0 · 4 0
11 (2413) − (−1) · 1 · (−2) · (−2) 4
12 (2431) + (−1) · 1 · 9 · 4 −36
13 (3124) + (−1) · 1 · 6 · 5 −30
14 (3142) − (−1) · 1 · 0 · (−3) 0
15 (3214) − (−1) · (−2) · (−2) · 5 20
16 (3241) + (−1) · (−2) · 0 · 4 0
17 (3412) + (−1) · 1 · (−2) · (−3) −6
18 (3421) − (−1) · 1 · 6 · 4 24
19 (4123) − 1 · 1 · 6 · (−2) 12
20 (4132) + 1 · 1 · 9 · (−3) −27
21 (4213) + 1 · (−2) · (−2) · (−2) −8
22 (4231) − 1 · (−2) · 9 · 4 72
23 (4312) − 1 · (−3) · (−2) · (−3) 18
24 (4321) + 1 · (−3) · 6 · 4 −72∑

1

(b) Für z ∈ R seien

A =

 1 1 −3
0 −1 −1
−1 −1 z

 , b =

 z − 5
−1

2


Für welche Werte von z hat das lineare Gleichungssystem Ax = b genau eine bzw. keine
oder unendlich viele Lösungen?

Hinweis: Nutzen Sie die Sätze 2.25 und 2.11.

Lösung: Gilt det(A) 6= 0, dann ist das LGS Ax = b eindeutig lösbar. Wir bestimmen
daher die Nullstelle von det(A).

det(A) = −z + 1 + 0 + 3− 1− 0 = −z + 3



Damit ist für z 6= 3 das LGS eindeutig lösbar.

Für z = 3 gilt

b =

 −2
−1

2

 = a1 + a3.

Also ist b linear abhängig von den Spaltenvektoren von A, somit gilt r(A) = r(A|b) und
das LGS hat damit unendlich viele Lösungen.

Aufgabe 4 (Java-Methode zur Berechnung der Determinante)

Implementieren Sie eine Java-Methode, die für eine Matrix A ∈ Rn×n die Determinante det(A)
nach der Leibniz-Formel berechnet.

Hinweise:

• Überlegen Sie sich zunächst, wie Sie eine Permutation σ ∈ Sn repräsentieren. Für die
einfache Behandlung in Java bietet es sich an, die Permutationen nicht auf der Menge
{1, . . . , n} sondern auf der Menge {0, . . . , n− 1} operieren zu lassen.

• Als nächstes sollten Sie sich ein Verfahren überlegen, mit dem Sie alle Permutationen
σ ∈ Sn erzeugen können. Im Idealfall berechnen Sie dabei auch jeweils das Signum der
erzeugten Permutation.

Aus softwaretechnischer Sicht bietet es sich an, die Erzeugung der Permutationen mit Hilfe
des Entwurfsmusters Iterator zu kapseln.

• Wenn Sie die beiden ersten Punkte erfüllt haben, brauchen Sie nur noch eine Schleife für die
Iteration über die Permutationen σ ∈ Sn, wobei Sie im Innern der Schleife den Ausdruck

sign(σ)
n∏
i=1

aiσ(i)

berechnen.

Hinweise zur Erzeugung aller Permutationen σ ∈ Sn:

• Erzeugen Sie die Permutationen in aufsteigender lexikographischer Ordnung, also von(
0 1 2 · · · n− 1

)
bis zu

(
n− 1 n− 2 · · · 1 0

)
.

• Zu einer Permutation
σ =

(
σ(0) σ(1) · · · σ(n− 1)

)
berechnen Sie die lexikographisch folgende Permutation µ wie folgt:

1. Ermitteln Sie den größten Index j mit σ(j) < σ(j + 1).

2. Für i = 1, . . . , j − 1 ergibt sich µ(i) = σ(i).

3. Es sei σ(k) das kleinste Element aus σ(j + 1), . . . , σ(n − 1), das größer als σ(j) ist.
Setze µ(j) = σ(k).

4. Weise die Werte σ(j), . . . , σ(k − 1), σ(k + 1), . . . , σ(n − 1) in aufsteigend sortierter
Reihenfolge µ(j + 1) bis µ(n− 1) zu.



• Beispiel: Wir wollen den lexikographischen Nachfolger zu σ =
(

2 3 1 0
)

ermitteln.

1. j = 0

2. Wegen j = 0 leere Schleife.

3. k = 1 und σ(k) = σ(1) = 3. Also µ(0) = σ(1) = 3.

4. µ(1) = 0, µ(2) = 1, µ(2) = 2, also

µ =
(

3 0 1 2
)
.

Besprechung der Übungsaufgaben am 9. April 2014 in der Veranstaltung.


