1. Erfassung und Verarbeitung von Sensordaten Auswertung von Sensordaten

Schitzen und Regression

e Die zeitliche Abhangigkeit der Sensordaten spielt nun keine Rolle mehr.

e Nach Aufzeichnung der Sensordaten sind wir z.B. daran interessiert,
funktionale Zusammenhange zwischen physikalischen GroBen zu erkennen
und zu formulieren.

e Hierzu dient z.B. die Ausgleichungsrechnung (Regression).
e Unbekannte Parameter eines Modells sollen geschatzt werden.

e Hierzu werden iiblicherweise Optimierungsmethoden eingesetzt.
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1. Erfassung und Verarbeitung von Sensordaten

Auswertung von Sensordaten

Beispiel: Optimale Schatzung fiir Punktdaten (1)

e Zur ldentifikation eines unbekannten Punktes p = (x,y) € IR? wurden

n-Messungen vorgenommen.
e Die Messpunkte seien p; = (xi, Yi).

e Was ist eine sinnvolle Schatzung fiir p?

e intuitiv der Schwerpunkt: (T]—1 2?21 Xiwll ?:1 Yi

e Wie kann man dies mathematisch begriinden?

)
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1. Erfassung und Verarbeitung von Sensordaten Auswertung von Sensordaten

Beispiel: Optimale Schatzung fiir Punktdaten (2)

e Fehlerfunktion:

n

err(p) = err(x,y) = Z(x —x)* + (y —yi)?

i=1

e Minimiere err(x,y)
e Herleitung [

e Methode der kleinsten Quadrate
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1. Erfassung und Verarbeitung von Sensordaten Auswertung von Sensordaten

Lineare Regression

e Wir vermuten zwischen den GroBen x und y einen linearen Zusammen-
hang der Form

y=m-x+D>
e Wir haben Messwerte (xi,y;) firi=1,...,n vorliegen.

e Wie sollen wir m und b wahlen, so dass die entstehende Funktion
moglichst gut zu den Messwerten passt?

e Fehlerfunktion:

n

err(m,b) = Z((m xi +b) —uyi)?

i=1
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1. Erfassung und Verarbeitung von Sensordaten

Auswertung von Sensordaten

e Herleitung [

e Ergebnisse:

n ZT; X{Yi —

ZTL:1 Xi - Z?:] Yi

ny xi— (ZHX)Z

Z {L:] XiYi — Nxy

Zi:] Xiz —n(x)?
S —%) (i — 1)
Zf (X —%)?

1 n n
b = E ;yi—m;xi

= Yy—m-X
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1. Erfassung und Verarbeitung von Sensordaten Auswertung von Sensordaten

Methode der kleinsten Quadrate

e Die durchgefiihrten Optimierungen waren Beispiele fiir die Methode der
kleinsten Quadrate.

e Prinzipiell anwendbar auf beliebige funktionale Modelle

Yy =fx5A1. . A

e Minimiere N

Z(f(xi; Ay An) = Ui)?

i=1

fir die A;.
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1. Erfassung und Verarbeitung von Sensordaten Auswertung von Sensordaten

e Durch die Gradientenbildung und die notwendige Bedingung
V=0

fiir ein lokales Minimum ensteht ein lineares Gleichungssystem mit n
Gleichungen und den Variablen Ay, ... A,.
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1. Erfassung und Verarbeitung von Sensordaten Auswertung von Sensordaten

Parameterschatzer

e Statt von einer Fehlerfunktion kdnnen wir bei verrauschten Daten auch
von einem statistischen Modell ausgehen, das Parameter enthalt.

e Als Datenquelle haben wir Daten von Messungen, also Realisationen des
statistischen Modells, Auspragungen von Zufallsvariablen.

e Das Experiment haben wir mehrmals unter gleichen Bedingungen und
unabhangig voneinander durchgefiihrt. Die Messergebnisse sind also Rea-
lisationen von unabhangigen und identisch verteilten Zufallsvariablen.

e Wir wollen einen Parameter p (oder auch mehrere Parameter) des
statistischen Modells schatzen.
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1. Erfassung und Verarbeitung von Sensordaten Auswertung von Sensordaten

e Beispiel: Wir gehen im Modell davon aus, dass die zu messende GroBe
exponentialverteilt ist, mit Dichte:

f(x) =A e X I[O)Oo}(x)

e Wie sollen wir A wahlen, so dass unsere Auswahl moglichst gut zu unseren
Messergebnissen passt?

e mogliche Ansatze: Momentenmethode, Maximum Likelihood Schatzer
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1. Erfassung und Verarbeitung von Sensordaten Auswertung von Sensordaten

Momente einer Verteilung

e Erwartungswert und Varianz sind Spezialisierungen allgemeiner GroBen
einer Verteilung, den Momenten.

e Die GroBe E(X*) heiBt k-tes Moment der Zufallsvariablen X.

e Fiir diskrete Verteilungen X mit Wahrscheinlichkeitsfunktion f:

E(X9 =) x*f(x)
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1. Erfassung und Verarbeitung von Sensordaten

Auswertung von Sensordaten

e Fiir stetige Verteilungen X mit Dichtefuktion f:

E(X¥) = JOO X f(x)dx

—00

e Der Erwartungswert u entspricht dem 1. Moment.

e Die GroBe E((X — 1)*) heiBt k-tes zentrales Moment.

e Die Varianz o2 entspricht dem 2. zentralen Moment.
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1. Erfassung und Verarbeitung von Sensordaten Auswertung von Sensordaten

Momentenmethode

e Man driickt den zu schatzenden Parameter als Funktion der Momente
einer Verteilung aus.

e Beispiel: Bei der Exponentialverteilung gilt E(X) = % also
]
AN=—
E(X)

e In der Funktion driicken wir nun die Momente durch die Stichprobenmo-
mente aus.
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1. Erfassung und Verarbeitung von Sensordaten

Auswertung von Sensordaten

e Das k-te Stichprobenmoment my zur Stichprobe x;,

n
] § k
Mk = — X’i
n
i=1

e ooy X ISt

e Fiir die Exponentialverteilung ergibt sich die Schatzung

B 1

]
)\::—] n
X o)X
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1. Erfassung und Verarbeitung von Sensordaten Auswertung von Sensordaten

Maximum Likelihood Schatzer

e Unsere Messergebnisse sind Realisationen von unabhangigen und iden-
tisch verteilten Zufallsvariablen.

e Wir bilden die gemeinsame Dichte/Wahrscheinlichkeitsfunktion dieser
Zufallsvariablen und wahlen dann den (oder die) Parameter so, dass wir
die groBtmogliche Wahrscheinlichkeit fiir unsere Messungen erhalten.

e Nach Einsetzen der Messwerte in die gemeinsame Dich-
te/Wahrscheinlichkeitsfunktion hangt die Funktion nur noch von den

zu schatzenden Parameter ab.

e Diese so entstandene Funktion nennen wir Likelihood-Funktion.
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1. Erfassung und Verarbeitung von Sensordaten Auswertung von Sensordaten

Beispiel (1): Maximum Likelihood Schatzer

e Fiir eine Miinze wollen wir die Wahrscheinlichkeit schatzen, dass wir bei
einem Miunzwurf Zahl erhalten. Wir vermuten, dass die Miinze nicht
iIdeal ist.

e Wir fiihren ein Experiment durch und erhalten bei 20 Wiirfen sechsmal
Zahl.

e Die Wahrscheinlichkeit hierfiir ist
P(X=6) =p°(1—p)" = f(p),

f(p) ist die Likelihood-Funktion.
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1. Erfassung und Verarbeitung von Sensordaten Auswertung von Sensordaten

e Wir wahlen p so, dass f(p) moglichst groB wird. Also

f'(p) = (6p°(1 —p)"* — 14p°(1 —p) ")
Aus f'(p) = 0 folgt

(6p°(1—p)"* —14p°(1 —p)) =0

und daraus
6(1—p)—T14p =0
also p = %.

o p = % ist der Maximum Likelihood-Schatzer fiir die Schatzung von p

bei den vorliegenden Messwerten.
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1. Erfassung und Verarbeitung von Sensordaten Auswertung von Sensordaten

Bemerkungen

e Es ist nicht notwendig, die originare Likelihood-Funktion zu maximieren.

e Es sei f(p) die Likelihood-Funktion. Wenn g(p) eine streng monoton
steigende Funktion ist, dann nimmt g(f(p)) an der gleichen Stelle ein
Maximum an wie f(p).

e So kann man z.B. auch log f(p) maximieren.
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1. Erfassung und Verarbeitung von Sensordaten Auswertung von Sensordaten

Beispiel (2): Maximum Likelihood Schatzer

e Eine Poisson-verteilte Zufallsvariable (mit unbekanntem Paramter p) hat
die Wahrscheinlichkeitsfunktion

f(x) = E e
x!

e Fiir eine Stichprobe x1,...,x, ergibt sich damit die Likelihood-Funktion

n X

W

flu) = l_Ix.veLL
i=1 "V

— 1 . },LXH_W—Hn Lo T
X1l xq!
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1. Erfassung und Verarbeitung von Sensordaten

Auswertung von Sensordaten

Der natiirliche Logarithmus dieser Funktion ist

log f(u) = —log(xq! - xn!) + nXlogu — npu

Daraus ergibt sich ; B
— log f(u) Lo
op i

Damit lautet der Maximum-Likelihood-Schatzer

] _
~(x1+ -+ xn) =X
n
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1. Erfassung und Verarbeitung von Sensordaten Auswertung von Sensordaten

Beispiel (3): Maximum Likelihood Schitzer

Eine normalverteilte Zufallsvariable hat die Dichte

] (x—)?

e 202
V270

Also lautet die Likelihood-Fuktion fiir die Normalverteilung

f(x) =

LS (xi—w)?

f(”’g):H\/ﬁ

i=1

0)

Durch Zusammenfassen ergibt sich

AR RN A R et
“”"”‘(m) (o) ‘
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1. Erfassung und Verarbeitung von Sensordaten Auswertung von Sensordaten

mit
1 ¢ )
h = 202 ;(Xi —
Nehmen wir den Logarithmus, so folgt

log f(n,0) = —mnlogv2m—nlogo—h

Hier sollen zwei Parameter geschatzt werden. Deshalb miissen wir fiir beide
Parameter die partiellen Ableitungen bilden. Wir erhalten

) ) l
—logf(p,0) =——h=—3 (xi—p) =0

o o O'Zi:1
und
0 n 0 n 1 ¢ )
$10gf(u>0)——g—% __E+§;(Xi_u) =0
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1. Erfassung und Verarbeitung von Sensordaten Auswertung von Sensordaten

Aus der ersten Gleichung folgt

1 n
u:E;xi:Y
1=

Eingesetzt in die zweite und aufgelost ergibt sich

Damit sind X und %Zl; (x; — X)? die Maximum Likelihood Schitzer fiir n
und o bei der Normalverteilung.
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1. Erfassung und Verarbeitung von Sensordaten Auswertung von Sensordaten

Zusammenfassung

e Empfang von Sensordaten via SensorManager und SensorEventListener
e Eventuell Integration oder Ableitung der Sensordaten notwendig
e Daten glatten mit Filtern, auf effziente Berechnung achten

e Daten auswerten mit Methode der kleinsten Quadrate oder Parame-
terschatzungen

e Methode zur Konstruktion von Parameterschatzern: Maximum Likelihood
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