Kapitel 6

Transport- und Zuordnungsprobleme
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Transport- und Zuordnungsprobleme Transportproblem

Transportproblem
Definition 6.1

m n
Das Optimierungsproblem min Z Z CH
i=1 j=1
unter den Nebenbedingungen

n
EXU = aj fijrizl,...,m
J=1

m
ZXU = bj fﬂrjz 1,...,n
i=1
und den Vorzeichenbedingungen
xj>0fliri=1,....mundj=1,...,n

heiBt Transportproblem.

v
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Transport- und Zuordnungsprobleme Transportproblem

Supplying capacities

SOURCES

Demands

Peter Becker (H-BRS) Lineare Optimierung Wintersemester 2023/24

316 / 409



Transport- und Zuordnungsprobleme BRFETE seladelce] o] [i}

Bemerkungen zum Transportproblem

Wir setzen ein geschlossenes Transportproblem voraus: a; > 0,b; > 0 und > a; = > 7, bj,
also Gesamtangebot = Gesamtnachfrage.

Fiir den Fall 377, a; > 37 ; bj fiihren wir ein zusitzliches Warenhaus mit
m n H
bpy1=> 1" ai — ijl b; und ¢j 11 =0 ein.

Fiir den Fall 377 a; < 37, bj fiihren wir eine zusitzliche Produktionsstatte mit
am+1 =1 b — >, a ein.

Die cm+1,j modellieren dann die Kosten pro ME fiir das mangelnde Angebot in Warenhaus j.

Anzahl Variablen: m-n
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Beispielproblem

Beispiel 6.2

Wir gehen von folgenden Kosten, Angebot und Nachfrage aus:

B B, Bs
A1 | 9 1 3 |50
A | 4 5 8|70

40 40 40
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Transport- und Zuordnungsprobleme Transportproblem

Fortsetzung Beispiel.
Damit lautet das zugehorige Transportproblem

min 9x11 + x12 + 3x13 + 4x21 + 5x00 + 8x23
unter den Nebenbedingungen

X1 + X2 + X3
X1 + X2 +  Xxo3
X11 + X1
X12 +  Xx22
X13 + X3

und Vorzeichenbedingungen
X11, X12, X13, X21, X22, X23 = 0.

70

40
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L osbarkeit des Transportproblems
Satz 6.3

Zu jedem Transportproblem existiert eine optimale Lésung.

Beweis.
Es sei . )
G=) ai=) b

i=1 j=1
und

. dibi

v 6
Dann gilt:

aib; aiy iy b
Z :Z W _B2ab L i1
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Fortsetzung Beweis.

und

furj=1,...,n.

> %= aGJ = ch';zla = by
i=1

i=1

Damit existiert eine zuldssige Losung.

Wegen 0 < x;; < min{aj, b;} ist der Zulassigkeitsbereich X" dariiberhinaus beschrankt.

Also existiert nach Satz 3.18 eine optimale Losung.
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Transportproblem in Matrixdarstellung

c = (ain,c2,...,CnC1,---Cny--, Cmly -+ Cmn) € R™"
X = (X117X127--‘7X1n7X217'--7X2n7~~-aXmly---,an)ERm-n
11 ... 1 0 0 0 0
00 0 | 0 0
00 0 0 0 1 1
_ m-+n)Xm-n
A=|To 0[1 0 0 0 T
01 0 1 0 1 0
00 1 0 1 0 1
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Transport- und Zuordnungsprobleme BRFETE seladelce] o] [i}

genauer
1 falls1<i<mA(i—1)-n<j<i-n
aj=4q 1 falsm<i<m+nAj=k-n+(i—m)
0 sonst
Begrenzungsvektor:

b=(a1,...,am,b1,...,b,,)ER'”’L"

Damit hat das Transportproblem in Normalform die Darstellung

minc’x

unter den Nebenbedingungen
Ax=b, x>0.
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LI
Rang der Koeffizientenmatrix
Satz 6.4

Die Matrix A des Transportproblems hat den Rang r(A) = m+n— 1.

Beweis.

Die Summe der Zeilen 1 bis m ist gleich der Summe der Zeilen m + 1 bis m + n. Also sind die
m + n Zeilenvektoren linear abhéngig und es folgt r(A) < m+n— 1.

Andererseits sind die m + n — 1 Spaltenvektoren mit den Indizes
1,2,...,n,n+12n+1,....(m—1)n+1

linear unabhangig, also r(A) > m+n— 1.

Insgesamt folgt r(A) = m+n— 1. O

v
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Eroffnungsverfahren

@ Nach Satz 6.4 besteht eine Basislésung eines Transportproblems aus m+n—1
Basisvariablen.
@ Zur Konstruktion einer ersten Ecke bendtigen wir daher eine zuldssige Losung mit

» n+ m— 1 Variablen x; > 0 und
» restlichen Variablen x;; = 0 (falls keine Entartung vorliegt).

@ Wir stellen nun zwei Verfahren zur Konstruktion einer ersten zuldssigen Basislosung bzw.
Ecke vor:

» Nordwesteckenregel
» Minimale-Kosten-Regel
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Transport- und Zuordnungsprobleme

Transporttableau

I B | By |- | By |
A, | Bi1 | ci2 B> Cin Bin
1 ai
X11 X12 Xin
A, | e By | 2 B> C2n Bop
2 as
X21 X22 Xon
A Cm1 Bmi | cm2 Bm2 Cmn Bmn
m am
Xm1 Xm2 Xmn
by b . b, z
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Nordwesteckenregel

Idee:

@ Man transportiere liber die Verbindung ganz links oben im Tableau so viel wie méglich.

@ Wird dadurch das Lager erschopft, streiche man die erste Zeile des Tableaus, ansonsten
die erste Spalte, und beginne wieder mit dem ersten Schritt.
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Transport- und Zuordnungsprobleme Transportproblem

Algorithmus zur Nordwesteckenregel
Algorithmus 6.5
xj=0firi=1,....,m j=1,...,n
z:=0
i=1;:=1
while i < m and j < n do
xjj := min{aj, b}
Z = Z + CjjXjj
aj = aj — Xjj
b_,' = bj — X,'j
if 3; = 0 then
I=i+1
else
ji=j+1
end
end

v
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Transport- und Zuordnungsprobleme Transportproblem

Diskussion Nordwesteckenregel

@ Die tatsdchlichen Kosten werden zur Auswahl der Basisvariablen nicht beriicksichtigt,
daher i.d.R. keine gute zuldssige Losung.

@ Entartung, wenn in einer Iteration sowohl a; als auch b; gleich 0 werden.
In der nachsten Iteration wird dann x;1 1 ; Basisvariable mit x;y1; = 0.

@ In jeder Iteration wird genau eine Zeile oder Spalte “gestrichen”, in letzter lteration ist
aber nur genau eine Spalte und genau eine Zeile iibrig.

@ Daher insgesamt m + n — 1 Iterationen mit der Auswahl von m + n — 1 Basisvariablen.

e Die Bj; betrachten wir erst spater!
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Beispiel zur Nordwesteckenregel
Beispiel 6.6

Wir gehen von Kosten, Angebot und Nachfrage gemaB Beispiel 6.2 aus.
Starttableau:

| B | B | B |
Ay 9 B |1l Bix | 3 B3 50
40 40 40 0

1. Iteration: x3;7 = 40,a; = 10, b1 = 0,z = 360
2. lteration: xy» = 10,a; = 0, b, = 30,z = 370
3. Iteration: xpp = 30,a = 40, b, = 0,z = 520
4. Iteration: xp3 = 40,a, =0, b3 =0,z = 840

v
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Fortsetzung Beispiel.

Tableau nach Nordwesteckenregel:

| B B, B3
9 B3
A1 40 10 0
4 B>
A
2 30 40 0
0 0 0 840
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Minimale-Kosten-Regel

Statt die erste Moglichkeit links oben im Transporttableau wahlt man unter den
moglichen Variablen x;; diejenige mit minimalen Kosten cj;.

Ansonsten verlduft der Algorithmus analog zur Nordwesteckenregel.

I.d.R. erhalten wir eine bessere zuldssige Basis als bei der Nordwesteckenregel, dies ist
aber nicht garantiert.

Typischer Greedy-Algorithmus: Treffe die lokal beste Entscheidung!
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Algorithmus zur Minimale-Kosten-Regel
Algorithmus 6.7

xj=0firi=1,....,m j=1,...,n
I:={1,...,m};J:={1,...,n};z:=0
while / # () and J # () do
wahle i und j so, dass c;j = min{ci|/ € I,k € J}
xjj := min{aj, b}
Z = Z + CjjXjj
aj 1= aj — Xjj
b_,' = bj—X,'j
if 3; = 0 then
I:=1\{i}
else
J = J\{j}
end
end

4
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Transport- und Zuordnungsprobleme Transportproblem

Beispiel zur Minimale-Kosten-Regel
Beispiel 6.8

1. lteration:

i=1j=2x2=40,a1 =10,b, =0,/ = {1,2},J = {1,3},z = 40

2. lteration:
i=1,j=3,x13=10,a1 =0,b3 =30,/ ={2},J={1,3},z=70
3. lteration:
i=2,j=1x1 =40,a=30,b; =0,/ ={2},J ={3},z=230
4. lteration:
i=2,j=3,x3=230,a0=0,b3=30,/=0,J =0,z=470 )
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Fortsetzung Beispiel.

Tableau nach Minimale-Kosten-Regel:

I B | B | B |
9 By | 1 3
Ar 40 10 0
4 5 By | 8
0
Az 40 30
0 0 0 470
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Zugeordneter bipartiter Graph

Fiir ein Transportproblem sei A= {A;,..., A} die Menge der Fabriken und
B ={B,...,B,} sei die Menge der Warenhauser.

Wir ordnen nun einem Transportproblem einen bipartiten Graph G = (V, E) zu mit:

e V=A+Bund
o E={{v,w}lve A we B}

Damit kénnen wir auch jeder Variablen x;; die Kante {A;, Bj} € E zuordnen.
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Transport- und Zuordnungsprobleme Netzerk-Simplexalgorithmus

Struktur zulassiger Basislosungen
Basislosung von Beispiel 6.6: Basislosung von Beispiel 6.8:
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Transport- und Zuordnungsprobleme Netzerk-Simplexalgorithmus
Satz 6.9

Gegeben sei eine zuldssige Basislosung fiir ein Transportproblem.

Dann bilden die Kanten der Basisvariablen im zugeordneten bipartiten Graphen einen Baum.

v

Beweis.

Angenommen, eine Teilmenge der Basisvariablen bildet im zugeordneten bipartiten Graphen
einen Kreis der Lange 2k. O.B.d.A. sei dies der Kreis (A1, B1, Az, By, As, ..., Ak, Bk, A1) mit
den Basisvariablen X114, X214, X022, X324« « .y Xkks X1k-

Wir bilden nun eine Linearkombination der Spaltenvektoren dieser Basisvariablen von der
Matrix A wie folgt:

o Fiir eine Kante (A;, B;) erhilt der Spaltenvektor al’"/) den Koeffizienten 1,

o fiir eine Kante (B;, A;4+1) und die Kante (B, A;) erhalt der Spaltenvektor ali+1/) bzw.
a(lk) den Koeffizienten —1.
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Fortsetzung Beweis.
Dann bildet diese Linearkombination den Vektor 0, die Spaltenvektoren sind also linear
abhangig. Widerspruch zu Basislosung!
Also miissen die Kanten der Basisvariablen einen kreisfreien Untergraphen bilden.
Da der bipartite Graph aber
e m + n Knoten und
@ eine Basislosung n + m — 1 Variablen (also Kanten)
hat, missen die Variablen der Kanten einen Baum bilden (vgl. Graphentheorie, Satz 1.42 (5))

v

Peter Becker (H-BRS) Lineare Optimierung Wintersemester 2023/24 339 /409



Transport- und Zuordnungsprobleme Netzerk-Simplexalgorithmus

Netzwerk-Simplexalgorithmus

Fragestellungen/Aufgaben:

@ Bewertung der Nicht-Basisvariablen (NBV) xj; mit Schattenpreisen Bj;
@ Auswahl einer Nicht-Basisvariablen
o Auswahl einer Basisvariablen (BV), die zur Nicht-Basisvariablen wird

@ Anpassung des Tableaus

Satz 6.9 bildet die Basis, um diese Fragestellungen zu l6sen.
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Bestimmung der Schattenpreise

Es sei x;; eine NBV.

@ Schattenpreis: Wie wiirden sich die Kosten dndern, wenn wir 1 ME von A; nach B;
schicken wiirden?

@ In der Basislosung gibt es gemaB Satz 6.9 genau einen Weg W von A; nach B;.
@ Nehmen wir die Kante fiir x;; hinzu, entsteht genau ein Kreis.

@ Transportieren wir 1 ME von A; nach B; iiber die Kante von x;;, miissen wir auf dem Weg
W von A; nach B; die Transportmengen wie folgt anpassen:
» von Ay zu B;: 1 ME weniger
» von B; zu Ax: 1 ME mehr

Peter Becker (H-BRS) Lineare Optimierung Wintersemester 2023/24 341 /409



Transport- und Zuordnungsprobleme Netzerk-Simplexalgorithmus

@ Damit kdnnen wir die Schattenpreise bestimmen:

Bjj = cjj + Z Ckl — Z Ckl
(B/7Ak)€W (AkaI)GW

@ Fiir Bjj < 0 lohnt es sich, die Variable x;; in die Basis aufzunehmen.

@ Analog zum Simplexalgorithmus kénnen wir die NBV mit kleinstem Bj; als neue BV
wiahlen.
e Gilt B > 0 fiir alle NBV, dann ist die Lésung optimal.
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Beispiel zur Berechnung der Schattenpreise
Beispiel 6.10

Mengenanderung fiir xo1 in Basislésung von Schattenpreis Bo; fiir Variable x»1:
Beispiel 6.6:

Boy=4+1-9-5=-9

v
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Fortsetzung Beispiel.
Schattenpreis By3 fiir Variable xi3:

@ Auswahl von x»71 als neue BV

@ entspricht Pivotspalte in primalem Simplex
@ bleibt:

Pivotzeile?
Anpassung?

Biz=3+5-1-8=—1
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Anpassung der Basislosung

@ Eine BV xj/s, fiir die das Minimum angenommen wird, wird zur NBV.

Auf einer Kante von Ay nach B; kénnen wir die Transportmenge um nicht mehr als xy

reduzieren.

Damit fehlt in Warenhaus B, eine Kapazitit von xy;, die nun von Fabrik k’ iiber die Kante

von x;; geliefert werden muss. usw.
Fiir die ausgewahlte NBV Xx;; setzen wir:

XU = A= min{Xk/|(Ak, B/) € W}

o Fiir alle Kanten (Ax, B/) € W:

Xk = Xk — A
Fiir alle Kanten (B, Ax) € W:
Xkl = Xk + A

Zielfunktionswert:
z=z+A-Bj
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Beispiel 6.11

Die neue Basislosung:
Fiir die Basislosung von Beispiel 6.6 und die neue
BV x,; ergibt sich:

x21 = A =min{x0,x11}
= min{40,30} = 30
xp» = 30—-30=0
10+ 30 =40
X11 40 -30=10
z = 840—-30-9=570

X12

Xxoo wird also NBV.
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Stepping-Stone-Methode

Algorithmus 6.12
@ Bestimme mit einem Eréffnungsverfahren (z.B. der Nordwesteckenregel) eine zul3ssige

Basislosung x und den zugehdrigen Zielfunktionswert z.

@ Suche fiir alle NBV Xx;; im zugeordneten bipartiten Graphen den Weg W; von A; nach B;
und bestimme damit die Schattenpreise

B,'j =cjj + Z Cxl — Z Ckl-

(B1,A)EW; (Ax,B)eW;

@ Gilt Bjj > 0 fiir alle NBV xj;, dann ist die aktuelle Basislésung optimal. STOP!
Ansonsten bestimme i, j so, dass Bjj = min{By|xy ist NBV}.
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Fortsetzung Algorithmus.

W := Weg von A; nach B; in aktueller Basislosung

Xjj ‘= A= min{xk/|(Ak, B/) S W}

xjr jo ist eine BV, fiir die das Minimum A angenommen wird.
for all (Ak7 B/) € W do xx := x,g — A end

for all (B/,Ak) € W do xx := xiy + A end

z:=z+A- B

xjj wird BV.

Xir jt wird NBV.

Gehe zu Schritt 2.
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Beispiel zur Stepping-Stone-Methode

@ Nach dem Eréffnungsverfahren setzen wir im Tableau wieder die Originalwerte fiir a; und

b; ein.

@ Dies dient nur der besseren Ubersicht, denn die Werte werden im weiteren Verlauf nicht

mehr bendtigt.
Beispiel 6.13

Gegeben seien Kosten, Angebot und Nachfrage wie in Beispiel 6.2.
Die Nordwesteckenregel und Beispiel 6.10 liefern:

| 8 | 8 2
9 1 1
A1 40 10 50
4 95
A
2 30 40 70
40 40 40 840

Also i =2,j =1 mit By; = —9.

V.
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Fortsetzung Beispiel.
W ist (Az, By, Ay, Bl).
X21 = A= min{ng,xll} =30

=2 =2

X2p = 0,X11 = 10,X12 = 40 “ By B | Bs |

7 =840 —30-9 = 570 Al o Y e 3 ~101 5
NBV sind jetzt: {x13,x22} ME 5 9 8 70
Weg von A; nach Bs: (Ay, By, Az, Bo) 30 40
Bl3=3+4—9—8=—10 40 40 40 570

Weg von A nach By: (Ag, Bi, A1, By)
By, =5+9-4-1=9
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Fortsetzung Beispiel.

Also i =1, = 3 mit Bz = —10.
W ist (Al, Bi, Az, 33).
X13 = A= min{xll,x23} =10

i=1j=1 | & | & | B
X11 = 0, X23 = 30,X21 =40 A1 9 9|1 3 50
z =570 —10-10 = 470 . —
NBV sind jetzt: {x11, 22} Az 40 30 70
Weg von A; nach By: (A1, Bz, Az, By) 20 20 20 470

Bii1=9+8-3—-4=10
Weg von Ay nach By: (Ag, Bs, A1, Bo)
822:5+3—8—1:—1
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Fortsetzung Beispiel.

Also i =2, j =2 mit By = —1.
W ist (A, Bs, A1, Ba).

X2p = A= min{x23,X12} =30

i'=2j =3 |l B | B | B |

X23 = 0,X12 = 10,X13 = 40, zZ = Aq 9 9|1 3 50
470 — 30 - 1 = 440 . = 10 - 40 .
NBV sind jetzt: {x11, %23} Az 40 30 70
Weg von A; nach Bi: (A1, Bz, Az, Br) 20 20 20 440

Bi1=9+5-1-4=9

Weg von A nach Bs: (Ag, B2, A1, B3)
By3=8+1-5-3=1

Dies ist die optimale Losung!
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Vergleich zum Simplexalgorithmus
Beispiel 6.14

Wir stellen fiir die Basislosung von Beispiel 6.6 das Simplextableau auf.
Hierzu driicken wir die BVs x11, x12, X202, Xo3 durch die NBVs xi3, x»1 aus.

x11 + xo1 = 40
= x31 = 40 — x01

x11 + x12 + x13 = 50
x12 =50 — x11 — x13
X12 = 50 — (40 — X21) — X13
x12 = 10 + X1 — x13

LUl

x13 + xo3 = 40
= xp3 =40 — x13
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Fortsetzung Beispiel.

x21 + Xx22 + X23 = 70
= x20 = 70— x03 — X1
= x9 =70— (40 — X13) — X1
= xp0 = 30 + x13 — x01

Wir setzen die Gleichungen in die Zielfunktion ein:

9x11 + x12 + 3x13 + 4x21 + 5x22 + 823
= 9(40 — xo1) + (10 + xo1 — x13) + 3x13 + 4x21
+5(30 + x13 — x21) + 8(40 — x13)
= 360 — 9x1 + 10 + x01 — x33 + 3x13 + 4x01
+150 + 5x13 — bxp1 + 320 — 8xy3
= 840 — X13 — 9X21

v

Also lautet die Zielfunktion z = min 840 — x13 — 9xp1
bzw. —z = max —840 + x13 + 9xo1
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Fortsetzung Beispiel.
Damit konnen wir das Starttableau aufstellen:

X11 X12 X13 X21 X322 X23
X11 1 0 0 1 0 0] 40
X12 0 1 1 -1 0 0 10
x| 0 0 -1 1 1 0] 30
X23 0 0 1 0 0 1 40
-z 0 0 -1 -9 0 0|-840

Man beachte: Die Schattenpreise in der Zielfunktionszeile sind identisch mit den

Schattenpreisen aus den Beispielen 6.10 und 6.13.

Im weiteren Verlauf: Basislosungen, Zielfunktionswerte und Schattenpreise ebenfalls identisch

zu Beispiel 6.13.
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Duales Problem

Lemma 6.15

Das zum Transportproblem duale Problem lautet:

m n
max E aju; + E bjv;
i=1 j=1

unter den Nebenbedingungen

ui+vi<cj, i=1,....mundj=1,...,n
und
up,vieRfiri=1,...,m und j=1,...,n
v
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Transport- und Zuordnungsprobleme Netzerk-Simplexalgorithmus

Anwendung der Dualitatssatze

Es sei F(x) die Zielfunktion des primalen und D(u,v) des dualen Transportproblems.
@ Sind x € R™" und u € R™,v € R” optimal, dann gilt
F(x) = D(u,v)

siehe Satz 5.23

@ x = (xjj) sowie u = (u;) und v = (v;) sind genau dann optimal, wenn gilt
xj > 0= ui+ v =¢j

siehe Satz 5.24
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Transport- und Zuordnungsprobleme Netzerk-Simplexalgorithmus

Effizienterer Solver durch Ausnutzung der Dualitat

Gegeben sei eine zuldssige Basislosung x:
o Finde Belegung der Variablen u; und v;, so dass gilt:
xjj ist BV = u; +v; = ¢j

o Wenn auBerdem u; + v; < ¢j; fiir alle NBV gilt, dann ist die Basislosung optimal.
@ Ansonsten wahle NBV x;; mit dem kleinsten (negativen) Wert fiir

Bij=cj—uj—v;
und tausche sie gegen eine BV aus.

Diese Gleichung folgt aus Satz 5.25.
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Transport- und Zuordnungsprobleme Netzerk-Simplexalgorithmus

Wie werden die u; und v; bestimmt?
@ Ausgehend von einer Basislosung x stellt man das LGS

ui + vj = ¢ fiir alle 7, j mit x;; ist BV

auf.

@ Anzahl der Variablen: n4+ m
Anzahl der Gleichungen: n4+ m —1

@ Setze eine Variable auf 0, z.B. u; = 0.
Lose die restlichen Gleichungen sukzessive.

@ Die Basislosung bildet einen Baum. Das LGS kann also entlang der Kanten des Baumes
gelost werden.
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Transport- und Zuordnungsprobleme Netzerk-Simplexalgorithmus
Beispiel 6.16

Wir bestimmen u; und v; fiir die Basis von Beispiel 6.6. Das LGS lautet:

u+vi =
uy + v
up + v
Uy +vz =

Il
® U1~ ©

Wir setzen u; = 0. Damit folgt:
V1:9,V2:1,UQ:4,V3:4

und wir erhalten:

Dies sind genau die Schattenpreise aus den Beispielen 6.10, 6.13 und 6.14.
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Netzerk-Simplexalgorithmus
Die u-v-Methode

Algorithmus 6.17

© Bestimme mit einem Eréffnungsverfahren (z.B. der Nordwesteckenregel) eine zul3ssige
Basislosung x und den zugehorigen Zielfunktionswert z.

@ Setze u; = 0 und I6se damit das LGS
ui + v; = ¢j fiir alle i, j mit x;; ist BV

© Berechne fiir alle NBV xj;: Bjj := ¢jj — uj — v;
Q Gilt Bjj > 0 fiir alle NBV xj;, dann ist die aktuelle Basislésung optimal. STOP!
Ansonsten bestimme 7, so, dass Bj; = min{By|x ist NBV}.
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Transport- und Zuordnungsprobleme Netzerk-Simplexalgorithmus

Fortsetzung Algorithmus.

W := Weg von A; nach B; in aktueller Basislosung

Xjj ‘= A= min{xk/|(Ak, B/) S W}

xjr jo ist die BV, fiir die das Minimum A angenommen wird.
for all (Ak7 B/) € W do xx := x,g — A end

for all (B/,Ak) € W do xx := xiy + A end

z:=z+A- B

xjj wird BV.

Xir jt wird NBV.

Gehe zu Schritt 2.
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Transport- und Zuordnungsprobleme Netzerk-Simplexalgorithmus

Beispiel fiir die u-v-Methode
Beispiel 6.18

Wir setzen einfach Beispiel 6.16 fort.

i=2j=1

W = (Az, BQ,Al, Bl),le = A = min{XQQ,X]_]_} = 30
X2 = 0,X11 = 10,X12 = 40,2 =840 —-30-9 =570
BVs: X11, X12, X21, X23

LGS:
mu+vy = 9
mn+w =1
u+vi = 4
u+vy = 8
Losung: u1 =0,vi =9, o =1,up = —5,v3 =13

Schattenpreise:
Bi3=3-0-13=-10
By=5—-(-5)—-1=9
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Transport- und Zuordnungsprobleme Netzerk-Simplexalgorithmus

Fortsetzung Beispiel.
i=1,j=3

W = (A1, B1, Az, B3)

X13 = A= min{xll,xz3} =10
X11 = 0, X23 — 30,X21 =40
z=570—-10-10 =470

BVs: x12, x13, X21, X23

v

LGS:
uu+w =1
u+vy = 3
u+vi = 4
up +v3 8
Losung: uy =0,vo =1, v3 =3, up =5,v; = —1
Schattenpreise:
Bii=9-0—(-1)=10
By, =5-5—-1=-1
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Fortsetzung Beispiel.

i=2,j=2

W = (AZa B37A17 82)

X220 = A= min{x23,x12} =30

X23 = 0,X12 = 10,X13 = 40,2 =470—-30-1=440

BVs: x12, x13, X21, X22

LGS:
u+v =
u+vz =
u +vy =
u+ v =

cl B~ W

Losung: u1 =0, vo =1, v3 =3, 10 =4,v; =0
Schattenpreise:

Bi1=9-0-0=9

By3=8—-4-3=1

Damit ist die aktuelle Basislosung optimal!

4
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Transport- und Zuordnungsprobleme  BWATeIE [T F-7s17e]ol [ST]

Zuordnungsproblem
Definition 6.19

n n
Das Optimierungsproblem min Z Z cjixjj unter den Nebenbedingungen
i=1 j=1

n
E xj = 1 firi=1,...,n
Jj=1

n
Zx,-j = 1 firj=1,...,n
i=1

und den Vorzeichenbedingungen
xj €{0,1} firi=1,...,nund j=1,...,n

heiBt Zuordnungsproblem.
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Transport- und Zuordnungsprobleme  BWATeIE [T F-7s17e]ol [ST]

Bemerkungen:

@ Man beachte: Keine Stetigkeit fiir die Entscheidungsvariablen x;;

@ Ein Optimierungsproblem, bei dem die Entscheidungsvariablen nur die Werte 0 oder 1

annehmen diirfen, heiBt kombinatorisches Optimierungsproblem.

[
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Peter Becker (H-BRS) Lineare Optimierung Wintersemester 2023/24

367 / 409



Transport- und Zuordnungsprobleme  BWATeIE [T F-7s17e]ol [ST]

Zuordnungsproblem als Transportproblem

Das Zuordnungsproblem kann als Spezialfall des Transportproblems betrachtet und z. B.
mit der Stepping-Stone-Methode optimal gel6st werden.

Setze hierzu im Transportproblem m = n, sowie ay = a» = ---=a, =1 und
by = bp = --- = b, = 1. Damit sind die Nebenbedingungen des Zuordnungsproblems
modelliert.

Die Zielfunktion ist dann fiir beide Probleme identisch.

Wegen x;; < max{aj, b;} folgt aus dem Begrenzungsvektor x; < 1. Damit ist 0 < x;; < 1
keine zusatzliche Einschrankung gegeniiber dem Transportproblem.

Wir werden im Folgenden zeigen: Falls a; und b; ganzzahlig sind, liefert der
Simplexalgorithmus fiir das Transportproblem nur ganzzahlige Lésungen.

Damit gilt fiir eine so ermittelte optimale Lésung stets x;; € {0,1}, sie ist also zulassig fiir
das Zuordnungsproblem.

GroBe einer zuldssigen Basislosung: 2n — 1
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A
Ecken des Zuordnungsproblems

Definition 6.20

Ein Zuordnungsproblem mit den Vorzeichenbedingungen
0<x;<1firi,j=1,...,n

statt x;; € {0,1} heiBt relaxiertes Zuordnungproblem.

Beispiel 6.21

Wir betrachten ein relaxiertes Zuordnungproblem mit Kostenmatrix

00 1
C=()=[0 0 1
110
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Fortsetzung Beispiel.

Dann sind

x = (X11,X12, X13, X21, X22, X23, X31, X32, X33)
(1,0,0,0,1,0,0,0,1)
y = (0,1,0,1,0,0,0,0, 1) und

11 11
(§7§a0a§7§7070707 1)

optimale Lésungen.
Wegen

Z:§X+§

ist aber z keine Ecke und wiirde damit vom Simplexalgorithmus niemals als optimale Lésung
ermittelt.
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Transport- und Zuordnungsprobleme Zuordnungsproblem

Ganzzahligkeit der Ecken beim Zuordnungsproblem
Satz 6.22 J

Fiir jedes relaxierte Zuordnungsproblem sind alle Ecken ganzzahlig.

Fiir ein relaxiertes Zuordnungsproblem der GroBe n x n gilt also

x ist Ecke = x € {0,1}"*"

Beweis.

Induktion iiber n.

n=1: xy;1 = 1 ist die einzige zuldssige und damit optimale Losung.

n—1 — n: Es sei x Ecke eines relaxierten n x n-Zuordnungsproblems.

Fall 1: Es existieren 1 < /,j < n mit x; = 1.

Dann streiche aus dem Zuordnungsproblem Zeile i und Spalte j und aus x alle entsprechenden
Komponenten. Der Restvektor von x muss dann eine Ecke des (n — 1) x (n — 1) Zuordnungsproblems
sein, das nach I.V. nur ganzzahlige Ecken hat.

4
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Fortsetzung Beweis.
Fall 2: Es existiert kein /,j mit x;; = 1.

Damit folgt 0 < x;; < 1 fiir alle /, /.
Wegen ZJ'-'ZI xjj = 1 fiir alle / folgt: Fiir jedes i gibt es mindestens zwei Variablen x;; > 0.
Damit existieren mindestens 2n Variablen x;; > 0.

Widerspruch, denn eine Ecke x und damit eine zuldssige Basislosung hat nur 2n — 1 BVs.

Folgerung 6.23

Wir kénnen Zuordnungsprobleme mit dem Simplexalgorithmus optimal I6sen.
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Konsequenz

Wir kdnnen Zuordnungsprobleme 16sen, indem wir

@ zum relaxierten Problem iibergehen und

@ das relaxierte Problem mit dem Simplexalgorithmus 16sen.
In der Vorlesung “Kombinatorische Optimierung” untersuchen wir,

o fiir welche weiteren kombinatorischen Probleme solch ein Vorgehen moglich ist, bzw.

@ welche Bedingungen hinreichend fiir ganzzahlige Ecken sind.
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RICHE g ST AT T SIS Sl Zusammenfassung

Zusammenfassung

Transportproblem und Zuordnungsproblem I6sen: Stepping-Stone-Methode
Effizienterer Algorithmus unter Ausnutzung der Dualitdt: u-v-Methode
Diese kombinatorischen Methoden sind analog zum Simplexalgorithmus.
Startecke: Nordwesteckenregel oder Minimale-Kosten-Regel

ganzzahlige Ecken beim Zuordnungsproblem
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