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Norm
Definition 3.1
Eine Abbildung || - || : R” — R mit den Eigenschaften:

Q fiir alle x € R” gilt:
x| =0 x =0,

Q fiir alle @ € R gilt:

llax][ = fedlIx]l;

© fiir alle x,y € R” gilt:
[+ Il < [Ix]| + llyll,

heiBt Norm fiir den Vektorraum R".
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Diskussion Norm

@ Eine Norm gibt jedem Vektor eines Vektorraums eine eindeutige Lange.
o Wegen
0 =0]] = [Ix + (=x)I| < [Ix[| + [Ix]| = 2]
folgt, dass diese Lange stets nichtnegativ ist.
o Fiir Vektorraume wie den R" gibt es i. A. mehr als eine Norm.

@ Welche Norm in der Praxis verwendet wird, hangt von den Anforderungen an den Begriff
der Lange ab.
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Bekannte Normen fiir den R”

@ Euklidische Norm:

@ Summennorm:
Ixll = Ixi]

@ Maximumsnorm:
n
[%[loo := max i

1
n P
Ixl[p == (Z |x,-|”>
i=1

Peter Becker (H-BRS) Lineare Optimierung

@ P-Norm:



Theorie der Linearen Programmierung

Veranschaulichung der Normen
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Normaquivalenz

Definition 3.2

Zwei in einem Vektorraum V definierte Normen || - ||1 und || - [|2 heiBen &quivalent, wenn es
zwei Zahlen a, A > 0 gibt, mit

allx[[1 < [Ix]l2 < Allx[1
fir alle x € V.

Beispiel 3.3
Wir zeigen, dass die Normen || - |[2 und || - ||c im R" dquivalent sind.

Einerseits gilt:

2
2 2
1B = bl -+ e? < - (e el ) = e
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Beispiel 3.4
woraus folgt:

Andererseits gilt:

(3|

Xll2 < [x[|oo-

1
Jn

=  max |x]
1<i<n

2
= (max |x,-|)
1<i<n
= [ max |x]|?
1<i<n

< Vbl a2

= [Ixl2-

v
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Fiir den R" sind alle Normen dquivalent.

Fakt 3.5 J

Bemerkung: Dies liegt daran, dass der R” ein endlich-dimensionaler Vektorraum ist.

Fazit:

o Fiir den R" ist es i. d. R. unerheblich, welche Norm wir genau betrachten.

@ Wir schreiben daher in den meisten Fillen einfach || - ||, geben also keine spezifische Norm
an.
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e-Umgebung

Definition 3.6
Fiir x € R" und € > 0 heiBt die Menge
Ue(x) :=={y e R"[[lx —y|| < ¢}

e-Umgebung von x.

Bemerkungen:

@ Welche Norm || || genau verwendet wird, spielt hier keine Rolle.

@ U.(x) bildet anschaulich eine n-dimensionale (offene) Kugel mit Radius € um x.
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Offene und abgeschlossene Mengen

Definition 3.7
Eine Menge M C R” heiBt offen gdw. gilt:

Vx € M3e>0: Uf(x) C M.
Eine Menge M C R" heiBt abgeschlossen, wenn das Komplement
M =R"\ M

von M offen ist.
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Anschauliche Interpretation einer offenen Menge

Um jedes Element x € M einer offenen Menge M kann man immer eine (eventuell sehr kleine)
n-dimensionale Kugel Uc(x) legen, die vollstandig in M liegt.

o,
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Beispiel 3.8

Die Menge M := {x € R3|x; + 2xo — 3x3 < 5} ist offen.
Begriindung: Mit a” = (1,2, —3) ist M darstellbar als

M= {xcR3a"x < 5}.
Wiabhle fiir ein beliebiges x € M

[all

Zu zeigen: y € U.(x) = a'y < 5.
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Fortsetzung Beispiel.
Sei 'y € Ue(x). Dann gilt

aly = a’(x+(y—x))
a'x+al(y—x)

< a'x+|fal [ly - x|

< a'x+|ale
a'x+(5—-a’x)
5.

Damit ist die Menge M€ = {x € R3|xy + 2x — 3x3 > 5} abgeschlossen.
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Bemerkungen

o Offen ist nicht das Gegenteil von abgeschlossen. Es gibt Mengen, die weder offen noch
abgeschlossen sind.
Beispiel: {x € R|0 < x < 1}

@ () ist sowohl offen als auch abgeschlossen.

o R" ist sowohl offen als auch abgeschlossen.
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Schnitt von abgeschlossenen Mengen

Lemma 3.9

Der Schnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist wieder abgeschlossen.

Beweis.
Tafel &.

Bemerkungen:

@ Lemma 3.9 gilt auch fiir abzahlbar unendlich viele abgeschlossene Mengen.

@ Gilt eine analoge Aussage auch fiir offene Mengen?
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Lemma 3.10
Jede Nebenbedingung und jede Voorzeichenbedingung eines linearen Programms definiert eine
abgeschlossene Menge.

Beweis.
o Fiir >-Nebenbedingungen analog zu Beispiel 3.8 mit

M= {x e R"|a] x < b;}.

@ Fiir <-Nebenbedingungen analog mit > statt <.
o Fiir =-Bedingungen: Darstellbar als Schnitt von <- und >-Bedingungen und damit wieder
abgeschlossen (sieche Lemma 3.9).

o Fiir Vorzeichenbeschrankung der Variablen x;:

M= {x e R”\eiTx < 0}.

DJ
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Konsequenzen fiir die Menge der zulassigen Losungen

Folgerung 3.11

Fiir jedes lineare Programm LP ist die Menge X, p der zuldssigen Lésungen abgeschlossen.

Beweis.
o Jede Vorzeichenbedingung x; > 0 definiert eine abgeschlossene Menge.

@ Jede Nebenbedingung, sowohl in <-, =- oder >-Form, definiert eine abgeschlossene
Menge.

@ X p ist somit der Schnitt von endlich vielen abgeschlossenen Mengen.
@ Mit Lemma 3.9 folgt die Aussage.
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Inneres, Rand und AuBeres einer Menge

Definition 3.12
Es sei M C R"” eine Menge.
@ x € M heiBt innerer Punkt von M gdw. ein € > 0 existiert mit U.(x) C M.
@ M° bezeichnet die Menge der inneren Punkte von M (das Innere von M).
o x ist ein duBerer Punkt, gdw. x innerer Punkt von M€ ist. Die Menge der duBeren Punkte
von M ist das AuBere von M.
@ x heiBt Randpunkt von M gdw. fiir alle € > 0 gilt: U.(x) enthélt

einy mity ¢ M und
einzmitze M.
OM bezeichnet die Menge der Randpunkte und heiBt Rand von M.

@ M := MU OM bildet den Abschluss von M. |
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Fiir jede Menge M kann der R" disjunkt zerlegt werden in

@ das Innere,
o das AuBere und
@ den Rand von M.

Aeussere
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Lemma 3.13
o Eine Menge M C R" ist genau dann offen, wenn M = M° gilt.
o Eine Menge M C R" ist genau dann abgeschlossen, wenn M = M gilt.
o (MC)° = (R"\ M)° = R"\ M = (W)
o MC =R\ M =R"\ M° = (M°)€
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Lemma 3.14
Es sei ¢ # 0 der Zielfunktionsvektor eines linearen Programms LP. Dann gilt

XipNXip=10

d. h., optimale Lésungen kénnen nicht im Inneren von X;p auftreten.

Folgerung 3.15

X[p COX.p
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Beweis.
O. B. d. A. sei LP ein Maximumproblem.

Es sei x € Xp, d. h. es existiert ein € > 0 mit U (x) C X p.
Wihle o := ﬁ > 0. Damit gilt y := x + ac € Uc(x) und damit y € X p.

Es ergibt sich

c'y=c’ (x+ac)=c'x+ac’c=c"x+alc|3

Wegen al|c||3 > 0 folgt
c’y>c'x

Damit kann x keine optimale Lésung sein.
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lsgees
Beschrankte und kompakte Mengen

Definition 3.16

Es sei M C R" eine Menge.
@ M heiBt beschrankt, wenn ein 5 € R existiert mit ||x|| < 3 fiir alle x € M.
@ M heiBt kompakt, wenn M abgeschlossen und beschrankt ist.

Beispiel 3.17

Der offene Einheitskreis M = {x € R"|x? + - -- + x> < 1} ist beschrinkt, denn es gilt ||x||> < 1
fiir alle x € M. Da M offen ist, handelt es sich aber nicht um eine kompakte Menge.

Der abgeschlossene Einheitskreis M ist dagegen kompakt.

Bemerkung: Wenn der zuldssige Bereich & p eines linearen Programms LP beschrankt ist,
dann ist er auch kompakt.
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Existenz von Extremwerten

Satz 3.18 (WeierstraB)

Es sei M C R" eine Menge und es sei f : M — R eine stetige Funktion.

o Ist M kompakt, dann ist die Funktion f auf M beschrinkt und es existieren Minimum und
Maximum fiir f.

@ Ist M abgeschlossen und f auf M nach unten beschrankt, dann existiert das Minimum fiir
f.

@ Ist M abgeschlossen und f auf M nach oben beschrinkt, dann existiert das Maximum fiir
f.

v
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Beispiel 3.19

Es sei M = [~1,5] C R und f(x) = x> — 3x — 4. Das Minimum liegt bei 3, das Maximum bei
5.
Fiir das offene Intervall M = (—1,5) existiert fiir f dagegen nur das Minimum.

Es sei M = (2,7) C R und f(x) = 2x — 3. Dann existieren weder Minimum noch Maximum.
Fiir M = (—o0, 5] existiert das Maximum, aber kein Minumum.
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Konsequenz fiir lineare Programme

Folgerung 3.20

(i) Ist X p nichtleer und beschrinkt, dann existiert eine optimale Lésung.

(ii) Ist X1 p nichtleer und die Zielfunktion auf auf X p nach oben beschrankt, dann existiert
fiir Maximierungsprobleme eine optimale Lésung.

(iii) Ist XL p nichtleer und die Zielfunktion auf auf X p nach unten beschrinkt, dann existiert
fiir Minimierungsprobleme eine optimale Losung.

o fiir (i) vgl. Folie 26, Félle (a) und (b)
e fiir (ii) vgl. Folie 26, Fille (c) und (d)

Peter Becker (H-BRS) Lineare Optimierung Wintersemester 2023/24 115 /409



Theorie der Linearen Programmierung

Konvexitat

Definition 3.21

Eine Menge M C R" heiBt konvex gdw. fiir je zwei Punkte Punkte x € M und y € M und alle
AERMit0 <AL gilt:

Ax+ (1= Ny € M.

Peter Becker (H-BRS) Lineare Optimierung



Theorie der Linearen Programmierung Konvexitat

Konvexe Menge

@ W

konvexe Menge nicht konvexe Menge

Peter Becker (H-BRS) Lineare Optimierung Wintersemester 2023/24 117 / 409



Theorie der Linearen Programmierung

Konvexe Menge

nonconvex convex
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Schnitt konvexer Mengen

Lemma 3.22

Der Schnitt konvexer Mengen ist wieder konvex.

Beweis.

Es seien My, ..., M, konvexe Mengen und es gelte x,y € ()i_; M;. Dann gilt fiir ein beliebiges
A €[0,1]:

e x,y € M;firi=1,...,n, wegen x,y € (7_; M;.

@ Daraus folgt Ax + (1 — \)y € M; fir i =1,...,n, weil alle M; konvex.

o Daraus folgt Ax + (1 — A)y € ()7 M.

o Also ist die Menge (_; M; konvex.
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Konvexkombination

Definition 3.23

Es seien x(I), ..., x(") Punkte des R" und Ay, ..., A, seien nichtnegative reelle Zahlen mit
YA =1

e Dann heiBt x = Y7, Aix() Konvexkombination von x(1), ... x(").

o Gilt sogar A; > 0 fiir i =1,...,r, so heiBt x echte Konvexkombination von x(1), ... x(").

o

Peter Becker (H-BRS) Lineare Optimierung

Wintersemester 2023/24 120/ 409



Theorie der Linearen Programmierung Konvexitat

Konvexe Hiille

Definition 3.24

Die konvexe Hiille conv(M) einer Menge M C R” ist die kleinste konvexe Menge, die M
enthdlt, d.h.

conv(M) = ﬂ K

MCK
K konvex

the convex hull of X
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Konvexe Hiille = Menge aller Konvexkombinationen
Lemma 3.25

Die Menge aller Konvexkombinationen der Punkte x(V), ... x(") jst gleich der konvexen Hiille
dieser Punkte, d. h.

conv({xM, ... x(N}) = {Z Aix()
i=1

A; > 0 und zr:)\,-zl}.

i=1

Beweis.
“D": Induktion uber r.
r = 1: offensichtlich.
r = 2: Folgt direkt aus der Konvexitat der konvexen Hiille.
r—1—r:Seir>3und
x = Ax® o\ x()

eine Konvexkombination.

o
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Fortsetzung Beweis.

Gilt A, =1, dann folgt Ay =--- = A,_1 =0, damit x = x(") und somit
x € conv({xM), ... x(N}).
Gilt A, < 1, dann definieren wir

/I i
)\’_1—)\,

furi=1,...,r—1.
Damit ist
x/ = ix(l) + 500 _'_ A:{_lx(r_l)

eine Konvexkombination. Mit der Induktionsvoraussetzung folgt x’ € conv({x(}), ... x(N}).
Wegen x = (1 — X\, )X + A x(") folgt wiederum x € conv({x(}), ... x(N}).

“C": Es genligt zu zeigen, dass die Menge der Konvexkombinationen selbst konvex ist. Tafel
N,
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Ecke

Definition 3.26
Es M C R” eine konvexe Menge.

Ein Punkt z € M heiBt Ecke (oder auch Extremalpunkt) von M, wenn sich z nicht als echte
Konvexkombination zweier verschiedener Punkte x € M und y € M darstellen lasst.

N

/ ke

Frage: Wie viele Ecken hat ein abgeschlossener/offener Kreis?

Peter Becker (H-BRS)
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Aquivalente Eckencharakterisierung

Lemma 3.27
Es sei M C R" eine konvexe Menge und x € M.

Dann gilt:
x ist Ecke von M < M\ {x} ist konvex.

Interpretation: Die Ecken von M sind genau die Punkte von M, die man herausnehmen kann,
ohne die Konvexitat zu verlieren.

Beweis.
Ubungsaufgabe. J
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e
Hyperebene und Halbraum

Definition 3.28
Es sei a € R” und ¢ € R. Dann heiBt die Menge

H={xecR"|a"x=c}
Hyperebene des R". Die Mengen
HT ={xeR"|a"x> c}

bzw.

H-={xeR"|a’x< ¢}

heiBen zu H gehoriger positiver Halbraum bzw. negativer Halbraum.
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Unterraum

Fakt 3.29

Hyperebenen sind affine Unterrdume des R" mit Dimension n — 1.

Definition 3.30
Eine Teilmenge U C R" heiBt Unterraum, wenn U (mit den Verkniipfungen des R") selbst
wieder ein Vektorraum ist. )

Satz 3.31

Eine Menge U C R" ist genau dann ein Unterraum des R", wenn gilt:
Q@ U#0
@ Fiiralleu,ve Ugilt:u+v e U.
© Fiirallea e R,v e U gilt: av € U.
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Affiner Unterraum

Definition 3.32

Es sei U ein Unterraum des R" und v € R".

Dann heiBt eine Menge der Form

v+ U:={v+ujue U}

affiner Unterraum.
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Bemerkungen zu affinen Unterraumen

Ein affiner Unterraum ist ein Unterraum, der um den Vektor v verschoben ist.

Im R3 sind Geraden oder Ebenen affine Unterrdume der Dimension 1 bzw. 2.
Wenn die Geraden bzw. Ebenen durch den Ursprung gehen, sind es Unterrdume.

Die Dimension eines affinen Unterraums v + U ist die Dimension von U.

U = {0} ist ein Unterraum der Dimension 0.
Dementsprechend ist fiir jeden Vektor v € R"” die Menge {v} ein affiner Unterraum der
Dimension 0.

Gelegentlich wird auch ) als affiner Unterraum betrachtet, mit der Dimension —1.
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Konvexitat von Hyperbenen und Halbraumen
Lemma 3.33

Hyperebenen und Halbrdume sind konvexe Mengen.

Beweis.
Es seien x,y € H und X € [0, 1], jeweils beliebig. Dann folgt

a’(Mx+(1-XNy) = da'x+(1-XNa'y
= Ac+(1-X)c
= @
Daraus folgt
X+ (1-NyeH

also ist H konvex.
Analog beweist man die Konvexitit von H™ und H™.

O
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Konvexitat und LP-Losungen

Folgerung 3.34
Es gilt:

o Die Menge der hinsichtlich jeder einzelnen Nebenbedingung zuldssigen Lésungen ist
konvex.

@ Die Menge X;p der zulassigen Lésungen eines LP ist konvex.

e Die Menge X[, der optimalen Losungen eines LP ist konvex.

Beweis.
Folgt aus Lemma 3.22, Lemma 3.33 und der Linearitat der Zielfunktion. O
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e
Polytop und Polyeder

Definition 3.35

Eine Menge M C R", die sich als Schnitt endlich vieler Halbraume darstellen lasst, heift
konvexes Polyeder.

Ein beschranktes konvexes Polyeder ist ein konvexes Polytop.

Folgerung 3.36

Die Menge X, p der zuldssigen Losungen eines LP ist ein konvexes Polyeder.
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e
Dimension von Polyedern
Definition 3.37

Die Dimension eines konvexen Polyeders P C R” ist die kleinste Dimension eines affinen
Unterraums U mit P C U.

Satz 3.38

Die Dimension eines konvexen Polyeders P C R" ergibt sich durch das gréBte d, fiir das d + 1
Vektoren

existieren, so dass die Vektoren

xD _ x(©) 4@ _ (0 () _ (0)

P

linear unabhingig sind.
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Beispiele fiir Polyeder in verschiedenen Dimensionen

e Der n-dimensionale Wiirfel [—1,1]".

n=1 n=2 n=3

e Das n-dimensionale Kreuzpolytop {x € R"| [x1| + |x2| + - -+ + |xn| < 1}.

AN

n=1 n=2 n=3
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e Das n-dimensionale Simplex {x € R"|x1,...,x, > 0,> 7 ; x < 1}.
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Ecke eines Polyeders

Satz 3.39

Es sei P C R" ein konvexes Polyeder.

Ein Punkt v € P ist genau dann Ecke von P, wenn ein Vektor c € R" existiert, so dass gilt:

c’v>cTxfirallex e P\v.

Bemerkungen:

o Die Hyperebene {x € R"|c”x = cTv} tangiert P in v.

o Fiir die lineare Funktion f(x) = ¢ x ist v eine eindeutige Maximalstelle auf P.
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n-dimensionale Seiten von Polyedern

Definition 3.40

Es sei P ein konvexes Polyeder.

Eine Menge F C P heiBt k-dimensionale Seite (face) von P, wenn
@ F die Dimension k hat,

@ ein Vektor ¢ € R” und eine Zahl z € R existiert mit

c"x = z fiir alle x € F und

c'x < zfiirallexe P\ F.

Die Ebene {x € R"|c"x = z} heiBt dann Stiitzhyperbene (supporting hyperplane) von P.
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Stiitzhyperebene
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Bemerkungen zu n-dimensionalen Seiten

Seiten sind auch wieder Polyeder.
Eine Ecke ist eine Seite mit Dimension 0.

Eine Kante ist eine Seite der Dimension 1.

Eine Seite, die nicht als Teilmenge in einer anderen Seite enthalten ist, heit Facette.
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e
Kompakte konvexe Mengen haben Ecken
Satz 3.41

Es sei M C R" nichtleer, kompakt und konvex.

Dann hat M mindestens eine Ecke.

Beweis.
@ Wir betrachten die Funktion f(x) = ||x|2.
@ || ||2 ist eine stetige Funktion, M ist kompakt.

e Mit dem Satz von WeierstraB (siehe 3.18) folgt, dass das Maximum fiir || ||2 auf M
existiert. Sei x* eine Maximumsstelle.

Annahme: x* ist keine Ecke, d. h. es existieren y,z € M mit x* = %y + %z und y # x* und

z # x*.

O]

v
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Theorie der Linearen Programmierung Polyeder

Fortsetzung Beweis.

o Es folgt x* =z + 3(y — z) und damit

e = (i 2o-o7) (s o)

= 27z427(y-2)+ 3(y-2)"(y - 2)

1
21+ ;lly — 2I3 +27(y — 2)
@ Weil x* Maximumsstelle folgt auch

1
* T %

215 < x5 = x""x" = [|z[15 + Zlly = zl3 + 2" (y — 2).
Daraus folgt 0 < #|ly — z[|3 + 2" (y — z) und somit

ly — 2|3 > 42" (z—y).

v
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Theorie der Linearen Programmierung Polyeder

Fortsetzung Beweis.

o Es gilt aber auch x* =y + %(z —y) und analog zur Vorseite zeigt man damit

lz—yl3> —4y"(z—y).

@ Addition der Ungleichungen ergibt

2|lz—yl3>4z-y) (z—y) =4z -yl

@ Aus der Ungleichung folgt z =y = x*. Widerspruch!
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Theorie der Linearen Programmierung Polyeder

Ecken und optimale Losungen

Satz 3.42
Gegeben sei ein LP als Maximumproblem mit X p # (.

(i) Ist X p beschrankt, so nimmt die Zielfunktion ihr Maximum in mindestens einer Ecke von
XLP an.

(ii) Ist Xpp unbeschrankt, aber die Zielfunktion F(x) auf X p nach oben beschrinkt, so
nimmt F(x) das Maximum in mindestens einer Ecke von X p an.

(i) Ist X p unbeschridnkt und F(x) auf X p nach oben unbeschrinkt, so hat das LP keine
Losung.

vgl. Folie 26
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Theorie der Linearen Programmierung Polyeder

Beweis.
Wir beschranken uns auf den Beweis von (i).

@ GemiB Folgerung 3.20 existiert eine optimale Lésung. Sei z* der zugehdorige
Zielfunktionswert.

e X} ist als Teilmenge von X p ebenfalls beschrankt, auBerdem konvex (Folgerung 3.34)
und nichtleer.

o Wir kénnen X} darstellen als X/ = X1p N {x € R"|c"x = z*}.
Beide Mengen der rechten Seite sind abgeschlossen und somit auch X}, (Folgerung 3.11
und Lemma 3.9).

e Nach Satz 3.41 hat X, eine Ecke x*.

*

@ x* ist nun auch eine Ecke von X p. Begriindung:

Gilt x* 2y + z dann folgt y,z € X5, ansonsten ware x* nicht optimal.
In X5 folgt aus x* 2y + z aber y = z = x* (weil dort Ecke).

O

v
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Theorie der Linearen Programmierung Basislosungen

Basis

Definition 3.43
Gegeben sei ein LP in der Normalform mit m als Rang der Matrix A € R™*".

@ x € R"” mit Ax = b heiBt Basislosung gdw. n — m Komponenten x; gleich Null und die zu
den restlichen Variablen gehdrenden Spaltenvektoren a/ linear unabhingig sind.

o Eine Basislosung, die zulissig ist (x > 0), heiBt zuldssige Basislosung.

o Die m linear unabhingigen Spaltenvektoren a/ einer (zulissigen) Basisldsung heiBen
Basisvektoren, die zugehdrigen Variablen x; Basisvariablen (BV).

@ Alle iibrigen Spaltenvektoren heiBen Nichtbasisvektoren, die zugehdrigen Variablen
Nichtbasisvariablen (NBV).

@ Die Menge aller Basisvariablen x; einer Basislosung bezeichnet man als Basis.
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Theorie der Linearen Programmierung Basislosungen

Algebraische Charakterisierung von Ecken

Satz 3.44

X ist genau dann eine zulissige Basislosung eines LP, wenn x Ecke von X p ist.

Beweis.
“=": Es sei x eine zulassige Basislosung von Ax = b. Dann gibt es m linear unabhangige
Spaltenvektoren a2, ...,a'™ von A mit

xpat+---+x,am™=>b

Annahme: x ist keine Ecke von X'. Dann existieren y,z € X mity £z und ein 0 < A < 1, so
dass gilt

x=Ay+ (1—XN)z
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Theorie der Linearen Programmierung Basislosungen

Fortsetzung Beweis.
Ausy,z>0,A>0,(1—-X)>0und x; =0 fiir j & {i,...,im} folgt y;,z = O fiir
Jé¢{n,...,im}
Andererseits gilt y,z € X, also Ay = b und Az = b und damit sowohl

yia + -+ y,am =b
als auch . _

Z,'lc’:l’:L + -+ z,-ma”" =b
Es folgt _ _

(i —z3)a" + - + (Vi — 2i,)a™ =0

Da die a’ linear unabhingig sind, folgt Vi, = zj, fir k =1,...,m und damit y = z.
Widerspruch!
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Theorie der Linearen Programmierung Basislosungen

Fortsetzung Beweis.

“«<": Es sei x Ecke von X. Fiir den trivialen Fall x = 0 folgt b = 0 und wir kénnen m linear
unabhingige Spaltenvektoren von A auswahlen. x ist damit eine zuldssige Basislosung.
Es sei also x # 0 mit

k
E x,-ja'f =b
Jj=1

und x; > 0.
Annahme: Die Vektoren a2, ..., a' sind linear abhangig. Dann gabe es eine nicht triviale
Linearkombination

a4+ yak =0

Fiir hinreichend kleines € gilt dann

Xx+ey>0undx—ey >0

Peter Becker (H-BRS) Lineare Optimierung Wintersemester 2023/24 150 / 409



Theorie der Linearen Programmierung Basislosungen

Fortsetzung Beweis.
Damit sind die Vektoren x £ ey zuladssig und es folgt

x= St ey) +5(x—ey)

Dies bedeutet wiederum, dass x keine Ecke ist. Widerspruch!

Folgerung 3.45

X p hat nur endlich viele Ecken.

Peter Becker (H-BRS) Lineare Optimierung Wintersemester 2023/24 151 /409



Bz
Ecken-Algorithmus

Algorithmus 3.46

Gegeben sei ein LP in Normalform mit ¢ € R”, A € R™*" x € R” und b € R™.
Fir N := (,'7’7) seien By, By, ..., By die m-elementigen Teilmengen der Menge {1, ..., n}.

Fiir eine Menge By = {j1,...,jm} bezeiche Ag, = (al,...,a/") € R™™ die Matrix, die aus
den Spaltenvektoren j; bis j,, von A besteht.

Der Vektor xp, ist der entsprechende Variablenvektor dessen Komponenten einen Index aus By
haben.

v
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Theorie der Linearen Programmierung Basislosungen

Fortsetzung Algorithmus 3.46.
Q k=1z"=—
@ Erzeuge By, Ap, und xp,.
@ Falls r(Ag,) < m dann weiter mit 6.
Q Lose das LGS Apg xp, = b. Es sei x die Basislosung zur Lésung dieses LGS. Falls x nicht

zulassig ist, weiter mit 6.

T

@ Falls ¢"x > z*, setze z* := ¢”x und x* := x.

Q k:=k+1. Falls Kk < N gehe zu 2, sonst STOP!
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Theorie der Linearen Programmierung Basislosungen

Bemerkungen zum Ecken-Algorithmus

@ Wenn xp nichtleer und beschrankt ist, dann liefert der Ecken-Algorithmus eine Losung
x* mit Zielfunktionswert z*.

@ Die Bestimmung des Rang von Ap, in Schritt 3 und die Losung des LGS in Schritt 4 kann
mit dem GauBschen Algorithmus oder der Cramer-Regel erfolgen.

@ Der Algorithmus hat keine praktische Bedeutung und ist nur fiir kleine n und m

durchfiihrbar.
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Theorie der Linearen Programmierung Basislosungen

Beispiel zum Eckenalgorithmus

Beispiel 3.47

Wir greifen das Beispiel mit dem Eisverkdufer (Beispiel 1.2 bzw. 1.5) wieder auf.
Maximiere z = F(x) = 30x; + 25x2 unter den Nebenbedingungen

X1
11100 X0 10
52 010 x3 | = 30 X1y.-.,%5 >0
01 001 X4 9
X5

Man beachte: Die redundante Nebenbedingung x; < 6 wurde weggelassen.
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Fortsetzung Beispiel 3.47.

Man erhilt (3) = 10 verschiedene Spaltenmengen fiir die Matrix A:

1 11 X1 10
By ={1,2,3}: 5 20 x | = 30 ergibt x3 < 0
010 X3 9
1
110 X1 10 9
B, ={1,2,4}: 5 2 1 x | = 30 | Eckex=1] 0
010 Xa 9 7
0
mit F(x) = 255
10/3
110 x1 10 20/3
Bs ={1,2,5}: 520 xo | = 30 | Eckex= 0
011 X5 9 0
7/3
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Theorie der Linearen Programmierung Basislosungen

Fortsetzung Beispiel 3.47.

1 1
Bi={1,3,4}: [ 5 |,[ 0],

0 0

1 10 X1
Bs ={1,3,5}: 5 00 X3

0 01 X5

mit F(x) = 180

1 00 X1
Be={1,45}: [ 5 10| | x

0 01 X5

sind linear abhangig.

10
30 Ecke x =

© O OO

10
30 liefert x4 < 0
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Theorie der Linearen Programmierung Basislosungen

Fortsetzung Beispiel 3.47.

1 10
B; ={2,3,4} : 2 01
1 00
mit F(x) = 225
110
Bg = {2,3,5} : 2 00
1 01
1 00
By = {2,4,5} : 2 10
1 01

0
X2 10 9
x3 | =1 30 Ecke x = 1
X4 9 12
0
X0 10
x3 | = 30 liefert x3 < 0
X5 9
X2 10
xa | = 30 liefert x5 < 0
X5 9

o
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Theorie der Linearen Programmierung Basislosungen

Fortsetzung Beispiel 3.47.

0
1 00 X3 10 0
Bio ={3,4,5} : 010 |- x« |=1] 30 Ecke x = | 10
0 01 X5 9 30
9
mit F(x) =0
10/3
20/3
Fiir die Ecke 0 wird der maximale Zielfunktionswert
0
7/3
z=F(x)= 266% angenommen.
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Theorie der Linearen Programmierung Basislosungen

Entartete Ecken

Wenn m der Rang von A € R™*" ist, sind im Normalfall genau m Koordinaten einer Ecke
x € R" positiv, die iibrigen Null.

Definition 3.48

Gegeben sei ein LP in Normalform mit Matrix A € R™*" und es gelte r(A) = m.

Eine Ecke x € X p heiBt entartet (degeneriert) gdw. weniger als m Koordinaten von x positiv
sind.

Bemerkung: Bei entarteten Ecken ist das System der linear
unabhangigen Spalten von A nicht eindeutig bestimmt.
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Theorie der Linearen Programmierung Basislosungen

Beispiel zu entarteten Ecken

Beispiel 3.49

Wir untersuchen das LP vom Einsverkaufer (Beispiele 1.2, 1.16 und 3.47), diesmal inklusive
der redundanten Nebenbedingung x; < 6:

X1
111000 X0 10
a_|B5 20100 x| [ 30
100010 x4 6
010001 X5 9

X6
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Theorie der Linearen Programmierung Basislosungen

Fortsetzung Beispiel.

Wir betrachten die Basis mit der Spaltenindexmenge {1, 3,4,6}. Hierzu gehort das LGS

Es ergibt sich

also ist die Ecke

© O O b~ OO

1100 X1 10
5010 x3 | | 30
1000 xx | | 6
0001 X6 9

6=9, =6 x=0 x=4
entartet.

v
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Theorie der Linearen Programmierung Basislosungen

Fortsetzung Beispiel.
Die gleiche Ecke ergibt sich fiir die Spaltenindexmenge {1,3,5,6} und dem zugehérigen LGS:

1100 x1 10
500 0 x| [ 30
1010 x | | 6
0001 X6 9
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Theorie der Linearen Programmierung Zusammenfassung

Zusammenfassung

Konvexitat, Ecken

Der zulassige Bereich eines LP ist stets abgeschlossen und konvex.

o
o
@ Wenn es eine optimale Losung gibt, dann auch stets eine, die eine Ecke ist.
o Ecke & zuldssige Basislosung

o

Berechenbar, aber nicht effizient: Ermittlung aller Ecken bzw. aller zuldssigen
Basislosungen durch eindeutig l6sbare LGS
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