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Loésungen zu Aufgabenblatt 9

Aufgabe 1 (Fourier-Motzkin-Elimination)

Gegeben ist das folgende Ungleichungssystem mit drei Variablen:

3r + 2y + 4z < 10
3 + 2z < 9
2 — y < )
- + 2y - z < 3
—2z < 4
2y + 2z < 7

T < -1
—y < -1

—z < =2

(a) Geben Sie ein dquivalentes Ungleichungssystem mit zwei Variablen an.

(b) Bestimmen Sie, ob das Ungleichungssystem eine Losung hat und geben Sie, falls existent, eine
Losung an.

Loésung:

(a) Wir gehen wie im Beweis zur Fourier-Motzkin-Elimination vor. Wir wéhlen y als zu eliminieren-
de Variable, weil damit das neue System kleiner ist als bei einer z-Elimination. Wir teilen die
Ungleichung auf in Ceiling-, Floor- und Level-Ungleichungen und sorgen mittels Multiplikation
dafiir, dass der y-Koeffizient bei den Ceiling- bzw. Floor-Ungleichungen gleich 1 bzw. —1 ist.

Se + oy + 22 <5
—%l‘ + oy - %z < % Ceiling
y + < 3
2v — Y < ) Floor
—y < -1
3z + 2z < 9
—2x < 4 Level
x < -1
—z < 2

Jetzt addieren wir alle Ceiling-Ungleichungen mit allen Floor-Ungleichungen. Die Level-Ungleichungen



bleiben unveridndert. Damit entsteht:

Tx + 22 < 10
o - b ¥
2r + z < 177
Sr + 22 <4
S I
z < %

3r + 2z < 9
—2x < 4
T < -1

—z < =2

Dieses Ungleichungssystem ist dquivalent zum urspriingleichen Ungleichungssystem.

(b) Wir setzen das Verfahren der Fourier-Motzkin-Elimination fort und eliminieren z.

T + %Z < ?
T + %z < %
r + %z < % Ceiling
T + %z < 3
r — %z < %
T < -1
—r — z < 1 Floor
—x < 2
z < % Level
—z < =2
Wir erhalten:
3 <27 N > g
_t,< 2 2>
T T -
1 <21 N S 21
2 — 4 - 2
1 11
—2< = = <11
3z_ 3 z <
1
—§z§4 = z>-12
4 <16 N > _4
3z_ 3 z >
—2<0 = 220
4 < 34 N < 17
ZLa< 2= . < D
T T -2
1 < 25 N < 25
2°=74 =5
4 < 14 N < 7
3 — 3 2
2 15
1 19
0<1
<2 = 2< o
z < — z < —
-2 -2
—2< -2 = z>2



Die beiden letzten Ungleichungen sind am restriktivsten. Also gilt

5

2<z2< —

Sz2> B
und das Ungleichungssystem ist somit losbar.

Wir wihlen z = 2 und setzen dies in das vorige Ungleichungssystem mit = und z ein. Die Level-
Ungleichungen sind damit erfiillt. Fiir die anderen Unleichungen erhalten wir:

8 20 12
< o <2
TrTsT =7
L1< 17 N < 13
x =< T<
+ 5 < 5 = <0
r+ - <= x
373 -
+ 1 <3 = >
x4+ = < -
3~ — 3
2 < 13 N < 15
r——- < — < —
37 3 -3
r< -1 = xz<-1
—x—2<1 = z>-3
—x<2 = x>-2
Damit folgt —2 <z < —1.
Wir wéhlen x = —1 und setzen nun x und z in das Ungleichungssystem mit y ein. Die Level-

Ungleichungen sind natiirlich wieder erfiillt. Fiir die anderen Unleichungen erhalten wir:

3 5
—= 4<5 = < =
g TS V=73

3

= -1<- = <2
2+y =5 ys
—|—2<z = <§

(Y =5 ¥=35

—2-y<5 = y>-7
—y<-1 = y=>1

Somit gilt 1 <y < % und

r=-1, y=1, z=2

ist eine Losung des Ungleichungssystems.

Aufgabe 2 (LP mittels Fourier-Motzkin-Elimination 16sen)

Losen Sie das LP maxc’x, Ax < b (ohne Vorzeichenbeschriinkungen) fiir

4 —-12 -8 8
1 3 —1 2 2
A= 0 2 41, b= 2 und c=|—6
-5 —15 10 20 4

-1 2 0 0

mithilfe der Fourier-Motzkin-Elimination.

Hinweise:

e Fiihren Sie die zusitzliche Variable z sowie die zusitzliche Ungleichung —c’x + z < 0 ein.



e Anschlieflend fithren Sie eine Fourier-Motzkin-Elimination mit z als letzter verbleibender Varia-
blen durch.

e Wihlen Sie nun z so grof§ wie moglich und ermitteln Sie durch Riickeinsetzen eine optimale
Losung.

e Um bei der Fourier-Motzkin-Elimination nicht mit Briichen rechnen zu miissen, bietet es sich an,
die Koeflizienten der zu eliminierenden Variable in den Ceiling- und Floor-Ungleichungen nicht
auf 1 bzw. —1 zu bringen, sondern betraglich auf das kleinste gemeinsame Vielfache der gegebenen
Koeffizientenwerte.

Beispiel: Wenn Sie als erstes die Variable x3 eliminieren mochten, dann sorgen Sie dafiir, dass die
Koeffizienten von x3 zu 40 bzw. —40 werden.

Losung: Zur Notation: Ich gebe im Folgenden fiir das Ungleichungssystem nur die Koeffizientenmatrix
und die rechte Seite an. Unter Beriicksichtigung des ersten Hinweises erhalten wir damit

T To X3 2z | b
4 —-12 -8 0] 8
1 3 -1 0] 2
0 2 —4 0] 2

-5 —15 10 0120

-1 2 0 0| O

-2 6 —4 1] 0

Wir eliminieren nun x3. Um nicht mit Briichen rechnen zu miissen, bringen wir die Komponenten
der Ceiling- und Floor-Ungleichungen in der x3 Spalte nicht auf 1 bzw. —1, sondern auf das kleinste
gemeinsame Vielfache, also 40 bzw. —40.

I ) I3 z bi
20 —60 —40 040
40 120 —40 0|80

0 20 —40 0120
—-20 —-60 40 0|80
-1 2 0 0| 0
—-20 60 —40 10| O

Jetzt addieren wir jede Floor-Ungleichung (Zeilen 1, 2, 3, 6) mit der Ceiling-Ungleichung (Zeile 4) und
nehmen die Level-Ungleichung (Zeile 5) hinzu:

T T2 z bl

0 —120 0120

20 60 0] 160
—-20 —40 0100
—40 0 10| 80
-1 2 0 0

Als néchstes eliminieren wir z;. Hierfiir bringen wir zunéchst die Koeffizienten in der z;-Spalte auf 40
bzw. —40.

I T2 z bi

0 —120 0120

40 120 0320
—-40 =80 0| 200

—40 0 10| 80
—40 80 0 0




Jetzt addieren wir jede Floor-Ungleichung (Zeilen 3, 4, 5) mit der Ceiling-Ungleichung (Zeile 2) und
nehmen die Level-Ungleichung (Zeile 1) hinzu:

) z ‘ bi

—120 01120
40 01520
120 10 | 400
200 01320

Wir bringen die Koeffizienten in der xs-Spalte auf 600 bzw. —600.

X9 z bi
—600 0] 600
600 0| 7800
600 50 | 2000
600 0] 960

Addition der Ceiling-Ungleichungen (Zeilen 2, 3, 4) mit der Floor-Ungleichung (Zeile 1) ergibt:

Die erste und dritte Ungleichung ist erfiillt, aus der zweiten ergibt sich:
50z <2600 = =z <52

Wir wéhlen z so grofl wie moglich, also z = 52. Dies ist der optimale Zielfunktionswert.

Nun setzen wir riickwérts ein. Aus dem (zweiten) Ungleichungssystem mit z9 und z erhalten wir:

—60022 <600 = z92 > -1

600x2 <7800 = x2 <13

600z2 + 2600 < 2000 = =z < —1
8
6002 <960 = x2 < 5

Damit folgt o = —1.
Wir setzen in das (erste) Ungleichungssystem mit x1, z2, z ein und erhalten:
20z; — 60 < 160

—20z1 + 40 < 100

—40x1 + 520 < 80
—Xr1 — 2 S 0

\

1 <11
1 > —3
T > 11
x> —2

Gl

Damit folgt x; = 11.

Wir setzen in das Ausgangsproblem ein:

44412 —-823<8 = z3>6
11-3—23<2 = x3>6
—2—4r3<2 = x3>-—1
—554 15+ 1023 <20 = 23<6
—22—-6—423+52<0 = x3>6

Also ist #1 = 11,29 = —1, 23 = 6 die (eindeutige) optimale Losung.



