O ’ Hochschule
Bonn-Rhein-Sieg

University of Applied Sciences

Lineare Optimierung

Loésungen zu Aufgabenblatt 3

Aufgabe 1 (Normalform)

(a) Uberfithren Sie das lineare Programm

Minimiere

z =05x1 — 229

unter den Nebenbedingungen

321 + 229 < 6
xrT — 3:U2 Z 3
4y 4+ 229 = 8
und Vorzeichenbedingungen
xr1 > 0, To € R
in ein Maximumproblem.
(b) Stellen Sie das LP von Teil (a) in Normalform dar.
Loésung:
(a) Durch Umformung ergibt sich zunéchst
max —z = —bxy + 2x9
unter den Neben- und Vorzeichenbedingungen
3r1 + 29 < 6
—x1 + 3z < =3
dr1 + 229 < 8
—43}1 — 21‘2 < -8
I Z 0
T € R

Jetzt ersetzen wir die nicht-vorzeichenbeschriankte Variable xo durch x; und z, mit xg9 = 1’; —T, .

Damit entsteht

max —z = —5xy + 225 — 225

unter den Neben- und Vorzeichenbedingungen

3xr1 +
—x1 +
4x1 +
Ay, —

2332+
3xd
Qx;
230;

- 2w,
- 3xy
— 2w,
+ 2z,
x1, m;, Ty
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(b) Fiir die Uberfiihrung in die Normalform fithren wir Schlupfvariablen ein. Da die beiden letzten
Nebenbedingungen schon einer Gleichung entsprechen, geniigt es hier, fiir die erste und zweite
Nebenbedingung jeweils eine Schlupfvariable einzufithren und aus den beiden letzten Nebenbedin-
gungen wieder eine Nebenbedingung in Gleichungsform zu machen. Es wére aber auch korrekt,
fiir alle Nebenbedingungen Schlupfvariablen einzufiihren.

Das LP in Normalform lautet dann:
max —z = —bx1 + 2x§r — 2z,

unter den Neben- und Vorzeichenbedingungen

3r1 + 2@y — 22, + 3 = 6
—x1 + 3:1:3r - 3z, + x4 = -3
dry + 2o — 2a; = 8

xl,x;,$57x3,x4 > 0

Aufgabe 2 (Eigenschaften von Mengen)
Seien M, My, My C R™ mit M, My, My # (). Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(a) M ist offen und My ist abgeschlossen = M; U Ms ist weder offen noch abgeschlossen.
(b) Mj und Ms sind offen = M; N My ist offen.
n
M ist k kt istiert mi i
(c) ist kompakt = es existier ,I(Iélj\r}[Z;m’
1=
Bearbeiten Sie weiterhin die folgenden Aufgaben.

(d) Zeigen Sie: Die Vereinigung von endlich vielen abgeschlossenen Mengen ist wieder abgeschlossen.

f) Zeigen Sie: Eine Menge M C R" ist genau dann abgeschlossen, wenn M = M gilt.

)
(e) Gilt die Aussage von (d) auch fiir unendlich viele abgeschlossene Mengen?
(f)
(g) Begriinden Sie: Ein Optimierungsproblem der Form

maxc’x w.d.N. Ax < b,x >0

mit ¢ # 0 kann keine optimale Losung haben.
Losung:
(a) Die Aussage ist falsch.
Sei My = (0,3) ein offenes Intervall und Ms = [1, 2] ein abgeschlossenes. Dann gilt
My UM, = (0,3)U[L,2] = (0,3) = M,
und somit ist M7 U My offen.

(b) Die Aussage ist wahr.
Beweis:
M; offen = Vxe& Mider >0:U, (x) C M;
Ms offen = Vx € Madea > 0: U, (x) C My

Sei x € My N My, also x € M; und x € My. Wihle € = min{ej, ea} > 0. Damit folgt U.(x) C M;
und U(x) € My und somit Uc(x) € My N M.



()

Die Aussage ist wahr.
Beweis:
n
F)=) wi=apta )+t ah o
i=1
ist als Polynom eine stetige Funktion. Nach dem Satz von Weierstrafl (Satz 3.13) hat eine stetige
Funktion auf einer kompakten Menge M ein Minimum.

k
Fiir 1 <4 < k sind abgeschlossene Mengen A; C R™ gegeben. Zu zeigen: U A; ist abgeschlossen.

i=1
Es gilt:
k k ¢
U A; ist abgeschlossen < ( Ai> ist offen
i=1 =1
k
& ﬂ AY ist offen.
i=1
k
Wir zeigen nun, dass ﬂ AY offen ist.
i=1
Sei x € ﬂle AS beliebig.
= firl<i<k:xeAf
= fiir 1 <i<k:3e >0 mit U, (x) C AS. /* weil Af offen*/

Wiéhle nun € = min{eg, ..., e} > 0.
= fiir 1 <i<k:U(x)CAY

k
= Uc(x) C[)AY.
=1

Also ist ﬂle AY offen und damit Ule A; abgeschlossen.
Fiir unendlich viele abgeschlossene Mengen wird die Aussage falsch.

Beispiel: Es sei 4; = [2,1 — 1] fiir i € N. Damit gilt

n

Ai = (07 1)7

s

=1

und dieses Intervall ist offen.

Zunéchst gilt
M=M << M=MUOM <+ OMC M.

Wir zeigen nun:
M ist abgeschlossen <« OM C M.

“=": Sei M abgeschlossen.

= MY ist offen
= VxeM%e>0:U(x)C MY (%)



Annahme: OM ¢ M.

= JyecdM:yeMC®
= Ve > 0 enthélt Uc(y) ein z € M. Widerspruch zu (x)

“«<": Es gelte OM C M.
Sei x € MY beliebig. Annahme: Die Aussage Je > 0 : U.(x) C M gilt nicht.

= Ve > 0 enthalt U,(x) ein z € M
= x€c€ oM.

Dies ist ein Widerspruch zu x € M, denn nach Voraussetzung gilt ja OM C M.
Also gilt: Vx € M%3e > 0: U (x) € M. Damit ist M offen und somit M abgeschlossen.
Jede Nebenbedingung und jede Vorzeichenbedingung definiert wegen < eine offene Menge. Damit

ist der zuléssige Bereich y als Schnitt von endlich vielen offenen Mengen wieder offen (induktive
Anwendung von 2 (b)). Insbesondere gilt y = x°.

Jetzt konnen wir so argumentieren wie im Beweis zu Lemma 3.14 auf Folie 111.



