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Kombinatorische Optimierung

Loésungen zu Aufgabenblatt 5

Aufgabe 1 (Packungsprobleme)
(a) Gegeben ist eine Menge A = {a1,...,a,} CN.
Das Problem SUBSET SuM lautet:
— Existiert eine Teilmenge B C A fiir die } - ,cpa =} c 4\ pa gilt7
Zeigen Sie: SUBSET SuM ist N'P-vollstéindig.

L ~ fay... .ay) C .
(b) Gegeben ist eine Menge A = {ay an} C N sowie Zahlen B € N (Behiltergrofie) und & € N
(Behélteranzahl). Das BIN PACKING PROBLEM (BPP) lautet:

— Existiert eine Abbildung f: {1,...,n} = {1,...,k}, so dass } ;< p(s)=j @ < B fiir alle
j=1,... k gilt?
Anschaulich: Kann man n Gegenstéinde der Grofle aq, . . ., a, so auf k Behilter der Grofle B
verteilen, dass alle Gegenstédnde in einen Behélter passen?

Zeigen Sie: BPP ist N'P-vollstéindig.

(c) Zeigen Sie: Fiir wy = --- = w, = 1 ist das Rucksackproblem in P.
Loésung:
(a) 1. Fiir einen Losungsvorschlag B C A kénnen wir in polynomieller Zeit priifen, ob }° .pa =

ZaeA\B a gilt.
2. Wir zeigen SUM <;,, SUBSET SUM.

Sei eine Probleminstanz von SUM gegeben, mit einer Menge A = {a1,as,...,a,} C Ny und
S € Np.
Dann nehmen wir fiir SUBSET Sum die Menge A" = {a1,as,...,a,,d'} mita’ =2 |S — % Yo ai’.

»=": Sei B C A eine Losung fiir SUM. Wir machen eine Fallunterscheidung.

(a) Es gelte S > 25" | a;.
Dann ist B auch eine Losung fiir SUBSET SUM, denn die Summe der Elemente in A’ ist
Sriai+d =" 1a;+2(S— 53" a;) =25 und die Summe der Elemente in B ist
als Losung von SUM gleich S.

(b) Es gelte S < 331, a;.
Dann betréigt die Summe der Elemente in A’ gleich Y ; a;+a’ = > 1 ai+2 (337 1 a; — 5) =
2(3imai = 5).
Damit ist B U {a'} eine Losung fiir SUBSET SuM, denn das Gewicht dieser Menge ist
S+2(3>0a—8)=>0"a;—S.

,<=“ Es sei B’ C A’ eine Losung fiir SUBSET SUM. Wir machen eine Fallunterscheidung.



(a) Es gelte S > 35", a;.
Gilt «’ ¢ B’, dann wéhlen wir B = B’ als Losung fiir SuM, ansonsten B = A’ \ B'.
Damit ist sichergestellt, dass B C A gilt. Das Gewicht von B ist dann

1 [« 1 [« 1«
2<;ai+a/>:2<;ai+2<5—2;ai>>:S.

(b) Es gelte S < 331, a;.
Gilt ¢’ € B’, dann wiihlen wir B = B\ {d'}, ansonsten B = (A’ \ B’) \ {d’}. Damit ist
sichergestellt, dass B C A gilt. Das Gewicht von B ist dann

% (Zn:ai+a'> —ad = % (iai—a'> :% <zn:ai—2 (;iai—b’)) =S.
=1 i=1 i=1 i=1

(b) 1. Fiir einen Losungsvorschlag f : {1,...,n} — {1,...,k} kénnen wir in polynomieller Zeit
priifen, ob kein Behélter iiberlduft.

2. Wir zeigen SUBSET SUM <, BpPP.
Sei eine Menge A = {ai,...,a,} als Probleminstanz von SUBSET SuUM gegeben. Fiir die
Bpp-Instanz setzen wir k = 2 und B = %Z?:l a;.
,=“ Ist B C A eine Losung der SUBSET SUM-Instanz, dann legen wir die Elemente aus B
in den ersten Behélter und die Elemente aus A \ B in den zweiten.
s<=“rEsseil f:{1,...,n} = {1,2} eine Losung von Brp. Wir setzen B = {a; € A|f(i) = 1},
also die Elemente im ersten Behélter. Da die Gesamtkapazitéit der Behélter gleich Y . | a;
ist, miissen beide Behélter voll ausgelastet sein. Somit folgt },cpa =3 ca pa

(c) Fir w; = 1 mit 1 <7 < n bedeutet die Bedingung >, ; w; < W des Rucksackproblems, dass
hochstens W Gegenstédnde ausgewéhlt werden diirfen.

Damit koénnen wir das Rucksackproblem leicht 16sen: Wir wéhlen die W Gegenstéinde mit dem
groften Profit aus und priifen fiir die entsprechende Indexmenge I, ob ) . ; p; > P gilt.

Aufgabe 2 (Logische Inferenz mittels 0-1-Programmierung)

Finf Hauser stehen nebeneinander. In ihnen wohnen Menschen von fiinf unterschiedlichen Nationa-
litdten, die fiinf unterschiedliche Getranke trinken, fiinf unterschiedliche Zigarettenmarken rauchen und
fiinf unterschiedliche Haustiere haben.

1. Der Englédnder lebt im roten Haus.

2. Der Spanier hat einen Hund.

3. Der Ukrainer trinkt gern Tee.

4. Das griine Haus ist (direkt) links vom weiflen Haus.
5. Im griinen Haus wird Kaffee getrunken.

6. Die Person, die Old-Gold raucht, hat eine Schnecke.
7. Der Bewohner des mittleren Hauses trinkt Milch.

8. Der Bewohner des gelben Hauses raucht Kools.

9. Der Norweger wohnt im ersten Haus.



10. Der Chesterfields-Raucher wohnt neben der Person mit der Fuchs.
11. Der Mann mit dem Pferd lebt neben der Person, die Kools raucht.
12. Der Lucky-Strike-Raucher trinkt Orangensaft.

13. Der Norweger wohnt neben dem blauen Haus.

14. Der Japaner raucht Parliaments.

15. Der Chesterfields-Raucher hat einen Nachbarn, der Wasser trinkt.

Finden Sie heraus, wem das Zebra gehort! Erstellen Sie hierzu ein 0-1-Programm und 16sen Sie dieses
mit dem GLPK oder Gurobi.

Anmerkung: ,Links“ und ,,Rechts“ sind von einem Betrachter aus zu verstehen, der vor den Hausern
steht. Das erste Haus ist aus dieser Blickrichtung das Haus auf der linken Seite.

Hinweise:

e Formulieren Sie die Punkte 1. bis 15. als logische Formeln und iiberfiihren Sie diese wie in Bei-
spiel 2.43 in Gleichungen oder Ungleichungen.

e Dariiber hinaus benétigen Sie noch weitere Gleichungen zur Modellierung der allgemeinen Bedin-
gungen (pro Haus genau eine Farbe, Haustier, Nationalitéit, Zigarettenmarke und Getrénk).

e Natiirlich ist dieses Problem kein Optimierungsproblem, sondern ein Constraint-Satisfaction-
Problem (CSP). Nutzen Sie eine Dummy-Zielfunktion, um hieraus ein Optimierungsproblem zu
machen.

Losung: sieche Homepage

Aufgabe 3 (Sudoku) 8 Punkte

Gegeben ist das folgende Sudoku:

514 3
9 8|7
2 9
8 2
9 3 5
6 4
81
2,18(5]9
3

Losen Sie dieses Sudoku mit einem ganzzahligen LP.

Loésung: siehe Homepage



Aufgabe 4 (N'P-Aquivalenz, kombinatorische Auktion)

Wir betrachten die Situation bei einer kombinatorischen Auktion. Gegeben ist eine Giitermenge G =
{g91,-..,9n} von n Giitern, die versteigert werden sollen. Bei kombinatorischen Auktionen sind dies
typischerweise Giiter, die von gleicher Art aber trotzdem verschieden sind, z. B. Zeitslots fiir Start- und
Landungen an einem Flughafen, Zimmerbelegungen in einem Hotel, Transportauftrige oder Strecken
im offentlichen Nahverkehr.

Fiir die Giiter von G liegen insgesamt m Gebote vor. Jedes Gebot besteht aus einer Menge B; C G
mit B; # () und einem Preis p; (fiir 1 < ¢ < m). Die Bieter bieten also auf nichtleere Teilmengen
von G. Ziel der Bieter ist es, mehrere Giiter auf einmal zu ersteigern, um Synergieeffekte nutzen zu
konnen, beispielsweise mehrere Transportauftrige zu nahe beieinanderliegenden Zielen, fiir die nur eine
LKW-Fahrt erforderlich ist.

Welche Gebote sollen den Zuschlag erhalten? Dabei mochten wir natiirlich, dass der Gesamterldos ma-
ximal ist und jedes Gut g; hochstens einmal versteigert wird, also hochstens in einem Gebot, das den
Zuschlag erhélt, enthalten ist. Wir bezeichnen dieses Problem als CAP (Combinatorial Auction Pro-
blem).

Zeigen Sie, dass CAP N'P-dquivalent ist.

Hinweis: Zum Beweis fiir N"P-schwer: Formulieren Sie ein entsprechendes Entscheidungsproblem und
zeigen Sie fiir dieses, dass es N'P-vollstéindig ist. Nutzen Sie hierfiir INDEPENDENT SET.

Losung: Die Entscheidungsvariante von CAP lautet:

Gegeben ist eine Giitermenge G = {g1, ..., gn}, eine Menge B = {By, ..., By, } von Geboten
mit B; C G und B; # () fiir i = 1,...,m, sowie Zahlen pq,...,p,, € Nund P € N.

Existiert eine Indexmenge I C {1,...,m} mit B, N B; = () fiir alle 4,5 € I und ¢ # j, so
dass ) ;c;pi > P gilt?

Wir zeigen zuniichst, dass die Entscheidungsvariante von CAP NP-vollsténdig ist.

1. Fiir einen Losungsvorschlag I kénnen wir in polynomieller Zeit priifen, ob B; N B; = ( fiir alle
i,j € I miti# jund ), ;p; > P gilt.
2. Wir zeigen INDEPENDENT SET <, CAP.

Seien G = (V, E) ein Graph und k € N eine Probleminstanz fiir INDEPENDENT SET. Wir kon-
struieren wie folgt eine Probleminstanz fiir CAP:

° g:E:{el,...,en}

e SeiV ={vq,...,v,} die Knotenmenge von G. Dann setzen wir B; = {e € Ele ist indizent mit v;}
fir ¢ = 1,...,m. Das Gebot B; besteht also aus allen Kanten, die inzident mit Knoten v;
sind.

.pla"'upmzl
o P=%f

»,=“:Sei U C V mit |U| > k eine Losung fiir INDEPENDENT SET. Dann gilt fir v;,v; € U mit
i # j, dass v; und v; nicht adjazent sind. Daraus folgt B; N Bj = (. Somit bildet die Indexmenge
I ={1 <i<mlvy € U} eine Losung fiir CAP mit |I| = |U| > k. Wegen p1,...,pm = 1 folgt
duierpi= = k=P

,<=": Sei I eine Losung fiir CAP mit ), ;p; > P. Aus p1,...,pm = 1 folgt [I| > P = k. Sei
U = {v|li € I}. Aus B; N B; = () folgt, dass v; und v; nicht adjazent sein kénnen. Also ist U ein
Independent Set mit |U| = |I| > k.



Damit ist gezeigt, dass die Entscheidungsvariante von CAP NP-vollstindig ist. Gemifl Definition 2.36
ist damit das Optimierungsproblem CAP N P-schwer.

Jetzt miissen wir noch zeigen, dass CAP N'P-leicht ist. Hierzu betrachten wir

= mnéx Di
p: =1 |Bz|

Dies entspricht dem hochsten Preis pro Gut in einem Gebot. Fiir den optimalen Zielfunktionswert P
von CAP muss dann
0<P<n-p

gelten. Damit kénnen wir CAP als Optimierugsproblem durch nicht mehr als [logy(np)] + 1 Aufrufe
eines Algorithmus fiir die Entscheidungsvariante von CAP lésen (vgl. Folien 133 f.).



