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Loésungen zu Aufgabenblatt 9

Aufgabe 1 (Eigenwerte und Eigenvektoren)

(a) Berechnen Sie Eigenwerte und Eigenvektoren der folgenden Matrizen:

113 10 0
A=[151], B= 3 —4
311 21 -2

(b) Geben Sie fiir A eine orthogonale Matrix Q und eine Diagonalmatrix D an, so dass
A =QDQ”
gilt.

(c) Zeigen Sie:
A" =QD"Q".

(d) Geben Sie A™ an.

Hinweis: Verwenden Sie die Darstellung aus (c).

Losung:

(a) Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms. Fiir A erhalten wir

P()\) = det(A — \E)

1-Xx 1 3
= det 1 5-Xx 1
3 11—
= (1-XN?’G-N+3+3-96-N)—-1-X)—-1-2))
= A+ 707 - 36.

Mit Probieren kénnen wir leicht eine Nullstelle und damit den ersten Eigenwert A\; = 3 erraten:
P(3)=-274+7-9-36=0
Mit Polynomdivision erhalten wir:
(=N 47X —=36): (A —3) = =\ 4+ 4\ +12
Aus —A\? +4)\ + 12 = 0 folgt A\? — 4\ — 12 = 0 und somit

M3=2+V4+12=2+4=06,-2.



Die zugehorigen Eigenvektoren lauten

1 1 1
qV=[ 1], q@=[2], ®=
1 1 -1

Fiir die Matrix B lautet das charakteristische Polynom
P(A) = det(A —)\E)
1-Xx 0 0
= det 3 3= —4
-2 1 —2-A
= (1=XM)B=XN(-2=-XN)+4(1-XN)
“A 2074 N -2,
Mit Probieren erraten wir den Eigenwert A; = 1:
Pl)=-241+2-1=0.
Mit Polynomdivision ergibt sich
(X 22240 -2 :(A=1) ==X+ X +2

und somit
1 1 1 3
= — — = — —_ = —1
/\273 5 + 1 + 2 5 + 5 2,
Die zugehorigen Eigenvektoren lauten
-2 0 0
q(l) _ 17 |, q(2) — 4 |, q(3) — 1
7 1 1

(b) Die Matrix Q besteht spaltenweise aus den normierten Eigenvektoren, die Matrix D ist eine
Diagonalmatrix mit den Eigenwerten auf der Diagonalen.

Es gilt:
laVl = V3, 4@ =6, [a®] = V2.
Also:
41 1
R e
A FA ) - 00 —2
V3 V6 V2
()
A" = (QDQ")"
= (QDQ") (QDQ)--- (QDQ")
= QD(Q'Q)D(Q'Q)D---DQ"
— QDTLQT
(d) Es gilt:
30 0
D" = 0 6" 0
0 0 (=2)"

Damit erhalten wir:
3n71 + 6n71 + %(_2)71 _3n71 +92. 6n71 3n71 4 6n71 _ %(_2)71
A"=QD"Q" = —3ly2.6m1 3liyg.ent 3nlgp2.6n)
3n—1 + 6n—1 o %(_Q)n _3n—1 +92. 6n—1 3n—1 4 6n—1 + %(_Q)n



Aufgabe 2 (Adjazenmatrix und Wegeberechnungen)

Gegeben Sei der folgende gerichtete Graph G:

(a) Geben Sie die Adjazenzmatrix A von G an.
(b) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A und geben Sie zugehorige Eigenvektoren an.

(c) Stellen Sie die Spaltenvektoren von A als Linearkombination von Eigenvektoren dar.

)
)
)
(d) Leiten Sie eine Formel fiir A™ her.
e) Wie viele Kantenziige der Linge 10 gibt es zwischen den Knoten 1 und 27?
)

Wir betrachten alle Kantenziige der Lénge 10, die in Knoten 1 beginnen und wéhlen einen die-
ser Kantenziige gleichverteilt aus. Was ist wahrscheinlicher: Dass der ausgewihlte Kantenzug in
Knoten 1 oder in Knoten 2 endet? Geben Sie auch die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten an.

(
(f

Losung:

(a)

P(\) = det(A — \E)

1= 2’
1 =
= (1=XN(=)N)-2

= M-x-2

Die Eigenwerte A, 1 sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms:

1 1 1 9 1 3
A,ﬂQ\/;2\/;22bzw<>

Als zugehorige Eigenvektoren erhalten wir beispielsweise

o= (3) v (1),

(c) Es gilt

und
g +g _2 2 +2 N [(2)
3u 3v—3 1 s l-1) = o =a“.



s (3) -3 ()20 () + 2o ()

2n+1 + (_1)n 2n+1 + 2(_1)n71

2" 4 (=)L 2n po(—1)n

(e) Das Elemente agg ) der Matrix A0 gibt die Anzahl der Kantenziige der Lange 10 zwischen den
Knoten 1 und 2 an. Dies sind

1 1 2046
— (2 4 2(=1)%) = Z(2048 — 2) = —— = 682.
3( +2(=1)°) 3 ) =3
(f) Es gibt insgesamt
1 1
aﬂ»+ﬁ£h=§@”+%—nm+2”+2@4ﬁ):§@m9+mwa:1%5

Kantenziige, die in Knoten 1 beginnen. Davon enden 682 in Knoten 2 (siehe (e)) und dementspre-
chend 1365 — 682 = 683 in Knoten 1. Also ist die Wahrscheinlichkeit, dass solch ein Kantenzug
in Knoten 1 endet, héher. Die Wahrscheinlichkeiten sind

683 682

P(Knoten 1) = 568~ 500366 und P(Knoten 2) = 1368

~2 .499633.



