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Stetigkeit Reellwertige stetige Funktionen

Kontinuierliche Veranderung

@ Anschauliche Vorstellung der Stetigkeit: kontinuierliche Veranderung (also keine
sprunghafte Veranderung)

e Wenn sich x “wenig’ andert, dann andert sich auch f(x) nur “wenig".
@ Aber was heiBt wenig? Dies miissen wir prazisieren.

o Fiir die Prazisierung werden wir wieder Grenzwerte nutzen.
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Sichtweisen der Stetigkeit (1)

Eine Funktion soll stetig heiBen,

e wenn hinreichend kleine Anderungen des
Arguments

@ zu beliebig kleinen Anderungen des
Funktionswertes fiihren.

Andere mogliche Sichtweise:

o Egal wie wir uns mit dem Argument
einem Wert xg nahern,

@ die Funktionswerte nihern sich dann stets

f(Xo).

Reellwertige stetige Funktionen

nicht stetige Funktion
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Reslvertge stetige Furltionen
Sichtweisen der Stetigkeit (2)

Jede dieser beiden Sichtweisen konnte die Basis fiir die Definition der Stetigkeit sein.

@ Wir entscheiden uns zunachst fiir die zweite Sichtweise.

1= Stetigkeit wird definiert mit Hilfe von Grenzwerten konvergenter Folgen.
@ Im Anschluss prasentieren wir eine Aussage fiir die erste Sichtweise,

= e--Kriterium

und zeigen natiirlich auch die Aquivalenz der beiden Konzepte.
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Stetigkeit Reellwertige stetige Funktionen

Stetigkeit reellwertiger Funktionen

Definition 4.1
Esseien d e N,D CRY xo € Dund f: D — R.

Wir sagen f ist stetig in xo, wenn fiir alle Folgen (x,)nen in D gilt:

lim x, =x = nll_}n;o f(xn) = f(x0)-

n—oo

f : D — R heiBt stetig auf D oder einfach nur stetig, wenn f in jedem xp € D stetig ist.
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I G A T
Diskussion der Stetigkeitsdefinition

@ Stetigkeit wird hier definiert mittels einer Allquantifizierung liber einer Menge
konvergenter Folgen. Dies macht den direkten Beweis der Stetigkeit u. U. sehr kompliziert.

o Dafiir kdnnen wir leicht zeigen, dass eine Funktion f in xg nicht stetig ist. Hierzu miissen
wir nur eine Folge (x,) finden mit

nIi_)n;ox,, =x0 A n||_>r20 f(xn) # f(x0)-

@ Ist f stetig in xg, dann gilt
lim f(x,) = f( lim x,,).
n—o0 n—0o0

Wir diirfen also Funktionsanwendung und Grenzwertbildung vertauschen.
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Stetigkeit Reellwertige stetige Funktionen

@ Beachten Sie, dass wir Stetigkeit nicht nur fiir Funktionen mit einem Argument definiert

haben.

o Zur Erinnerung: Eine Folge (x,) in R? konvergiert genau dann gegen

Xg = (xél),xéZ), . ,x(()d)) e RY,
wenn fiir jede Komponentenfolge (x,(,i)) mit i =1,...,d gilt:

Jim i =

Siehe Definition 2.42.
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Beispiel einer nicht stetigen Funktion
Beispiel 4.2
Die Funktion von Folie 262 lautet

x4+ 1 firx>1
f(x)_{ x firx<1

Es sei xg := 1. Die Folge (1 + %)nGN hat den Grenzwert 1 = xg, aber

1 1
lim f(1+—): lim 14+ = +1=2%#1=f(1).
n—o00 n n—o0 n

Damit haben wir gezeigt, dass f nicht stetig in xg = 1 ist.
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Stetigkeit Reellwertige stetige Funktionen

Beispiele stetiger Funktionen

Beispiel 4.3
(i) Die identische Abbildung id : R — R, x — x ist stetig auf R.

Beweis: Es sei (x,) eine beliebige Folge mit lim,_,o x, = xop € R. Dann gilt:

lim id(x,) = lim x, =xo
n—o0 n—oo

= id(x) = id (ningoxn>.

(i) Die Betragsfunktion abs : R — R, x — |x| ist stetig.
Begriindung: Satz 2.15 (v).

Peter Becker (H-BRS) Einfiihrung in die Analysis Sommersemester 2024

268 / 586



Stetigkeit Reellwertige stetige Funktionen

Fortsetzung Beispiel.
(iii) Die Funktion
f : RP=R
(x,y) = x+y

ist wegen Satz 2.15 stetig auf R?.
(iv) Die Funktionen

Proj, : R?—=R

(Xl,...,Xk,...,Xd)'—>Xk

fir k =1,...,d sind stetig. Die Funktion Proj, heiBt Projektion auf die k-te
Komponente.
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Stetigkeit Reellwertige stetige Funktionen

Stetigkeit der Exponentialfunktion
Satz 4.4

Die Funktion exp : R — R ist stetig auf R.

Beweis.

Aus Satz 3.42 folgt (mit n = 0) |exp(x) — 1| < 2|x] fiir |x| < 1.

Sei nun xp eine beliebige reelle Zahl und (x,) eine konvergente Folge mit Grenzwert xp. Dann
ist (x, — xo) eine Nullfolge.

Mit der oben zitierten Abschitzung folgt

—0

—
0 < |exp(xn — x0) — 1] < 2|xn — 0|

und daraus

lim exp(x, — x0) = 1.
n—00 )
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Stetigkeit Reellwertige stetige Funktionen

Fortsetzung Beweis.
Aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion folgt

eXp(Xn) = eXp(Xn — X0 + XO) = exp(x,, - XO) eXp(XO)
NI

—1
und somit
lim exp(x,) = exp(xo)-
n—00
o
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Stetigkeit Reellwertige stetige Funktionen

Rechenregeln fiir stetige Funktionen
Satz 4.5

Es seien d € N und D C RY. Weiterhin seien f, g : D — R in xo € D stetige Funktionen und

A € R. Dann sind auch die Funktionen

f+g : D—=R, x~ f(x)+g(x)
A-f 0 DR, x—= A-f(x)
f-g : D>R, x—f(x) gx)

stetig in xo. Gilt auBerdem g(xo) # 0, dann ist auch

: D" — R, »—>g(x)

~ 03|

stetig in xo, mit D' := {x € D|g(x

£ 0}.
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Stetigkeit Reellwertige stetige Funktionen

Beweis.
Der Satz folgt direkt aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte bei Folgen, siehe Satz 2.15.

Folgerung 4.6
(i) Jedes Polynom f : R — R ist stetig.

f
(i) Wenn f, g : R — R Polynome sind, dann ist die Funktion g stetig auf
R\ {x € Rlg(x) = 0}.

Beweis.

Ubungsaufgabe.
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Stetigkeit Reellwertige stetige Funktionen

Verkniipfung stetiger Funktionen

Satz 4.7

Es seien d e N, D C RY und E C R. Weiter seien f : D — R und g : E — R Funktionen mit
f(D) CE.

Wenn f stetig in xo und g stetig in f(xp) ist, dann ist die Funktion

gof:D—R, xw— g(f(x))

stetig in Xxp.

Zur Erinnerung:

(g 0 F)(x) = &(f(x))-
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Stetigkeit Reellwertige stetige Funktionen

Beweis.
Zu zeigen: Fiir jede Folge (x,) in D gilt:

lim x, =x = nli_}n;og(f(x,,)) = g(f(x0)).

n—oo

@ Sei also (x,) eine beliebige konvergente Folge mit Grenzwert xg.
e Da f stetig ist folgt limp_oo f(xn) = f(x0).
o Damit ist (f(xp)) eine konvergente Folge mit Grenzwert f(xp).

o Weil g in f(xg) stetig ist, folgt lim,_c g(f(xn)) = g(f(x0))-
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Stetigkeit Reellwertige stetige Funktionen

Verkniipfungsbeispiele

Beispiel 4.8
@ Wenn f : D — R stetig ist, dann ist auch

fl : D—=R
x = [f(x)]
stetig.

Begriindung: |f| = abs o f und die Funktion abs ist stetig, siche Folie 268.

o Die Funktionen g(x) := exp(x) und f(x) := —x? sind stetig, also ist auch
g(f(x)) = exp(—x?) stetig.
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Stetigkeit Reellwertige stetige Funktionen

e-0-Kriterium

Satz 4.9

Fiir eine Funktion f : D — R mit D C R sind die folgenden Aussagen dquivalent.
(i) f ist stetig in xg.
(ii) Fiir alle € > 0 existiert ein § > 0, so dass fiir alle x € D gilt:

Ix — x| < 6 = |f(x) — f(x0)| <e.

Bemerkung: Bedingung (ii) aus Satz 4.9 lautet in Quantorenschreibweise

Ve > 030 > 0Vx € D : |x — x| <0 = |f(x) — f(x0)| <e.
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Stetigkeit Reellwertige stetige Funktionen

Diskussion e-d-Kriterium

@ Das e-d-Kriterium entspricht der anderen Sichtweise der Stetigkeit:
Hinreichend kleine Anderungen des Arguments fiihren zu beliebig kleinen Anderungen
in den Funktionswerten.

@ Negation der Bedingung:

Je>0Vd > 03x € D: |x —xo| <O A|f(x)—f(x0)| > €.
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Veranschaulichung des e-6-Kriteriums

fla)+e =p======m=m==-
F@)-frrreerrrene e
fla)—e —F=—=—===—————=
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Stetigkeit

Stetig und nicht stetig mit dem e-0-Kriterium

flxg)+e+ S flxo)+e+ /-\/
flxo) 1 / flxo) +
fr)—et T flo)—e 1
| L.
— > X -+ > X
Xo—0 X0 xp+9 Xo— 6 X0 xp+ 6
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Beweis fiir (ii) = (i).
Es gilt (ii), also das e-d-Kriterium:

Ve > 035 > 0Vx € D : |x — x| < 8 = |f(x) — f(x0)| < e

Sei (xp) eine beliebige Folge mit limp_o0 X, = x0. Wir miissen zeigen, dass
limp—o00 F(Xn) = f(x0) gilt, also:

Ve > 03ng € NVn > ng : |[f(xn) — f(x0)| < €.

Sei € > 0 beliebig.
@ Wir wahlen ein § > 0 gemaB Voraussetzung.
o Wegen lim,_,o x, = Xg existiert ein ng € N, so dass |x, — xp| < ¢ fiir alle n > no.

@ Nach Voraussetzung (mit x = x,) folgt dann mit diesem ng:

|f (xn) — f(x0)| < € fuir alle n > no.

v
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Stetigkeit Reellwertige stetige Funktionen

Beweis fiir (i) = (ii)
Es gilt (i), also:

nlLrgoxn =x = n|L>rT;o f(xn) = f(x0)-

Ann.: (i) gilt nicht.
@ Dann existiert ein € > 0, so dass fiir alle 6 > 0 ein x € D existiert mit [x — xp| < J und
|f(x) — f(x0)| > €.
Wir wahlen ein solches ¢ und wenden es fiir § = % n=1,2,3,...an.
Wir erhalten fiir jedes n ein x, € D mit |x, — xo| < % und |f(xn) — f(x0)| > €.
Dann ist lim,_o0 X, = X0, aber lim,_, o f(x,) # f(x0), eventuell existiert der Grenzwert

auch gar nicht.

Widerspruch!
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Stetigkeit Reellwertige stetige Funktionen

Beispiele fiir die Arbeit mit dem e-0-Kriterium

Beispiel 4.10

o Wir zeigen, dass f(x) = x stetig in einem beliebigen xg ist.
Sei € > 0 beliebig. Wir wahlen 6 = €. Dann gilt fiir alle x € D mit |x — xp| < 0:

[f(x) = f(x0)| = |x —x0| <6 =€

o Wir zeigen, dass die Funktion von Folie 262 in xp = 1 nicht stetig ist.

Wahle € = 1. Sei 6 > 0 beliebig. Wahle x =1 + g. Fiir dieses x gilt [x — xo| < ¢ und
weiterhin:

5 5
)~ FQ)I =1 +5+1-1=[1+5|21=ec
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Stetigkeit Reellwertige stetige Funktionen

Beriihrungspunkt

Definition 4.11

Es seien d € N und D C RY.

Ein Punkt a € R? heiBt Beriihrungspunkt von D, wenn es eine Folge (a,) in D mit

lim a, = a gibt.
n—o0

Beispiel 4.12

Fiir ein offenes Intervall (b, c) C R ist jedes a € [b, c] ein Beriihrungspunkt, also auch die
Intervallgrenzen.

Beispielfolgen fiir die linke und rechte Intervallgrenze:

1 1
an:b—i—; bzw. a,,:c—;.
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Stetigkeit Reellwertige stetige Funktionen

Grenzwerte bei Funktionen

Definition 4.13

Es seien D C RY, f : D — R eine Funktion, a € R ein Beriihrungspunkt von D und
beRU{£oo}.

(i) Gilt fiir alle Folgen (x,) in D

lim x,=a = lim f(x,)=0b
n—o00 n—o00

so schreiben wir dafiir
lim f(x) =b

X—a

und bezeichnen dies als den Grenzwert von f fiir x gegen a.
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Stetigkeit Reellwertige stetige Funktionen

Fortsetzung Definition.
(ii) Nur fir d = 1: Gilt fiir alle Folge (x,) in D mit x, > a fiir alle n (bzw. x, < a fiir alle n)

lim x,=a = lim f(x,) = b,

n—oo n—oo

dann schreiben wir

lim f(x) = b, bzw. lim f(x)=b ).
fai=s (s -

und bezeichnen dies als den rechtsseitigen Grenzwert bzw. linksseitigen Grenzwert von f
fiir x gegen a.
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Stetigkeit Reellwertige stetige Funktionen

Fortsetzung Definition.
(iii) Nur fur d = 1: Gilt fiir jede Folge (x5) in D
lim x, =4+oc0 = lim f(x,) = b,
n—o0

n—o00

dann schreiben wir
X|I_>moo f(x) = b, (bzw. XlI>rI]oo f(x) = b> :

und bezeichnen dies als den Grenzwert von f fiir x gegen oo bzw. —oo.
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I G A T
Signum-Funktion

1 firx>0
sgn(x) == 0 firx=0
-1 fiirx<0
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Stetigkeit Reellwertige stetige Funktionen

Beispiele fiir Funktionsgrenzwerte

Beispiel 4.14
Funktion || linksseitiger G. | rechtsseitiger G. | Grenzwert
li =—1| 1 =1 istiert nicht
sgn(x) X?Osgn(x) X{(nosgn(x) existiert nic
1 1 1 - .
- lim — = —o0 lim — = o0 existiert nicht
X x /0 X x\0 X
1 1 .1 1
— lim — = oo lim — = o0 lim — = oo
x| x /0 || X\ |x] x—0 |x|
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Stetigkeit Reellwertige stetige Funktionen

Lemma zu Grenzwerten

Lemma 4.15

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) lim f(x) = a.
0

X—>X(
i) lim f(x) = lim f(x)=a.
()X\XO() i (x)

Der Grenzwert von f fiir x gegen xp existiert also genau dann, wenn

@ links- und rechtsseitiger Grenzwert existieren und
o diese Grenzwerte identisch sind.
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I G A T
Stetige Fortsetzung

Definition 4.16

Es seien d € N,D C RY, xp ¢ D ein Beriihrungspunkt von D und f : D — R eine stetige
Funktion.

Wir sagen f ist stetig fortsetzbar in xp, wenn es ein b € R gibt mit

lim f(x) = b.

X—rX0
Die Funktion f : DU {xo} — R mit

2 v | f(x) firxeD
f(x)_{ b fiir x = xo

heiBt stetige Fortsetzung von f in xg.
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Stetigkeit Reellwertige stetige Funktionen

Beispiel einer stetigen Fortsetzung

Beispiel 4.17
Es gilt

jim &P =1

h—0 h
Beweis: Wegen

> h¥
exp kg k_
ist
exp(h) —1 = (exp(h) — 1) = . ih_ o0 pk—1
h P - LA =
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Stetigkeit Reellwertige stetige Funktionen

Fortsetzung Beweis.
Daraus folgt

g

0 ’h’k—l-l HZ ‘h‘k
& (k+2)! (k+2)!

Ihl"
Ihlz = [hlexp(|hl).

M

IN

Da Absolutbetrag und Exponentialfunktion stetige Funktionen sind, folgt die Behauptung.
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Folgerung 4.18

Die Funktion f : R\ {0} — R mit

F(x) = exp(x) — 1

ist in O stetig fortsetzbar.

eXp(X) exp(x)—1

z/
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Vorbereitung fiir den Zwischenwertsatz
Lemma 4.19

Es sei f : [a, b] — R eine stetige Funktion und f(a) - f(b) < 0.

Dann existiert ein x € (a, b) mit f(x) = 0.

Beweis.

Aus f(a) - f(b) < 0 folgt, dass f(a) und f(b) verschiedene Vorzeichen haben miissen. O. B. d.
A. sei f(a) < 0 < f(b).

Wir konstruieren ein geeignetes x mit Hilfe einer Intervallschachtelung (siehe Satz 2.31).

Wir setzen a; := a, by := b und fiir n > 2

S ) A falls (—a"‘lgb"*) >0
n -—
—a"‘lgb"‘l , sonst

v
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Fortsetzung Beweis.

b . anfl‘;bnfl’ f‘a”s f‘ (anfl‘gbn71> 2 O
n -—

bp—1, sonst.
Nach Konstruktion gilt fiir alle n € N:
f(an) <0< f(bn)
@ a, < b,
[an, bn] C [an—1, br-1]
@ b,—a, = 2_(”_1)(b1 — a1) und damit lim,_, b, —a, = 0.

Nach Satz 2.31 existiert also genau ein x € R mit x € [ap, by fiir alle n € N.

Aus dem Beweis von Satz 2.31 wissen wir, dass dieses x der gemeinsame Grenzwert der beiden
Folgen (a,) und (b,) ist, also

lim a, =x= lim b,.
n—o0 n—o0
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Fortsetzung Beweis.
Jetzt ist f aber stetig. Daher gilt
> _ _
0> n||_>rrgo f(an) = f(x) = lim f(by) > 0.

n—o00

woraus f(x) = 0 folgt. Wegen f(a) - f(b) # 0 folgt auch noch x # a A x # b und somit
x € (a, b).
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/wischenwertsatz
Satz 4.20

Es sei f : [a, b] — R eine stetige Funktion mit f(a) < f(b).

Dann existiert fiir jedes y € [f(a), f(b)] ein x € [a, b] mit f(x) =y.

Beweis.

Wende Lemma 4.19 auf die Funktion
g(x) :=f(x) —y an.

fh)

fa)

b
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Anwendung des Zwischenwertsatzes (I): Existenz von Nullstellen

Beispiel 4.21
Die Gleichung
X°+x+1=0

hat eine Losung in R.
Beweis:

o Die Funktion f(x) = x> + x + 1 ist stetig.

o f(-1)=-1,f(0)=1

@ Also folgt mit dem Zwischenwertsatz, dass ein ¢ € [—1, 0] existiert mit f(c) = 0.

Wie kdnnte man dieses ¢ moglichst gut approximieren?
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Anwendung des Zwischenwertsatzes (I1): Existenz eines Fixpunktes

Satz 4.22

Fiir jede stetige Funktion f : [0,1] — [0, 1] gibt es ein c € [0,1] mit f(c) = c. J
Beweis.

Wende den Zwischenwertsatz auf die Funktion g(x) := f(x) — x an. DJ
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Beschrankt, Maximum, Minimum

Definition 4.23
Essei D C RY und f : D — R eine Funktion.
(i) f heiBt nach oben beschrankt, wenn es ein M € R gibt mit

f(x) < M fir alle x € D.
(i) f heiBt nach unten beschrankt, wenn es ein m € R gibt mit

f(x) > m fiir alle x € D.
(iii) f heiBt beschrankt, wenn es m, M € R gibt mit

m < f(x) < M fiir alle x € D.
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Fortsetzung Definition.
(iv) xo € D heiBt Maximalstelle von f, wenn fiir alle x € D

f(x) < f(x)

gilt. Man sagt dann auch, dass f in xp ein Maximum annimmt.
(v) xo € D heiBt Minimalstelle von f, wenn fiir alle x € D

f(xo0) < f(x)

gilt. Man sagt dann auch, dass f in xp ein Minimum annimmt.

(vi) xo € D heiBt Extremstelle von f, wenn xg eine Maximal- oder Minimalstelle ist. Man sagt
dann auch, dass f in xp ein Extremum annimmt.
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Extremwertsatz von Weierstral3
Satz 4.24

Jede stetige Funktion f : [a, b] — R ist beschrankt und hat in [a, b] eine Maximal- und eine
Minimalstelle.

Bemerkungen:

@ Der Satz ist im Allgemeinen fiir

(a,b) = R
f: [a,b) > R
(a,b] = R
falsch!

@ Wir haben hier nur einen Spezialfall des Extremwertsatzes fiir Funktionen mit einer
Veradnderlichung formuliert.
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Beweis.
O. B. d. A. zeigen wir nur die Beschrankung nach oben und die Existenz einer Maximalstelle.
Ann.: f ist nicht nach oben beschrankt.
e D. h. fiir alle n € N existiert ein y, € f([a, b]) mit y, > n.
@ Zu jedem y, existiert ein x, € [a, b] mit f(x,) = yn. Wir betrachten jetzt die Folge (x,).
@ (xp) liegt in [a, b] und ist damit beschrankt.
@ Nach dem Satz von Bolzano-WeiterstraB (Satz 2.35) hat (x,) eine konvergente Teilfolge
(xn)-
Sei xg 1= limg_y00 Xn, -
Da alle xp, € [a, b] sind, folgt xo € [a, b] (siehe Satz 2.22).
Da f stetig ist, gilt limy_oo f(xn,) = f(x0).

Nach unserer Annahme ist f(x,, ) aber nach oben unbeschrankt und damit nicht
konvergent. Widerspruch.
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Fortsetzung Beweis.
Es sei M := sup{f(x)|x € [a, b]}. Wir miissen zeigen, dass M € f([a, b]) ist.

@ Aus der Supremumseigenschaft folgt: Fiir alle € > 0 existiert ein y. € f([a, b]) mit
M—e<y <M.
Wir betrachten € = % Dann gibt es fiir alle n € N ein x, mit

1
M——Sf(xn)zy;</\/l.
n n

Daraus folgt: limp—00 f(xn) = M.

Die Folge (xp) ist beschrankt und somit gibt es wieder eine konvergente Teilfolge (xp, ).
Es sei xg := limy_,o0 Xn, . Es gilt wieder xg € [a, b].

Aus der Stetigkeit von f folgt

M = lim f(x,, )= f(x0).
k—00

v
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Die Aussage des Extremwertsatzes ldsst sich auch wie folgt formulieren.

Folgerung 4.25
Das Bild eines abgeschlossenen Intervalls unter einer stetigen Funktion ist wieder ein
abgeschlossenes Intervall.

Genauer: Ist f : [a, b] — R eine stetige Funktion, so existieren c,d € R, c < d, mit
f([a, b]) = [c, d].
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Punktweise und gleichmaBige Konvergenz

Definition 4.26
Essei D CRund f, : D — R mit n € N eine Folge von Funktionen.

(i) Die Folge (f,) heiBt punktweise konvergent gegen eine Funktion f : D — R, wenn fiir alle
xeD
lim f(x) = f(x).

n—o00

gilt, das heiBt
Vx € DVe > 03ng € NVn > ng : |f5(x) — f(x)| < e.

(i) Die Folge (f,) heiBt gleichmaBig konvergent gegen eine Funktion f : D — R, falls gilt

Ve > 03ng € NVn > ngVx € D : |fo(x) — f(x)| < e.
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Punktweise Konvergenz

@ Vx € DVe > 03dng € NVn > ng : |fp(x) — f(x)| < €

@ Man beachte: Allquantor und Existenzquantor diirfen in der Pradikatenlogik nicht
vertauscht werden.
Vx3yP(x,y) # JyVxP(x,y)

In der linken Formel hdngt das y von x ab, in der rechten Formel dagegen ist das y
unabhéingig von x.

@ Bei der punktweise Konvergenz hingt das ng also von x ab.
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GleichmaBige Konvergenz

@ Ve > 03ng € NVn > noVx € D : |fp(x) — f(x)| < €

@ Das ng ist hier unabhangig von x.
Aquivalente Charakterisierung der gleichmaBigen Konvergenz:
Lemma 4.27
Eine Folge (f,) konvergiert genau dann gleichmaBig gegen f, wenn

lim sup |fn(x) — f(x)] =0

n—o00 xeD

gilt.

Peter Becker (H-BRS) Einfiihrung in die Analysis

Sommersemester 2024 309 /586



Beispiel einer Funktionenfolge (1)

Beispiel 4.28
Wir betrachten die Funktionenfolge (f,) mit f, : [0,1] — R, x — x". Fiir x € [0, 1] gilt

. 0, 0<x<1

Die Folge stetiger Funktionen (7,) konvergiert also punktweise gegen eine unstetige Funktion .
Wir werden gleich sehen, dass damit keine gleichm&Bige Konvergenz vorliegen kann.
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Graphen von f,(x) = x”

fi

f7
f2 f3

—_e
4
=

—
H-

Peter Becker (H-BRS) Einfiihrung in die Analysis



Beispiel einer Funktionenfolge (1)

Beispiel 4.29

Wir betrachten die Funktionenfolge (f,) mit f, : R — R, x — x + 1. Fiir x € R gilt

f(x) = lim fp(x) = x.

n—o00

Hier konvergiert (f,) gleichmaBig gegen f.
Beweis: Fiir ¢ > 0 wihle ng := [1].
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Veranschaulichung der gleichmaBigen Konvergenz

=
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Funktionenfolgen und gleichmiBige Konvergenz
Stetigkeit der Grenzfunktion
Satz 4.30

Wenn eine Folge stetiger Funktionen (f,) gleichmiBig gegen eine Funktion f konvergiert, dann
ist f stetig.

v

Beweis.
Wir zeigen die Stetigkeit der Grenzfunktion mit dem e-d-Kriterium:

Ve > 035 > 0Vx : [x — X'| < § = |f(x) — f(X)| <e.

Es sei € > 0 beliebig. Da (f,) gleichmaBig konvergiert, existiert ein ny € N, so dass fiir alle
n > ng und alle x, x" gilt:

Ifa(x) — f(x)| <e und [f(X)—f(X)| <e
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Fortsetzung Beweis.

Da f, stetig ist, existiert zu € ein § > 0, so dass fiir alle x, x’ mit [x — x| < § gilt:

Ifa(x) — f(X)| < e.

Damit folgt:
FO) = FO) = 1F(x) = Fa(x) + Fa(x) = fa(X) + fa(x') = £(x)]
< () = fa()] + 1fa(x) = faX)] + [fa(xX) = £(X)]
< 3e.
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Stetigkeit von Potenzreihen (1)
Satz 4.31

Es sei Y72 5 an(x — xo)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0.

Dann konvergiert die Funktionenfolge
foilxo—rx+r] — R

X Z a(x — x0)¥

fiir alle 0 < r < R gleichmaBig gegen
filxo—r,xo+r] — R

00
X = Zak(X—Xo)k
k=0

v
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Beweis.

Fiir p < R konvergiert die Reihe >~} arpk.

Also ist die Folge (axp*) eine Nullfolge und damit konvergent.
Also ist sie auch beschrinkt, d. h. |axpX| < K fiir alle k € N.
Fiir x mit |[x — x| < rund r < p < R gilt also

Uk
akpk%' < Ko

‘ak(x = Xo)k| =

mit 0 <0 := 7 <1.
Die (geometrische) Reihe > 7% j K6* ist konvergent.
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Fortsetzung Beweis.

(o)
@ Also existiert zu jedem € > 0 ein ng € N mit Z Ko < e
k=no+1
e Fiir alle x € [xo — r,xo + r] und alle n > ng gilt damit:

[e.9]

() = FO) = | D akl(x = x0)"

k=n+1

(oo}
< ) Ko
k=n-+1
< €.
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Funktionenfolgen und gleichmiBige Konvergenz
Stetigkeit von Potenzreihen (II)

Aus Satz 4.30 und Satz 4.31 folgt, dass alle Potenzreihen im Inneren des Konvergenzradius
stetig sind.

Folgerung 4.32
Es sei P(x) = 72 g an(x — xo)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0.

Dann ist die Funktion P : (—R, R) — R, x — P(x) stetig.

Bemerkung: Damit sind insbesondere die trigonometrischen Funktionen sin : R — R und
cos : R — R stetig.
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Stetige Fortsetzbarkeit zweier Funktionen

Lemma 4.33
Es gilt
im sin(x) 3
x—0 X
und |
li % - 1.
x—0 X
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Beweis.
Wir beschranken uns auf den Beweis des ersten Grenzwerts.
Fiir x # 0 ist
. o0 o
sin(x) _ 1 3 (=1)" ont1_ S (=1)" 2n
X x ~—~ (2n+1)! 2n+1)1"
n=0 n=0

Fiir die Potenzreihe rechts gilt R = co. Sie konvergiert im Entwicklungspunkt 0 und nimmt
dort den Wert 1 an. Da die Potenzreihe stetig ist, folgt die Behauptung.
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Beweis des ldentitatssatz fiir Potenzreihen (1)

Lemma 4.34

Es sei P(x) =72 g anx" eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius und (c) eine
Nullfolge mit ay # 0 fiir alle k € N.

Existiert ein kg € N, so dass fiir alle k > kg

P(ak) = O

gilt, dann folgt
an=0

fiir alle n € Np.
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Beweis.
Wir beweisen die Aussage mit vollstdndiger Induktion.
n=0:
ap = P(0) = lim P(ax)= lim 0=0.
k—00 k—00
n— n+ 1: Aus der L.V. folgt ag =a; = --- = a, = 0. Es sei

P(x
Q(x) = % :3n+1+an+2x+an+3x2+....

Damit folgt nun
P
dp+l = Q(O) = ||m Q(ak) = % = 0.
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Beweis des Identitatssatzes fiir Potenzreihen (I1)

Beweis von Satz 3.56
Es sei

o0

h(z) == f(z) — g(z) = Y _(an — bn)2"-

n=0
N. V. gilt dann h(z) = 0 fiir alle 0 < |z| < min{R¢, Rg} =: R, insbesondere also h(a) = 0 fiir

R
o = —.
k= 2k

Mit Lemma 4.34 folgt (a, — b,) = 0 fiir alle n € Ny, also a, = b, fiir alle n € Ny.
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|dentitatssatz fiir Polynomfunktionen

Folgerung 4.35

Es seien

f(z) = av+aiz+---apz"
g(z) = bo+biz+--bpz"
zwei Polynomfunktionen mit ay, ..., an, bo, ..., bm € K.

Dann sind die folgenden Aussagen aquivalent.
(i) Fiir alle z € K gilt f(z) = g(z).
(i) m = n und ax = by fiir alle k € {0,...,n}.
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Monotone Funktionen
Definition 4.36
Es sei D C R. Eine Funktion f : D — R heiBt
(i) monoton wachsend, wenn fiir alle x,x’ € D gilt

x < x' = f(x) < f(xX).

Wenn sogar die strikte Ungleichung f(x) < f(x’) folgt, dann nennen wir f streng
monoton wachsend.

(i) monoton fallend, wenn fiir alle x, x" € D gilt
x < x' = f(x) > f(x).

Wenn sogar die strikte Ungleichung f(x) > f(x’) folgt, dann nennen wir f streng
monoton fallend.
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Existenz einer Umkehrfunktion

Satz 4.37

Es sei f : [a, b] — R eine stetige, streng monoton wachsende Funktion mit A := f(a) und
B = f(b).

Dann gelten folgende Aussagen:

(i) f bildet das Intervall [a, b] bijektiv auf [A, B] ab und besitzt daher eine Umkehrfunktion
F=1.

(i) Die Umkehrfunktion f=1 : [A, B] — R ist ebenfalls stetig und streng monoton wachsend.

v
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Beweis von (i).
o Aus dem Zwischenwertsatz folgt f([a, b]) 2 [A, B.
e Fiir a < x < b folgt wegen der strengen Monotonie A = f(a) < f(x) < f(b) = B und
somit f([a, b]) C [A, BJ.
e Aus f([a, b]) 2 [A, B] und f([a, b]) C [A, B] folgt f([a, b]) = [A, B]. Insbesondere ist
damit die Abbildung f : [a, b] — [A, B] surjektiv.
@ Es sei nun x # x’. Dann gilt entweder x < x’ oder x > x’. Aus x < x’ folgt wegen der

stregen Monotonie f(x) < f(x’) und damit f(x) # f(x’). Analog folgt aus x > x’
ebenfalls f(x) # f(x’). Also ist f injektiv.

@ Wenn die Funktion f : [a, b] — [A, B] injektiv und surjektiv ist, ist sie bijektiv und besitzt
eine Umkehrfunktion £~ : [A, B] — [a, b].

Peter Becker (H-BRS) Einfiihrung in die Analysis Sommersemester 2024 328 /586



Beweis von (ii).
Strenge Monotonie der Umkehrfunktion
@ Esseien y,y’ € [A, B] mit y < y’. Dann existieren x, x’ € [a, b] mit f~1(y) = x und
f=1(y') = x. Aus der Eigenschaft der Umkehrfunktion folgt f(x) =y und f(x') = y’.

@ Ann.: x > x". Dann wiirde aus der Monotonie y = f(x) > f(x’) = y’ folgen. Widerspruch!
Also folgt aus y < y" auch f=1(y) < f=1(y").

Stetigkeit der Umkehrfunktion
o Wir zeigen mit dem e-6-Kriterium, dass f~1 stetig in yp ist.
@ Es sei yp € [A, B] und € > 0 beliebig. Wir definieren:

1 . —
xo =1 "(y),x_ :=x0 — €, x4 1= xo + €.

Damit gilt x_ < xp < x4+ und wegen des streng monotonen Wachstums
y— = f(x2) <yo < fx4) =t y4.
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Fortsetzung Beweis (ii).

(i) Wahle 6 < min{yy — yo0,%0 — y-}.

= y-<yo—odundy; >yp+9o
= y_<yw—-0<y<y+0<y;firalle|y —y| <9

Wegen des streng monotonen Wachstums folgt damit aus |y — yp| < 9
X < f_l(y) < Xi,

also |[F~1(y) — F ()| < e
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Monotonie und Bijektivitat der Exponentialfunktion
Lemma 4.38

Die Exponentialfunktion exp : R — R ist streng monoton wachsend, bildet R auf Ry ab und
besitzt eine Umkehrfunktion exp~! : R, — R.

Beweis.
Fiir x > 0 gilt
(0.0) Xn
exp(x) = 1+X+ZH >1+x>1.
n=2
Damit folgt fiir x,x’ € R mit x < x’

>1
——

exp(x’) = exp(x’ — x + x) = exp(x’ — x) exp(x) > exp(x).

Also ist exp streng monoton wachsend.

v
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Fortsetzung Beweis.
Wegen exp(x) > 1 + x gilt limy_oo exp(x) = co. Weiterhin gilt

1 1
< 9y
exp(x) — 1+x

0 < exp(—x) =

woraus limy_,_~ exp(x) = 0 folgt. Wegen exp(x) > 0 fiir alle x € R und wegen der Stetigkeit

von exp folgt
exp(R) = R;.

Die Existenz der Umkehrfunktion folgt dann aus Satz 4.37 (i).
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Logarithmus

Definition 4.39
Die Funktion
log: Ry — R

sei die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion. Die Funktion heiBt der (natiirliche)
Logarithmus.

Folgerung 4.40

Die Funktion log : R, — R ist stetig und streng monoton wachsend.

Beweis.
Folgt direkt aus Satz 4.37 und Lemma 4.38.
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Stetigkeit

Veranschaulichung des Logarithmus

log(x)
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Additionstheorem fiir den Logarithmus
Satz 4.41

Fiir alle x,y € R, gilt log(xy) = log(x) + log(y).

Beweis.
Es seien x,y € R, beliebig. Dann existieren eindeutig bestimmte Zahlen «, 8 € R mit

x =exp(a) und y=exp(s)
und damit gilt log(x) = « und log(y) = 8. Es folgt
log(xy) = log(exp(a)exp(8))

log(exp(a + 3))
a+p

= log(x) + log(y).

v
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. L) \<hiunitionen

Verallgemeinerung der Potenzen (1)

Lemma 4.42

Sind fi, f, : R — R zwei stetige Funktionen, die auf Q identisch sind (also f(q) = f(q) fiir
alle g € Q), dann sind sie auch auf R identisch (also fi(x) = f2(x) fiir alle x € R).

Beweis.
Man mache sich folgendes klar: Fiir alle x € R existiert eine Folge (x,) in Q mit lim x, = x.
n—00

Aus der Stetigkeit von f; und f, folgt dann mit solch einer Folge (x,):

i) = Iy e = [, es) = )
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Verallgemeinerung der Potenzen (II)

Satz 4.43
Es sei a > 0. Wir definieren die Funktion

b R—>R

durch
f2(x) := exp(x - log(a)).
Dann gilt fiir alle r € Q die Gleichung

f(r) = a".
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Beweis.
Mit vollstandiger Induktion zeigen wir zunéchst, dass f,(n) = a” fiir alle n € N gilt.

n=1: f3(1) = exp(1 - log(a)) = exp(log(a)) = a.
n—n+1:

fan+1) = exp((n+1)-log(a))
exp(n - log(a) + log(a))

exp(n - log(a)) - exp(log(a))

fa(n) ’ fa(l)
n+1‘

= a"-a=a

Damit gilt die Aussage fiir alle n € N.
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Fortsetzung Beweis.
Weiterhin gilt

fa(=n) = exp(—n-log(a))
1

exp(n - log(a))
1

fa(n)
1

an

= a "

Also gilt f,(n) = a" sogar fiir alle n € Z.
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Fortsetzung Beweis.
Es sei nun r = § mit p € Z und g € N. dann gilt:

(fa(r))? = (exp(r - log(a)))?
= exp(qr - log(a))
= exp(p - log(a))
= fip)

Also ist fo(r) = ¥/aP = a".
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Verallgemeinerung der Potenzen (I11)

Definition 4.44
Fiir a > 0 und beliebige x € R sei

a* = exp(x - log(a)).

Folgerung 4.45
Fiir alle x € R gilt e* = exp(x).

Beweis.
e = exp(x - log(e)) = exp(x - log(exp(1))) = exp(x - 1) = exp(x).
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Potenzgesetze

Satz 4.46
Fiir alle a,b € Ry und alle x,y € R gilt
(i) &Y = a2,
1
at=—
aX
Y = a9,

ab)* = a*b*.

i

i)
(i) (
iv) (

Beweis.

Ubungsaufgabe.

Peter Becker (H-BRS) Einfiihrung in die Analysis Sommersemester 2024 342 /586



Rechenregeln fiir den Logarithmus
Satz 4.47
(i) Fiir alle a € Ry und x € R gilt

log(a¥) = x - log(a).

(i) Fiir alle x,y € Ry gilt

log ()y—() = log(x) — log(y).

Beweis.
Tafel &.
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Logarithmen zu anderen Basen

Definition 4.48
Fir a € Ry sei log, : Ry — R die Umkehrfunktion zu f(x) = a*.

Der Wert log,(x) heiBt Logarithmus von x zur Basis a.

Also ist log,(x) die Zahl y, die die Gleichung a* = x |6st.

Einen Logarithmus von x zur Basis a konnen wir stets mit dem natiirlichen Logarithmus
ausdriicken.

Lemma 4.49
Fiir alle a € Ry und x € R gilt

_ log(x)
log,(x) = og(a)’
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S Bl
Wichtige Grenzwerte

Satz 4.50

(i) Fiir alle a > 0 gilt
lim /a=1.

n—o0

(ii) Fiir alle k € N gilt

X
lim — =00 wund Ilim xke™ = 0.
X—00 X X—»00
Die Exponentialfunktion wichst also schneller als jede Polynomfunktion.
(iii)

lim | = d liml =
Jim og(x) =00 un X{no og(x) 00
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Fortsetzung Satz.
(iv) Fiir alle o > 0 gilt

|
im %8%) 0 ind  lim x® log(x) = 0.
x—00 X% x\,0

Der Logarithmus wachst also langsamer als jede Polynomfunktion.
(v) Fiir alle o > 0 gilt

im x~*=0 und Imx®=0.
X—00 x\,0
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Beweis.
(i)
lim va =

n—o0

) 1
lim an
n—o00

1o col(Bre)

n— o0

n—oco n

exp(0) = 1.

.1 : .
exp | lim —log(a)) weil exp stetig
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. Ll 57 Grenzverte

Fortsetzung Beweis.
(ii) Fir beliebige k € N und x > 0 gilt

co XN Xk+1
P =212 Gy
n=0
Daraus folgt
ex N X .
)k = kT D)l xooo

Die zweite Aussage folgt durch Invertieren.
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SIS Spezielle Grenzwerte

Fortsetzung Beweis.

(iii) Aus der stregen Monotonie der Funktion log(x) folgt fiir beliebige x, S € Ry mit x > e° die

Ungleichung log(x) > S.

Also wéchst der Logarithmus iiber jede Schranke hinaus, d. h.

XILn;O log(x) = oo.

Betrachten wir weiter

lim | =—lim|
fimlog(x) = - i log

und setzen y := %
Dann ist x N\, 0 dquivalent zu y — oo. Also gilt

lim log(x) = — lim log(y) = —ooc.
x\,0 y—00
V.
Peter Becker (H-BRS) Einfiihrung in die Analysis Sommersemester 2024 349 /586



Fortsetzung Beweis.

(iv) Wegen (iii) ist x — oo dquivalent zu y — oo mit y = a/log(x). Damit folgt

x—00  XO x—o0 exp(alog(x))  y—oo aexp(y)
Aus | (1)
a — 198 \X)
x%log(x) = (l)o‘

ergibt sich die zweite Behauptung.
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Fortsetzung Beweis.

(v) Folgt aus (iv), da

log(x)
XO(

0<x <L

fir alle x > e und
0 < x% < —x%log(x)

firalle 0 < x < % gilt.
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Alternative Darstellung der Exponentialfunktion

Satz 4.51
Es gilt
X\ N
e = lim (1+ —)
n—oo n
Bemerkung:

e Mit diesem Satz haben wir eine weitere Moglichkeit, exp(x) ndherungsweise zu

bestimmen.
o Allerdings konvergieren die Partialsummen der Exponentialreihe 77 o ’:1—',7 deutlich
schneller als die oben angegebene Folge.
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SIS Spezielle Grenzwerte

Vektorraum der stetigen Funktionen

Definition 4.52
Es sei D C R mit D # ().
Mit C(D) bezeichnen wir die Menge der stetigen reellwertigen Funktionen, also

¢(D) = {f|f : D — R}.

Satz 4.53
C(D) bildet mit den (iblichen Verkniipfungen + und - definiert durch
(fF+e)x) = f(x)+a(x)
A H)x) = A-f(x)

(fiir alle f,g € C(D) und \ € R) einen R-Vektorraum.
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SIS Spezielle Grenzwerte

Zusammenfassung

Stetigkeit mittels Konvergenz von Folgen: lim,_. f(xn) = f(xo) fiir alle Folgen mit
liMp—o0 Xn = Xo-

Stetigkeit als beliebige kleine Funktionsidnderung bei hinreichend kleiner
Argumentsinderung: e-d-Kriterium

Funktionsgrenzwerte und stetige Fortsetzung

Zwischenwertsatz

Extremwertsatz von WeierstraB

gleichm&Bige Konvergenz bei Funktionenfolgen und Stetigkeit von Potenzreihen
Stetigkeit der Umkehrfunktion und Definition des Logarithmus

exp(x) wachst schneller als jedes Polynom, log(x) wachst langsamer als jedes Polynom.
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