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Mit 24 Punkten haben Sie die Klausur bestanden, ab 48 Punkte erhalten Sie eine 1.0.

Es sind keine Hilfsmittel erlaubt.

Sie miissen lhre Antworten begriinden.

Tipp: Schauen Sie sich erstmal alle Aufgaben an.

Viel Erfolg!




Aufgabe 1 (24-34243=10 Punkte)
Entscheiden Sie fiir jede der folgenden Reihen von (a) bis (c), ob sie

e absolut konvergent,
e konvergent aber nicht absolut konvergent oder

e divergent

ist (mit Begriindung).

(a)

o0

Z 3n + log(n)
an? +/n

n=1

SRES
1+ logn

n=1

= /3+2n\"
Z<2+3n)

n=0

Bestimmen Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihe:

(d)

— (2n)!
Z (n!)zx

n=0

Losung:

(a) Die Reihe ist divergent, denn es gilt

3n + log(n)

4n? 4+ \/n

Damit ist die harmonische Reihe mit dem Faktor g eine Minorante. Mit dem Minoranten-
kriterium folgt die Divergenz.

3n 3n 3 .

~4n2+n2 B2 5

1
n




(b) Es gilt log(n) — oo fiir n — oo. Weiterhin ist log(n) streng monoton wachsend. Damit

1st
1

1 + log(n)

eine streng monoton fallende Nullfolge. Mit dem Leibnizkriterium folgt, dass die Reihe

(=D
Zl 1+ log(n)

konvergent ist. Die Reihe ist aber nicht absolut konvergent, denn wegen

(=)™ B 1 S 1
L +log(n)| 1+1log(n) ~ n
ist die harmonische Reihe eine Minorante.
(c) Am einfachsten geht es mit dem Wurzelkriterium:
B 3+ 2n 2

n

— =<
2+ 3n 3

3+2n\"
2+ 3n

Also ist die Reihe absolut konvergent.

Auch einfach: Majorantenkriterium mit der geometrischen Reihe als Majorante. Es gilt

3+2n 2

_> p—

2+3n 3
34+2n

Also existiert ein ng mit

Wihle € = %.
Also gilt fiir alle n > ng:

2 1 .
Son 3‘ < § fiir alle n > ny.

3+2n<2 1 5

5433766

Damit ist die geometrische Reihe » 7 (%)n ab ng eine Majorante.

Mit dem Quotientenkriterium muss man mehr rechnen, geht aber auch:
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(d) Quotientenkriterium:

Also: Konvergenzradius R =

1
4

2n+2)! n
Gz | (2n+2)!(n)?
Ctyn |~ @00+ 1))

x| =

(2n+2)(2n +1)

(n+1)?



Aufgabe 2 (24+342+4142=10 Punkte)

Wir betrachten die Folge der Funktionen f,, : R — R, die gegeben ist durch

| 1—n|z| ﬁir—%ﬁxﬁ%
fa(2) _{ 0 sonst

(a) Skizzieren Sie den Graphen von f,,.

(b) Gegen welche Funktion f konvergiert die Funktionenfolge (f,,) punktweise? (Die Antwort
muss begriindet werden.)

(c) Geben Sie die Bedingung fiir die gleichméBige Konvergenz einer Funktionenfolge ( f,,) gegen
eine Grenzfunktion f an.

(d) Wie lautet die Negation der Bedingung aus (c)?

(e) Zeigen Sie mit der Bedingung aus (d), dass die oben definierte Funktionenfolge (f,,) nicht
gleichméfig gegen die Grenzfunktion f konvergiert.

Losung:
fu()
1
x
1 1
(a) n n
(b)
: 1 firx=0
f(@) :nh—{Iolofn(x) a { 0 firxz+#0
Begriindung:

— x =0: Es gilt f,(0) =1 fiir alle n und somit gilt lim,, . f,,(0) = 1.
— x # 0: Dann gilt fiir alle n > ‘%| . fn(x) = 0 und damit lim,, ., f.(x) = 0.

(¢) (fn) konvergiert gleichméBig gegen eine Funktion f genau dann, wenn gilt:
Ve >03dng € NVn > noVe e R:|fu(x) — f(z)] <€

(d)
Je > 0Vng € NIn >nodz € R: |fu(z) — f(z)] > €

(¢) Wihle € = 3. Sei ng beliebig. Wihle n = ny und z = ﬁ Damit gilt x # 0 und somit

f(z) = 0. Es ergibt sich
1 1
=) =1 =ny- —
f 0 (2710) ' ’ 1o 2”0
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Aufgabe 3 (342+45=10 Punkte)
(a) Essei f: R — R mit

fz) = ae 3" fir x >0
20 +b firx <0

Fiir welche a,b € R ist f stetig auf R?
(b) Ist die Funktion f aus (a) in 2o = 0 differenzierbar (mit Begriindung)?

(c) Zeigen Sie: Die Funktion f : R — R mit

1
f(x) = gx?’ — 32 + 127 +5

hat genau eine Nullstelle.

Loésung:

(a) Die Funktion f(z) = ae " ist stetig fiir > 0, die Funktion f(z) = 2z + b ist stetig fiir
x <0, also ist f(z) auf jeden Fall stetig auf R\ {0}.

Damit f(z) stetig in xg = 0 ist, miissen der links- und rechtsseitige Funktionsgrenzwert in
xo libereinstimmen, d. h. es muss

lim f(x) = lim f(z)

gelten. Es gilt

. . —372 . _ 2.2
lim f(z) = limae™ =a-lime™ =a-e’=a
z\,0 z\,0 z\0

und

lim f(z) =lim2s4+b=2-0+b=10
z 0 z 0

Also ist f(z) genau dann auf R stetig, wenn a = b gilt.
(b) Fiir z > 0 gilt f'(z) = —6x ae>*" und damit f'(04) = 0.
Fir x < 0 gilt f'(z) = 2 und damit f'(0—) = 2.
Also gilt immer f/(0+) # f/(0—). Damit ist die Funktion in 2y = 0 nicht differenzierbar.
(c) f ist stetig (Polynom). Es gilt f(0) =5 > 0 und f(—1) = —3 —3—12+5 < 0. Also hat f
nach dem Zwischenwertsatz mindestens eine Nullstelle.

Weiterhin gilt:

fl(x) = 2*—6x+12
= (2> —6x+9)+3
= (r—=3)*+3>0

Also ist f streng monoton steigend und hat damit hochstens eine Nullstelle.

Aus mindestens eine Nullstelle und hochstens eine Nullstelle folgt genau eine Nullstelle.



Aufgabe 4 (34-34+4=10 Punkte)

Bestimmen Sie fiir (a) und (b) die Grenzwerte:

(a)
lim ——~
2—0 sin(2z)
(b)
lim cosh(2x) — 1
=0 13 4 52

Es sei f(x) = xe®™ mit a # 0. Zeigen Sie:
()
f™(z) = (a"z + na™1)e™®

Losung:

. x . 1
im—— = lim—
20 sin(2x) 20 2 cos(2x)
B 1
~ 2cos(0)
1
2

cosh(2z) — 1 . 2sinh(2xz)

it S lim 22—/
e—0 3 4 52 2—0 322 + 10z

4 cosh(2x)
im ————=
z—0 0Oz + 10
4 cosh(0)

10

neax + ((an + na —1) ca- eaz
neaa: + (an—i-lx_'_nan)eaw
= (a" +a"Mx 4+ na")e™

(

an-&-lx_{_ (n‘l‘ 1)an)eaa:

(

= ((a"z +na"")e)’
a n
a



Aufgabe 5 (24-543=10 Punkte)

(a) Zitieren Sie den Mittelwertsatz.

(b) Es gelte a < bund f,g: [a,b] — R seien zwei auf [a, b] differenzierbare Funktionen.

Zeigen Sie: Aus f(a) < g(a) und f'(x) < ¢'(z) fir alle x € [a, ] folgt f(z) < g(x) fiir alle
x € [a,b].

(c) Zeigen Sie, dass die Funktion

1
f(x) = Z:BA‘ — 42% + 302 — 62 + 2

streng konvex ist.

Losung:

(a) Seia < bund f: [a,b] — R eine auf [a, b] stetige und auf (a,b) differenzierbare Funktion.
Dann existiert ein £ € (a, b) mit

f(b) = f(a)
/ -7 v 7
(b)  — Am einfachsten geht es mithilfe der Monotonie:
Wir definieren h(z) := f(z) — g(z). Damit folgt nach Voraussetzung h(a) = f(a) —

g(a) < 0.

Da f und g differenzierbar sind, ist auch h differenzierbar und es gilt h’(x) < 0 (wegen
f'(x) < ¢'(x)). Damit ist h(x) monoton fallend.

Wenn h(z) monoton fallend ist, folgt h(x) < h(a) < 0 fir alle x € [a, b].
Aus h(xz) = f(z) — g(z) <0 folgt f(z) < g(x) fiir alle x € [a, b].
— Beweis direkt mithilfe des Mittelwertsatzes:

Wir definieren h(z) := f(z) — g(z). Damit folgt nach Voraussetzung h(a) = f(a) —
g(a) <0.

Da f und g differenzierbar sind, ist auch h differenzierbar und es gilt A'(z) < 0 (wegen
f(x) < g'(2)).
Mit dem Mittelwertsatz folgt fiir ein beliebiges = € [a, b]:
h(x) — h(a) = W' (§)(z — a)
und damit

h(x):@+w(x—a)§0

<0
Aus h(x) = f(z) — g(z) <0 folgt f(z) < g(z) fiir alle x € [a, b].
(¢c) Wenn f”(z) > 0 gilt, dann ist f streng konvex. Also berechnen wir die zweite Ableitung.
f'(z) = 2° — 122 4+ 602 — 6
f"(z) = 32°— 241 +60

3(z* — 8x + 20)
= 3((x—4)>+4) >0



Aufgabe 6 (34+34+4=10 Punkte)

Ermitteln Sie eine Stammfunktion:
(a)
/ 2% cos(z) dx
Berechnen Sie die folgenden Integrale:
(b)
1
/ wsin(l + 2?) dv

1

[e @]
/ e B g
0

(c) Es sei a > 0.

Losung:

/x2 cos(z) dz
Partielle Integration: f(z) = 2? = f'(x) = 2x,¢'(z) = cos(z) = g(z) = sin(x)
= 2?sin(x) — 2 [ wsin(z) dx
nochmals partielle Integration: f(z) =2 = f'(z) =1, ¢ () = sin(z) = g(z) = — cos(x)

— 2?sin(z) — 2 <—xcos(x) + / cos(z) dm)

= 2?sin(z) — 2 (—wcos(z) + sin(x))

= z%sin(z) + 22 cos(x) — 2sin(x)

(b) Wir ermitteln zunédchst eine Stammfunktion
/msin(l + 2?) dr = %/2$ sin(1 4 2?) dx
Substitution: f(z) = sin(z) = F(x) = —cos(z),g(x) =1+ 2* = ¢'(z) = 2x
= —% cos(1 4 %)

Damit ergibt sich

! 1 ' 1 1
/ zsin(l + 2%) dr = —3 cos(1+2%)| = —3 cos(2) — <—§ COS(Z)) =0

1 -1
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