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Motivation

Von Intelligenztests kennen wir die Aufgabe, eine Abfolge von Zahlen fortzusetzen:

1,4,9,16,25,...
2,3,5,7,11,13,17, ...
1,-2,3,—4,5 —6,...

1,5,7,17,31,65,. ..
11 11

M 2737 4757"‘

1i,—1,—i,1,i,—1,—i,1,...

Solch eine RegelmaBigkeit in der Abfolge der Zahlen driicken wir in der Mathematik durch eine
Funktion aus.
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Folge

Definition 2.1
Es sei M eine Menge. Eine Folge oder Zahlenfolge in M ist eine Abbildung

a: N - M
n — a(n).

Statt a(n) schreiben wir i. d. R. a, und fiir diese Abbildung (an)nen, (an)n>1 oder auch nur

(an)-
Das Element a,, heiBt n-tes Folgenglied der Folge (a,).

Fiir M = R sprechen wir von einer reellen Folge, fiir M = C von einer komplexen Folge.
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Beispiele fiir Folgen

Beispiel 2.2
Die Folgen von Folie 96:

an = n

b, = n-te Primzahl

e = (=1)"1n

dy, = 2"+ (-1)"

—1 n+1
. o
n
o= I )
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Rekursiv definierte Folgen

Folgen miissen nicht — wie die vorangegangenen Beispiele — explizit definiert sein, sondern
kdnnen auch rekursiv definiert werden.

Definition 2.3 (Fibonacci-Folge)

Die Fibonacci-Folge (F,)n>0 ist wie folgt definiert:

FO = 07
R = 1,
F, = Fp_1+F,_o fiirn>2.

Typisches Problem bei der Analyse von Algorithmen:

o Ermittle eine explizite Formel fiir die Folgenglieder einer rekursiv definierten Folge.
o Fiir die Fibonacci-Folge leistet dies die Formel von Moivre-Binet.
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Beispiel 2.4

Wie viele Parkettierungen p, mit Kacheln der GroBe 1 x 2 bzw. 2 x 1 gibt es fiir ein Feld der
GroBe n x 27

Also gilt
pr=1,p2 =2,pp = pp_1+ pp—2, fiirn>3

und somit p, = Fpy1.

y
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Formel von Moivre-Binet
Satz 2.5
Fiir die Fibonacci-Folge (F,) gilt

Beweis.
Mittels vollstandiger Induktion.

@ Der Beweis fiir die Korrektheit einer expliziten Formel ist i. d. R. viel einfacher als die
Herleitung solch einer expliziten Formel.

@ Im Verlauf der Vorlesung lernen Sie auch erste Ansdtze zur Herleitung solch expliziter
Formeln.
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Grenzwert einer Folge
Definition 2.6
Es sei (a,) eine reelle Zahlenfolge.

Eine Zahl a € R heiBt Grenzwert der Folge (a,), wenn zu jeder (noch so kleinen) reellen Zahl
€ > 0 eine Zahl ng € N existiert, so dass fiir alle natiirlichen Zahlen n > ng

lan —a| < e

gilt.

@ Im Folgenden bezeichne € stets eine positive reelle Zahl und n eine natiirliche Zahl.

@ In Quantorenschreibweise lautet die Bedingung aus Definition 2.6:
Ve >03dng € NVn>ng:|a,—a| <e
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Beispiele fiir Grenzwerte von Folgen

Beispiel 2.7

@ Die Folge (an)nen mit a, == % hat den Grenzwert 0.

Beweis: Sei ¢ > 0 beliebig. Wahle ng > % (nach Archimedischem Prinzip mdglich).

Damit folgt fiir alle n > ng:
1
i 0‘ _
n

1
no

S|

< < €.

@ Die Folge (bp)pen mit b, :=1— % hat den Grenzwert 1.
Wegen

1 1
bp—1|=[1—= 1=~
n n

verlduft der Beweis analog zur Folge (ap).
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Fortsetzung Beispiel.

© Die Folge (c,) mit ¢, := g" hat fiir alle 0 < g < 1 den Grenzwert 0. Dies folgt direkt aus
Satz 1.27 (ii).

O Die Folge (d,) mit d, := v/K hat fiir alle K > 1 den Grenzwert 1.
Beweis: Fiir x, := V'K — 1 ergibt die Bernoullische Ungleichung

K=(14x,)">1+ nx,.

Damit folgt x, < % und es gilt

. . K
\/K—l‘:x,,<efurallen2n0>—.
€
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Konvergen
Mathe «— Deutsch

Ve >0 Fiir jeden noch so schmalen Streifen
dng € N gibt es einen Index ng,
Vn > ng so dass ab diesem Index ng alle Folgenglieder
lap —a| <€ in diesem Streifen um a herum liegen.

@ Wie hingt typischerweise ng von € ab?

@ Genauer: Was passiert mit ng, wenn ¢ kleiner wird?
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Veranschaulichung der Grenzwertdefinition

1
an:H

p
1+ e "o
11 .
2 L
+e4+------- -~ . R *————- .
: : : : : ' : —
_S e
1 2 3 4 5 6 7 8
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Konvergenz
Negation der Grenzwertdefintion (1)

Aus den mathematischen Grundlagen kennen Sie (strenge) pradikatenlogische Formeln der
Form

Vx A(x) bzw. 3IxA(x).
Die Formel
Vx > 0: A(x)

entspricht eigentlich nicht der strengen Syntax der Pradikatenlogik. Sie ist eine Kurzform fiir
Vx (x >0 — A(x)).

Wie lautet die Negation dieser Formel?
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Konvergenz
Negation der Grenzwertdefintion (2)

Negation:

—(Vx (x >0 — A(x)))
Ix —(x > 0 = A(x))
Ix =(=(x > 0) V A(x))
Ix (x > 0 A -A(x))

Ix > 0: -A(x)

Damit lautet die Charakterisierung fiir “a ist nicht Grenzwert der Folge (a,)":

Je>0Vnp e NIn>ng:|a, —a| > ¢
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Konvergenz

Definition 2.8

Die reelle Folge (a,) heiBt konvergent, wenn sie einen Grenzwert besitzt. Eine konvergente
Folge mit Grenzwert O heiBt Nullfolge.

Wenn (ap) nicht konvergent ist, dann heiBt (a,) divergent.

@ In Quantorenschreibweise lautet konvergent

JdJaceRVe>03dng e NVn>ng:|a, —a|l <e

@ und dementsprechend divergent

VaeR3e >0Vnp € NIn>ng:|a, —a| > e.
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Beispiele fiir divergente Folgen

Beispiel 2.9
© Die Folge (a,) mit a, = g" ist fiir alle ¢ > 1 divergent. Dies folgt direkt aus Satz 1.27 (i).
@ Die Folge (b,) mit b, = (—1)" ist divergent.
Beweis:
Fiir jedes a ¢ {1, —1} gilt mit e = $ min{|a— 1|, |a+ 1]} > 0, dass |a, — a| > e fiir alle

n € N. Also kommen nur 1 und —1 als Grenzwert in Frage.
Sei a = 1. Wahle e = 1. Sei ny € N beliebig. Wahle n = 2ng + 1. Damit gilt

lan—a| = [(-1)** T -1 =|-1-1=2>¢=1.

Analog fiir a = —1: Wahle hier n = 2ng.
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Eindeutigkeit von Grenzwerten

Satz 2.10

Es sei (an) eine konvergente Folge und a und & seien Grenzwerte von (a,).

Dann gilt a = a'.

Damit ist der Grenzwert einer konvergenten Folge stets eindeutig bestimmt.

Definition 2.11

Fiir den (eindeutigen) Grenzwert a einer Folge (a,) schreiben wir

lim a, = a.
n—o0

Weitere geldufige Schreibweise: a, — a fiir n — oo.
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Beweis.
Es sei (a,) eine konvergente Folge und sowohl a als auch &’ sei ein Grenzwert von (a,).

Ann.: a# 2. Dann ist |a— a/| > 0. Wir wihlen 0 < e < %|a — &'|. Dann existieren n; und ny
mit

Yn>np:lap,—al <e
Vn>n:la,—d| <e

Fir n > max{n1, ma} =: noy folgt

la—ad| = |la—a,+a,— 4
< la—an|+]a; - 4|
< 2e
< |a-4|
Widerspruch! Also gilt a = &'. O

v
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Konvergen
Beschranktheit

Definition 2.12
Es sei (an) eine reelle Zahlenfolge.

(i) (an) heiBt nach oben beschrankt, wenn es eine Konstante K € R gibt, so dass a, < K fiir
alle n € N gilt.

(i) (an) heiBt nach unten beschrénkt, wenn es eine Konstante K € R gibt,so dass a, > K fiir
alle n € N gilt.

(iii) (an) heiBt beschrankt, wenn es eine Konstante K € R gibt (also K > 0), so dass
lan| < K fiir alle n € N gilt.

Eine beschrankte Folge ist stets sowohl nach oben als auch nach unten beschrankt. Warum?
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Beispiele fiir beschrankte Folgen

Beispiel 2.13
Die Folgen (an,), (bn), (cn) mit

a, = (=1)"
1— 1 wenn n keine Primzahl ist
b, = n
0 sonst
¢ = (-1)"1—-¢")mit0<g<1

sind alle beschrankt und divergent.
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Konvergente Folgen sind beschrankt
Satz 2.14

Jede konvergente reelle Zahlenfolge (ap,) ist beschrinkt.

Beweis.

Es sei (an) eine konvergente Folge mit limp_o an = a.

N.V. existiert ng mit |a, — a| < 1 fiir alle n > ng. Es folgt fiir alle n > ng:

lan| = |an—a+ 4
< fan —a[ + 4]
< 1+]a|.
Setze K := max{|ai],|az],...,|an,—1], 1+ |a|}. Damit gilt dann |a,| < K fiir alle n € N. O
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Rechenregeln fiir Grenzwerte

Satz 2.15

Es seien (a,) und (by) konvergente Folgen in R mit limp_o0 @y = a und limp_o0 by = b. Dann
gilt:
(i) Die Folge (a, & by) ist konvergent mit Grenzwert a + b.
(ii) Die Folge (Man) fiir A € R ist konvergent mit Grenzwert \a.
(i) Die Folge (anby) ist konvergent mit Grenzwert ab.
(iv) Wenn a # 0 ist, dann existiert ein ng € N, so dass a, # 0 fiir alle n > ng ist.
Die Folge <3_1n>

ist dann konvergent mit Grenzwert %
n>ng

(v) Die Folge (|a,|) ist konvergent mit Grenzwert |al.
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Beweis von (i).
Es sei € > 0 beliebig. Weil die Folgen (a,) und (b,) konvergent sind mit den Grenzwerten a
und b gilt:

€
ElnleN:\a,,—a|<§ﬁirallen2n1

EIngEN:|b,,—b|<%f[iral|en2n2

Wahle ng := max{ny, np}. Dann gilt fiir alle n > no:
|(an — @) + (bn — b)|
lan — a| + |bn — b

+

|(an + bn) = (a+ b)| =

IN

A

— €.

N[

€
2
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Werkzeug fiir Grenzwertbeweise

Lemma 2.16

Es sei (ap) eine reelle Folge.

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) (an) ist konvergent mit Grenzwert a.

(ii)

Jk >0Ve>03dng € NVn> ng : |a, — a| < ke.

Nach Satz 2.16 geniigt es, |a, — a| < ke fiir irgendein positives und von € unabhingiges  zu
zeigen, um damit auf Konvergenz schlieBen zu kdnnen.
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Beweis.

(i)=(ii): Mit x = 1 entspricht (ii) der Grenzwertdefinition.

(ii)=(i): Es sei € > 0 beliebig. Wahle ¢ := £. Nach (ii) existiert ein no, so dass fiir alle n > ng
gilt: |a, — a| < ke'. Also gilt fiir alle n > ng:

la, —a] < ke

Mit Lemma 2.16 werden Grenzwertbeweise einfacher, weil wir nun nicht mehr umstandlich ein
no konstruieren miissen, um damit |a, — a| < € fiir alle n > ng zu zeigen.

Wir werden Lemma 2.16 in vielen zukiinftigen Beweisen nutzen.
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Beweis von Satz 2.15 (jii)

Man beachte: Als konvergente Folge ist (b,) beschrankt, d. h. es existiert ein B > 0 mit

|bp| < B fiir alle n € N.

Es sei € > 0 beliebig. Da (a,) und (b,) konvergent sind, existieren n; und ny mit |a, — a| < €
bzw. |b, — b| < € fiir alle n > ny bzw. n > np. Damit folgt:

|anb, — ab| = |apb, — ab, + ab, — ab|

|anb, — ab,| + |ab, — ab|

|bn(an — a)| + |a(by — b)|

|bnllan — al + [al|bn — b

Be + |ale fiir n > ng := max{n1, ny}
(B + |al)e.

IN

N

Mit Lemma 2.16 folgt, dass ab Grenzwert der Folge (a,bp) ist.
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Beweis von Satz 2.15 (ii), (iv), (v)
Ubungsaufgabe.

Folgerung 2.17

Es sei (ap) eine konvergente Folge mit Grenzwert a.
o Fiir alle k € Nq ist die Folge (aX) konvergent mit Grenzwert a*.
o Fiir alle k € N ist die Folge (%) eine Nullfolge.

Beweis.

Ubungsaufgabe.

Peter Becker (H-BRS) Einfiihrung in die Analysis Sommersemester 2024 121 /586



Anwendung der Grenzwertregeln

Beispiel 2.18
Wir betrachten die Folgen (a,,), (bn), (cn) und (d,) mit
= 2.9
" n n
b = (3+107") 5o
2n% -3
Ch = —5———
n?+n+1
—5n+1
d, = ——.
" 4n2 — 7

Tafel &.
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Bestimmte Divergenz

Definition 2.19

Es sei (an) eine Folge in R.

Wir sagen, dass (a,) bestimmt gegen +oco divergiert (in Zeichen: nll_)ngo ap = +00), wenn es zu
jeder Konstanten M > 0 ein ng gibt, so dass a, > M fiir alle n > ng ist.

Wir nennen (a,) bestimmt divergent gegen —oco (in Zeichen: Ii_)m ap = —o0), wenn die Folge
n—oo

(—an) bestimmt gegen +oo divergiert.
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Beispiele fiir bestimmte Divergenz

Beispiel 2.20

Wir betrachten die Folgen (a,,), (bn), (cn) und (d,) mit
a, = 2"
b, = —n?
¢ = (-1)"-n?
d, = n+(-1)"

(an), (bn), (ds) sind bestimmt divergent, (c,) nicht.
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Rechenregeln fiir bestimmte Divergenz

Wir konnen Satz 2.15 auch fiir bestimmt divergente Folgen verwenden, wenn wir dabei die

folgenden Regeln beriicksichtigen:

ctoo
+c- 00
+c - (—o0)
c

+oo0
00 + 00
—00 — 00
o0 - 00
—00 - 00

(=00) - (=00)

+oo firceR
+oo firc>0
Foo firc>0

0 firceR
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Unbestimmte Verkniipfungen bei bestimmter Divergenz

Folgende Verkniipfungen mit oo kdnnen wir nicht ohne weitere Untersuchung vereinfachen:

0-oo,oo—oo,6,

Wenn wir auf einen dieser Ausdriicke stoBen, miissen wir die Folge so lange umformen, bis wir
entscheiden kdnnen, ob sie konvergent oder divergent ist.
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Konvergenzkriterien

@ Um die Konvergenz einer Folge mittels lhrer Definition oder den Rechenregeln zu zeigen,
bendtigen wir den Grenzwert der Folge.

o Haufig kennen wir den Grenzwert aber nicht.

@ Wir betrachten nun Kriterien, mit denen wir die Konvergenz einer Folge zeigen kdnnen,
ohne deren Grenzwert zu kennen.
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Beispiel 2.21

Es sei

1 n
an = (1—1—;)

Wir wollen die Folge (a,) auf Konvergenz untersuchen. Es sieht so aus, als sei diese Folge
konvergent.

n|1| 2 | 3 | 5 | 10 | 20 | 50 | 100 | 1000
an | 2[2.250|2.370 | 2.488 | 2.594 | 2.653 | 2.692 | 2.704 | 2.717

Aber wie konnen wir Konvergenz zeigen, wenn wir den Grenzwert nicht kennen?
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< bei Folgengliedern setzt sich auf Grenzwerte fort

Satz 2.22

Es seien (ap) und (by) reelle, konvergente Zahlenfolgen mit a, < b, fiir alle n € N.
Dann gilt:

lim a, < lim b,
n—o0 n—o0
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Beweis.

Wir definieren:
a:= lim a,, b:= lim b,
n—o0 n—o0
Ann.: a > b.

agb > 0. N.V. existieren ny, n, € N mit

Dann wahlen wir € =
Yn>ny:la,—a| <e
Yn>ny:|b, — bl <e
Fiir alle n > ng := max{ny, n2} gilt dann

an > a =a a—b_ =
n €= 2 2 2

Widerspruch!
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Schachtelungsprinzip

Satz 2.23

Es seien (an), (bn), (cn) reelle Zahlenfolgen mit a, < b, < c, fiir alle n € N. Weiterhin seien

(an) und (cn) konvergent mit lim a, = lim ¢, = a.
n—o0 n—oo
Dann ist auch die Folge (b,) konvergent und es gilt

lim b, = a.
n—oo
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Beweis.
Es sei € > 0 beliebig. N.V. existieren ny, n, € N mit

VYn>ny:la,—al <e
Vn>ny:|c,—al <e

Es sei ngp := max{ny, np}. Wegen

a—e<a,<b,<cp<a-+te

folgt dann auch |b, — a| < e fiir alle n > no.
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Anwendung des Schachtelungsprinzips
Beispiel 2.24

Fiir die Folge (a,) mit a, := (5 + (—1)”)% gilt
4
— <ap<
n

g(:lon

~—~—
—0
Nach dem Schachtelungsprinzip folgt

i (G- (—1)")% —0.

n—oo

3'7 + (_3)”
4n

Weiteres Beispiel: Folge (b,) mit b, = . Tafel &.
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Monotonie

Definition 2.25
Eine reelle Zahlenfolge (a,,) heiBt
@ monoton wachsend, wenn a, < ap1; fiir alle n € N gilt,
monoton fallend, wenn a, > a,1 fiir alle n € N gilt,
streng monoton wachsend, wenn a, < a4+ fiir alle n € N gilt,

streng monoton fallend, wenn a, > a1 fiir alle n € N gilt,

monoton, wenn sie monoton wachsend oder monoton fallend ist. )
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Satz von der monotonen Konvergenz

Satz 2.26

Jede beschrankte, monotone reelle Zahlenfolge (an) ist konvergent.

Beweis.
0.B.d.A. sei (a,) monoton wachsend und beschrankt.
Es sei a := sup{an|n € N}. Wir zeigen, dass a der Grenzwert von (a,) ist.

Es sei € > 0 beliebig. Nach Lemma 1.23 existiert ein np € N mit a — € < ap, < a. Da die Folge
monoton wachsend ist, folgt fiir alle n > np:

a—e<ap <a,<a

und damit |a, — a| < e.
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Anwendungen monotoner Konvergenz
Beispiel 2.27

Wir setzen Beispiel 2.21 fort.

o Die Folge a, mit

ist monoton wachsend.

o Die Folge b, mit

ist monoton fallend.
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Fortsetzung Beispiel.
o Wegen

1
31§an§(1+—>3n:bn§bl
n

sind (a,) und (b,) beschrankt.
@ Also sind nach Satz 2.26 beide Folgen konvergent (mit Grenzwert a bzw. b).

1
bn:<1+—)- an
n ~—~—

N——— —a
—1

o Wegen

haben beide Folgen aber den gleichen Grenzwert, also a = b.

@ Zur Information: Dieser gemeinsame Grenzwert ist die Eulersche Zahl
e =2.7182818284 .. ..

o Wir werden e spater liber eine andere Folge definieren.

v
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Konstruktiver Wurzelbeweis

Satz 2.28

Es sei a € R.. Die Folge (xn) sei rekursiv durch

X1 = a
1 ..

X, = —(X,,_1+ ) fiir n > 2
2 Xn—1

definiert.

Dann ist die Folge (x,) konvergent und fiir ihren Grenzwert x gilt x > 0 und x> = a.

Bemerkung: Die in Satz 2.28 definierte Folge (x,) heiBt Heron'sche Folge.
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Beweis.
Durch Induktion sieht man sofort, dass x, > O fir alle n € N.

Fiir alle n > 2 gilt

2
x2—a = 1 Xp—1 + 2 —a
n 4 nfl Xn_]_
1 22 4a
= Z Xp_1 +2a+ | — T

B
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Fortsetzung Beweis.

Weiterhin gilt
1 a
Xn — Xn+1 Xn_a Xn+x_n
1 a
— X —_— —
2\ x,
1
(x,% — a) >0
2Xn ~—_—————
o 2°
Also ist (xp)n>2 monoton fallend und beschrankt und damit konvergent mit x := lim,_o Xp.
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Fortsetzung Beweis.
Aus der Definition der Folge ergibt sich

XnXn4+1 = (Xﬁ -+ a) .

N =

Da die Folge (x,+1) den gleichen Grenzwert wie die Folge (x,) hat ergibt sich fiir die
Grenzwerte der linken und rechten Seite

x? =

(2 +2)

N —

und damit x2 = a.
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Implementierung der Heron'schen Folge
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Fehlerabschatzung und Konvergenzgeschwindigkeit

Fiir den Fehler
fo=x,—+a

erhilt man mit der Definition der Heron'schen Folge f,11 = %annz und wegen x, > +/a

weiterhin 1
g1l < =17

2y/a

Damit liegt bei der Heron'schen Folge quadratische Konvergenz vor.
Allgemein ist eine Folge (a,) mit Grenzwert a quadratisch konvergent, wenn eine Konstante K

existiert mit
lans1 —a| < K - |a, — a|%.
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Konstruktion k-ter Wurzeln

Satz 2.29

Es sei a € R,.. Die Folge (xn) sei rekursiv durch

X1 = a

X, = %((k—l)x,,_l—l—%) fiir n > 2

Xn—l
definiert.

Dann ist die Folge (x,) konvergent und fiir ihren Grenzwert x gilt x > 0 und x* = a.
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Intervalle
Definition 2.30

Es seien a, b € R. Wir nennen die Menge

[a,b] ;== {x € Rla < x < b}
das abgeschlossene Intervall von a bis b, die Menge

(a, b] := {x e Rla < x < b}
das linksoffene Intervall von a bis b, die Menge

[a,b) ;== {x € Rla < x < b}
das rechtsoffene Intervall von a bis b und die Menge

(a,b) :={x € Rla < x < b}

das offene Intervall von a bis b.

o
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Intervallschachtelung
Satz 2.31

Es seien (x,) und (y,) reelle Folgen, welche die folgenden Bedingungen erfiillen:
() Vn € N: I, = [xn,yn] # 0
(b) VneN: Ipy1 C I, und

(c) nli_)n;oy,, —x, =0.

Dann existiert genau ein a € R mit a € [xp, y,| fiir alle n € N.

Bemerkung:

(a) ist aquivalent zu: x, < y, fir alle n € N.

o
o (b) ist dquivalent zu: x, < Xp41 A Y1 < yn fiir alle n € N.
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Beweis.
Aus (b) folgt, dass (x,) monoton wéchst und (y,) monoton fillt. Wegen (a) gilt weiterhin fiir
allene N
X1 < Xp < Yn S )1
Damit sind die Folgen auch beschrankt und somit konvergent mit x := lim,_, . x, und
y = lim, yp.

Aus (c) folgt

0 = Ilimy,—
Wiy o=
= lim y,— lim x,
n—o0 n—o0
= y — X
woraus wiederum y = x =: a folgt. Fiir a wiederum gilt x, < a < y, fiir alle n € N. O
v
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Beispiel 2.32

Fir a € Ry konstruieren wir (x,) und (y») und eine Hilfsfolge (z,) wie folgt:

xx = 0
yi = a
1 .
Zy, = 5(X,,+y,,) firn>1
Xp—1 falls 23—1 > a
Xn = flirn > 2
zp—1 falls 2571 <a
Zp—1 falls 2371 >a
Yn = fiir n > 2
yYn—1 falls 2,2,_1 <a

Dann bilden die Folgen (x,) und

—~~

¥n) eine Intervallschachtelung mit

lim x, = lim y, = va.

n—o00 n—o00

v
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T
Teilfolge

Definition 2.33

Es sei (a,) eine Folge und (nk)ken eine Folge natiirlicher Zahlen mit ny < np < ...

Dann heiBt (an, )ken = (any; anys ans, - - .) Teilfolge der Folge (ay).

Beispiel 2.34
e Fiir n, = 2k — 1 erhalten wir die Teilfolge a1, as, as, a7, . . . der ungeraden Folgenglieder
und
@ dementsprechend fiir n, = 2k die Teilfolge ap, as, as, ag, . . . der geraden Folgenglieder.
@ ny = k-te Primzahl ergibt die Teilfolge a, a3, as, a7, a11, . . . mit einer Primzahl als Index.

.
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Satz von Bolzano-Weierstral3
Satz 2.35

Jede beschrankte Folge (a,) reeller Zahlen besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis.

N.V. gibt es A, B € R mit A < a, < B fiir alle n € N. Wir konstruieren induktiv eine Folge
([Ak; Bk])ken von Intervallen und eine Folge (ny) natiirlicher Zahlen, so dass fiir alle k die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) In I := [Ax, Bk] liegen unendlich viele Folgenglieder von (a,),

(ii) [Ak+1, Brra] € [Ak, Bl

(i) Bry1— Akt1 = %(Bk — Ax),
(iv) ney1 > ng,

(V) ap, € [Ak, Bk].

v
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Fortsetzung Beweis.
k = 1: Wir definieren:
Ai1=A, By =B, n =1

k — k+1:

A B
u die Mitte des

@ Sind Iy = [Ak, Bk] und ni bereits konstruiert, so ist My :=
Intervalls /.

e Wegen (i) liegen in [Ag, M] oder in [Mg, Bx] unendlich viele Folgenglieder von (a,). Es
sei [Ak+1, Bk+1] solch ein Intervall mit unendlich vielen Folgengliedern.

e Mit dieser Konstruktion sind (i) bis (iii) erfiillt.
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Fortsetzung Beweis.
@ Da [Ak+1, Bk+1] unendlich viele Folgenglieder von (a,) enthilt, gibt es ein n > nj mit
an € [Aks1; Bital-
@ Es sei ni4q das kleinste solche n. Damit sind (iv) und (v) erfiillt.

@ Nach Satz 2.31 (Intervallschachtelung) folgt: Es existiert genau ein a, dass in allen
Intervallen / liegt.

e Damit konvergiert die Teilfolge (ap, )ken gegen dieses a.
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T
Cauchy-Folge

Definition 2.36
Eine reelle Folge (a,) heiBt Cauchy-Folge, wenn gilt:

Ve > 03dng € NVm,n> ng : |a, — am| < €.

Bemerkungen:

@ Wir werden gleich sehen, dass eine reelle Folge genau dann eine Cauchy-Folge ist, wenn
sie konvergent ist.

@ Da bei der Definition einer Cauchy-Folge aber kein Grenzwert auftritt, haben wir mit der
Definition der Cauchy-Folge ein weiteres Konvergenzkriterium ohne Grenzwert.
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T
Cauchy-Folgen sind beschrankt
Lemma 2.37

Jede reelle Cauchy-Folge (a,) ist beschrinkt.

Beweis.
N.V. existiert ein ng € N, so dass fiir alle n, m > ng gilt: |a, — am| < 1.

Damit erhalten wir fiir alle n > ng die Abschatzung

lanl = lan — an, + an,|
S |an_ano|+|an0|
< 1+ |apyl-

Setze K := max{|a1|, |az], ..., |any—1|, 1+ |an,|}. Dann gilt |a,| < K fiir alle n € N. O

v
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Konvergenz < Cauchy-Folge
Satz 2.38

Es sei (ap) eine reelle Folge. Dann gilt: (ay) ist genau dann konvergent, wenn (a,) eine
Cauchy-Folge ist.

Beweis: konvergent = Cauchy-Folge
(an) sei eine konvergente Folge mit Grenzwert a.

Es sei ¢ > 0 beliebig. N.V. existiert ein ng € N, so dass |a, — a| < 5 fur alle n > ng. Fiir
n,m > ng gilt dann:

lan —am| = l|an—a+a— an
< lan—a[ +]a—an|
< E4°
= — — €.
2 2

v
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Beweis: Cauchy-Folge = konvergent
Es sei (an) eine Cauchy-Folge.
Nach Lemma 2.37 ist (a,) beschrankt. Mit dem Satz von Bolzano-WeierstraB folgt, dass (aj,)
eine konvergente Teilfolge (a,,) hat. Es sei a der Grenzwert dieser Teilfolge. Wir zeigen jetzt,
dass a auch der Grenzwert von (a,) ist.
Sei € > 0 beliebig. Da (an,) gegen a konvergiert, existiert ein Ny € N mit |a,, — a| < ¢ fiir alle
ng > Nl.
Aus der Cauchy-Eigenschaft von (a,) folgt, dass ein Np € N existiert, so dass fiir alle
n,m> Ny gilt: |a, — am| < €.
Es sei No := max{Ny, No}. Weiterhin wahlen wir ein beliebiges nx mit nx > Ng. Damit gilt
dann:

|an — a| = |an — an, + an, — a| < |an — an, | + |an, — 3| < 2¢

fur alle n > Np.
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Grenzwert einer komplexen Zahlenfolge
@ Auch fiir die komplexen Zahlen haben wir einen Betrag definiert.

@ Die Grenzwertdefinition 2.6 stiitzt sich nur auf den Betrag.
@ Daher konnen wir die Grenzwertdefinition auf die komplexen Zahlen ausdehnen.

Definition 2.39

Es sei (a,) eine komplexe Zahlenfolge.

Eine Zahl a € C heiBt Grenzwert der Folge (a,), wenn zu jeder reellen Zahl € > 0 eine Zahl
np € N existiert, so dass fiir alle natiirlichen Zahlen n > ng

lan —a| <€

gilt.
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Grenzwert komplexer Folgen

Lemma 2.40
Es sei (an) eine komplexe Folge und a € C.
Dann gilt:
nll)n;o an=a & nll_)ngo Re(a,) = Re(a) A nILn;o Im(ap) = Im(a). |
Beweis.
Ubungsaufgabe. DJ
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Beschrankte komplexe Folgen

@ Da C kein angeordneter Korper ist, existiert keine Ordnungsrelation < fiir die komplexen
Zahlen.

@ Daher macht es keinen Sinn, fiir komplexe Folgen von einer Beschrankung nach oben
oder unten zu reden.

@ Wir kénnen aber den Begriff beschrankt auf komplexe Folgen iibertragen.

Definition 2.41
Eine komplexe Folge (a,) heiBt beschrankt, wenn ein M € R existiert, so dass fiir alle n € N

lan] < M

gilt.
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Auf komplexe Folgen iibertragbare Aussagen

Alle Aussagen iiber reelle Folgen, die im Beweis nicht die Anordnung der reellen Zahlen
ausnutzen, kénnen wir auf komplexe Folgen iibertragen. Dies sind insbesondere

die Eindeutigkeit von Grenzwerten, Satz 2.10,
die Beschranktheit konvergenter Folgen, Satz 2.14,
die Rechenregeln fiir Grenzwerte, Satz 2.15,

das Werkzeug fiir Grenzwertbeweise, Lemma 2.16 und

die Aussagen iiber Cauchy-Folgen, Lemma 2.37, Satz 2.38.
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Konvention

Viele Aussagen lassen sich sowohl fiir die reellen als auch fiir die komplexen Zahlen formulieren.
Konvention:

o Mit K bezeichnen wir sowohl den Korper R der reellen Zahlen als auch den Kérper C der
komplexen Zahlen.

@ Innerhalb einer Definition oder eines Satzes wird mit K aber stets derselbe Kérper
bezeichnet.
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Konvergenz in hoherdimensionalen Raumen
Definition 2.42
Es sei d € N. Bei einer Folge (a,)nen in K9 ist jedes Folgenglied ein d-Tupel in K¢, also
ap = (af,l), a$,2), ol ag,d)).
Die Folge (a,) in K9 konvergiert genau dann gegen
a=(aW,a® . al¥)eKq,

wenn fiir jede Komponentenfolge (aﬁ,i)),,eN furi=1,...,d gilt

lim ag,i) = al,
n—o0
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Beispiel 2.43

Die Folge
((1 ; ))
nn+1 neN

in R? konvergiert gegen (0, 1), denn

im — = 0
n—oo N

n—ocon-+1 '

Bemerkung:

o Da wir jede Folge in C auch als Folge in R? auffassen kénnen, haben wir mit
Definition 2.39 und Definition 2.42 zwei Konvergenzdefinitionen fiir komplexe Folgen.

© Wegen Lemma 2.40 sind diese Definitionen aber dquivalent.
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Zusammenfassung
e Konvergenz, Grenzwert: Ve > 03ng € NVn > ng: |a, —a| < ¢
@ Rechenregeln fiir Grenzwerte
@ Bestimmte Divergenz
o Konvergenzkriterien: Schachtelung, Monotonie und Beschranktheit, Intervallschachtelung,

Satz von Bolzano-WeierstraB8, Cauchy-Folgen

Konvergenz in C und RY komponentenweise
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