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Funktionen f : R” — R
Funktionen f : R" - R

@ In diesem Kapitel betrachten wir Funktionen
f:DCR"— R,
z. B.
f(x,y) = x> +2y
oder
f(x1,x2,x3) = x12 + 2xp — bx3 + x0x3.

@ Solche Funktionen heiBen skalarwertige Funktionen, da der Funktionswert ein Skalar ist.
@ In erster Linie interessiert uns dabei die Differenzierbarkeit solcher Funktionen.

@ Beachten Sie: Der Begriff der Stetigkeit fiir solche Funktionen ist durch Definition 4.1
bereits abgedeckt.
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PHFEHREI NI ESTRISIN  Funktionen f : R” — R

Graphische Darstellung

Wie kénnen wir den Funktionsgraphen einer Funktion f : R?> — R darstellen?

@ Als Flache im Raum

Der Funktionswert z = f(x, y) wird als Hohe iiber dem durch (x, y) gegebenen Punkt der

Ebene abgetragen.
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Beispiel: z = f(x,y) =2 —x*—y

Peter Becker (H-BRS) Einfiihrung in die Analysis Sommersemester 2024

543 /587



PHFEHREI NI ESTRISIN  Funktionen f : R” — R

@ Als Hohenliniendiagramm
Bereiche mit gleichen Funktionswerten z = f(x, y) werden durch eine Isolinie
gekennzeichnet.

Beispiel: z = f(x,y) =2 — x? — y? T

Schnitte parallel zur x, y-Ebene:

z=0 = x*+y?>=2
z=1 = xX®+y’=1
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DITNEI NI AR G Funktionen f : R” — R

Haufig werden zusdtzlich Farben eingesetzt, um die verschiedenen Héhen zu

Beispiel:
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ORISR Partielle Ableitungen

Tangentialebene

o Wir wollen den Begriff der Differenzierbarkeit auf Funktionen f: D C R?2 — R erweitern.

@ Eine Funktion f : R — R ist differenzierbar in X € D, wenn dort eine eindeutige Tangente
gebildet werden kann.

@ Verallgemeinerung auf f : R> — R: Wir miissen in X € R? eine Tangentialebene bilden
konnen.

@ Dies entspricht einer Linearisierung der Funktion in X.

@ Die Tangentialebene wird dann aufgespannt durch die Tangente in x- und die Tangente in

y-Richtung im Punkte x.
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ORISR Partielle Ableitungen

Fragen

© Wie stark steigt die Tangentialebene an, wenn man sich in einem Punkt X in Richtung der
x-Achse bewegt?

© Wie stark steigt die Tangentialebene an, wenn man sich in einem Punkt X in Richtung der
y-Achse bewegt?

© Wie stark steigt die Tangentialebene an, wenn man sich diagonal bewegt, z. B. nach
~Nordost” oder ,, Siid-Siidwest"?

@ In welche Richtung muss man gehen, um den steilsten Anstieg zu haben?
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R E I T
Partielle Ableitung fiir Funktionen f : R> = R

@ partielle Ableitung nach x (y wird als konstant aufgefasst) in (%, y):

. f(X+hy)—1f(%X9) 0 o .. .
I = —f — —_f
Jim b o Y ey Dx (%.9)
Weitere Schreibweise: £(X, )
@ partielle Ableitung nach y (x wird als konstant aufgefasst) in (X, y)
. f(R 9+ h)—Ff(%,9) 0 d . .
! . .
h[>n0 h ay (X,y) 2y ay (X7y)

Weitere Schreibweise: f,(X, 7)
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ORISR Partielle Ableitungen
Beispiel 7.1

Wir betrachten die Funktion f(x,y) = 2x + y2.
° 2(x + h 2 2 2h
b% — (2x
lx.y) = lim (x+h+y?—(@x+y?) . 20,
h—0 h h—>0 h
° 2 2 2
2x+(y+h)*—(2x+y?) . 2yh+h
fy(x,y) = lim = lim —— =2y
h—0 h h—0 h
3 e g
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R E I T
Richtungsableitung

© Richtungsableitung in Richtung eines Vektors r = (:1) mit rl2=/r2+r2=1in
2

(%, 9):
f()?+h-r1,}7+h’r2)—f()?, A)
h—0 h

Bemerkungen:

@ Die definierten Grenzwerte (1), (2), (3) existieren u. U. nicht.

@ (1) und (2) sind Spezialfdlle von (3).

e Fiir die partielle Differentation gelten die gleichen Regeln (Summen-, Produkt-,
Quotienten, Kettenregel) wie fiir Funktionen mit einer unabhingigen Variablen.

Peter Becker (H-BRS) Einfiihrung in die Analysis Sommersemester 2024

551 /587



ORISR Partielle Ableitungen

Verallgemeinerung auf Funktionen f : R” —+ R

@ partielle Ableitung nach der Variablen x; in Punkt Xx:

R 0

in(x) = &f()?la-'w)?n)
i
— im f()?l, ce, X1, X+ h,X,',_\i_l,. .. ,)?n) — f()?l,. .. ,)?,7)
h—0 h

@ Richtungsableitung in Richtung des Vektors r in Punkt X:

£(%) = lim fOA+h-r,.... %+ h-r)—f(X,...,%)
h—0 h

Auch hier muss ||r||2 = 1 gelten.

Peter Becker (H-BRS) Einfiihrung in die Analysis Sommersemester 2024

552 /587



ORISR Partielle Ableitungen
Gradient

o Existieren die partiellen Ableitungen der Funktion f : R™ — R nach x; fir i =1,...

Punkt X, dann heiBt der Vektor

fa ()
grad f(X) = _
(%)

Gradient von f im Punkte X.

@ Als Bezeichnung fiir den Gradienten wird auch das Symbol
V(%)

verwendet.
@ Der Gradient ist die Richtung des steilsten Anstiegs von f im Punkt X.
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R E I T
Richtungsableitung und Gradient

Die Richtungsableitung lasst sich mithilfe des Gradienten berechnen.

e Fiir einen Richtungsvektor r mit [[r|[> = 1 gilt
f(x) = (r, VF(x)).

e Da das Skalarprodukt (-,-) linear in den Argumenten ist, erhalten wir fiir einen
Richtungsvektor r #= 0 die allgemeine Formel
1
fr(x) = m(nw(x» = [[VE(x)]l2 - cos(a),

wobei a den durch die Vektoren r und Vf(x) aufgepannten Winkel bezeichnet.
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ORISR Partielle Ableitungen

Beispiel 7.2

Wir betrachten wieder die Funktion f(x,y) = 2x + y2.

@ In welche Richtung steigt die Funktion im Punkte x =

@ Wie hoch ist dieser Anstieg?

\
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am starksten?

v
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IR NI ERT RGN Partielle Ableitungen

Beispiel 7.3
Wir betrachten f(x,y) =50 — x> — y2.
Richtung des steilsten Anstiegs/Abstiegs?
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R E I T
Partielle Ableitungen hoherer Ordnung

o Partielle Ableitungen erster Ordnung sind meistens wieder Funktionen der unabhingigen
Variablen, z. B.
f(x,y)= 10x%y% = f(x,y) = 20xy>
= f,(x,y) = 30x?y?

@ Nochmalige partielle Ableitung fiihrt zu partiellen Ableitungen zweiter Ordnung.
@ partielle Ableitugen zweiter Ordnung fiir f(x,y):

> partielle Ableitung von %f nach x: 5= = fi
. . 2

> partielle Ableitung von %f nach y: af—ay =fy
. . 2

> partielle Ableitung von (,%f nach x: % = fyx
. . 2

> partielle Ableitung von a%f nach y: % =1,

@ Sind die partiellen Ableitungen bis einschlieBlich der betrachteten Ordnung stetig, dann ist
die Reihenfolge der Differentiation vertauschbar. Z. B. gilt dann f,, = f,,.
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ORISR Partielle Ableitungen

Hesse-Matrix

Es sei f : R” — R in x zweimal partiell differenzierbar.

Dann heiBt die Matrix

f 02f
Ox10x1 (X) T 00x1xn (X)
He(x) = : :

93f 93f
OxpnOx1 (X) T OxpOxn (X)
Hesse-Matrix von f an der Stelle x.

Beispiel 7.4

Fiir f(x,y) = 50 — x?> — y? erhalten wir f,(x,y) = —2x und f, = —2y und somit

He(x,y) = (_02 _02) :
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ORISR Partielle Ableitungen

Konvexitat

@ Funktionseigenschaften in Zusammenhang mit der Kriimmung: Konvexitdt, Konkavitat

@ Eine Menge D C R” heiBt konvex, wenn zu je zwei Punkten x,y € D auch die Strecke
zwischen diesen beiden Punkten in D enthalten ist.

D C R" ist konvex < Vx,y € DVA € [0,1]: Ax+ (1 — X)y € D.

@ Sei D C R”" eine konvexe Menge und f : D — R.

f ist konvex &
Vx,y € DVA € [0,1] : f(Ax + (1 = A)y) < Af(x) + (1 = N)f(y).

@ f ist konkav, wenn —f konvex ist.

e f ist streng konvex (konkav), wenn fiir alle A € (0, 1) die Ungleichung strikt gilt.
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ORISR Partielle Ableitungen

Definitheit von Matrizen

e Eine Matrix A € R"*" heiBt positiv (semi-)definit, wenn fiir alle x € R"” mit x # 0 gilt:
x"Ax >0 bzw. x'Ax >0

o Gilt
x"Ax <0 bzw. x'Ax <0

dann ist A negativ (semi-)definit.

o Existieren x,y € R” mit
x"Ax >0 und y Ay <0,

so ist A indefinit.
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ORISR Partielle Ableitungen

Kriimmung und Hesse Matrix
Es sei D C R” eine konvexe Menge.

e Eine Funktion f : D — R ist genau dann (streng) konvex auf D, wenn die Hesse-Matrix
He(x) positv semidefinit (definit) fiir alle x € D ist.

e Eine Funktion f : D — R ist genau dann (streng) konkav auf D, wenn die Hesse-Matrix
Hr(x) negativ semidefinit (definit) fiir alle x € D ist.

Beispiel 7.5
Fiir f(x,y) =50 — x2 — y? gilt

w9 = (3 2)

xT He(%,9)x = —2x2 — 2x2 < 0 fiir x # 0.
Also ist f streng konkav auf R2.

und damit

V.
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ORISR Partielle Ableitungen

Kriterien fiir Definitheit: Eigenwerte

Satz 7.6
Es sei A € R™" eine symmetrische Matrix mit Eigenwerten A1, ..., \p.
Dann gilt:

@ A st positiv definit < A\1,..., A, > 0.

@ A ist positiv semidefinit < A1,...,A, > 0.

@ A st negativ definit < A1, ..., A, <O0.

@ A st negativ semidefinit < A\1,..., A, < 0.

@ A ist indefinit <> es existieren ein A\; > 0 und ein \; < 0.
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ORISR Partielle Ableitungen

Kriterien fiir Definitheit: Hauptminoren

Es sei A € R"™" eine quadratische Matrix und k € {1,...,n}. Dann heiBt

a1 0 aik

)

det(Ag) = det
k1 dkk
der k-te Hauptminor (oder k-te Hauptabschnittsdeterminante) von A.

Eine Matrix A ist genau dann

@ positiv definit, wenn alle Hauptminoren positiv sind, also det(Ax) > 0 fir k =1,...
o negativ definit, wenn (—1)det(Ax) > 0 fiir k =1,..., n gilt.
o Gilt det(A) # 0 und keiner der beiden Fille trifft zu, dann ist A indefinit.
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Differentialrechnung im R” Extremwerte und Sattelpunkte

Lokales Maximum und lokales Minimum
Essei DCR"und f: D — R.

@ Ein Punkt X heiBt lokales Maximum, wenn gilt:
de>0Vx e D : ||x —X| <e= f(x) < f(X).
@ Ein Punkt X heiBt lokales Minimum, wenn gilt:
de > 0Vx € D: ||x — X|| < e = f(x) > f(X).
Bemerkungen:

@ Anschaulich: in einer kleinen Umgebung von X mit Radius ¢ gibt es keinen gréBeren
(kleineren) Funktionswert.

@ Die genaue Norm spielt hier keine Rolle, da im R” alle Normen in einem gewissen Sinne
dquivalent sind.

Peter Becker (H-BRS) Einfiihrung in die Analysis Sommersemester 2024 564 /587



Differentialrechnung im R” Extremwerte und Sattelpunkte

Notwendige Bedingung fiir lokales Extremum

@ In einem lokalen Extremum darf es keine Richtung geben, in der eine Funktion f : D — R
wachst.

Also miissen alle Richtungsableitungen = 0 sein.

Somit insbesondere die partiellen Ableitungen.

Damit erhalten wir als notwendige Bedingung fiir einen lokalen Extremwert:
Vf(x)=0.

@ Dies ist ein u. U. nichtlineares Gleichungssystem in n Variablen.
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Differentialrechnung im R” Extremwerte und Sattelpunkte
Beispiel 7.7

Fiir f(x,y) = 2 — x> — y? erhalten wir

—2x
Vi(x,y) = (—2y> =0
Damit ergibt sich x = y = 0 als einziger Kandidat fiir einen Extremwert.

An der Graphik sehen wir, dass es sich tatsichlich um ein Maximum handelt.
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Beispiel 7.8

Differentialrechnung im R” Extremwerte und Sattelpunkte

Auch fiir die Funktion f(x,y) =2 — x? 4 y? ist die Bedingung

Vilxy) = [ 2

2y =
in x =y = 0 erfiillt.

Hier handelt es sich aber um einen Sattelpunkt.
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Differentialrechnung im R” Extremwerte und Sattelpunkte

Hinreichende Bedingungen fiir Minimum /Maximum

e Die Krimmung muss in einem stationdren Punkt (Vf(x) = 0) in alle Richtungen
gleichartig sein, d. h. in alle Richtungen konvex oder in alle Richtungen konkav.

@ In einem Sattelpunkt ist dies nicht der Fall.
@ Die Art der Kriimmung kdnnen wir mithilfe der Hesse-Matrix ermitteln.
e Genauer:

» Wir bestimmen die Eigenwerte der Hesse-Matrix oder
» wir wenden das Hauptminorenkriterium an.
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Differentialrechnung im R” Extremwerte und Sattelpunkte

Beispiel 7.9
@ Fiir f(x,y) =2 — x?> — y? ergibt sich

He(x,y) = <_02 _02>

Dies ist eine Diagonalmatrix, die Diagonalelemente sind die Eigenwerte, also ist die

Matrix negativ definit.
Somit liegt ein Maximum vor.

@ Fiir f(x,y) =2 — x? + y? ergibt sich

He(x,y) = (_02 g)

Wir haben Eigenwerte mit unterschiedlichem Vorzeichen, also indefinit, also Sattelpunkt.

v
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Differentialrechnung im R” Extremwerte und Sattelpunkte

Beispiel 7.10
Sei f(x,y) = x?>+ y2 + xy. Wir erhalten

2x +
VF(x,y) = (2y+§) —0

und damit x = y = 0 als einzigen stationaren Punkt.

Wir bilden die Hesse-Matrix:
2 1
Hf(X7y) = <1 2)

Nach dem Hauptminorenkriterium ist diese Matrix positiv definit, also liegt ein Minimum vor.

Peter Becker (H-BRS) Einfiihrung in die Analysis Sommersemester 2024 570 /587



Beispiel 7.11

Sei f(x,y) = xe™*=¥* Wir erhalten

_ e l= 2x2 .
Vi(x,y)=e ( oxy =0

Stationdre Punkte: x = :I:%,y =0.
Hesse-Matrix:

3 _ 2,
He(x, y) = X2y <4x 6x 4xy 2y)

4x%y — 2y Ay®x —2x
Einsetzen ergibt:
° Hf(\/li,O) ist negativ definit, also Maximum.

° Hf(—}f,O) ist positiv definit, also Minimum.
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Differentialrechnung im R” Extremwerte und Sattelpunkte

Beispiel 7.12
Sei f(x1,x2,x3) = 5x2 + 6x3 + 7x32 — 4dx1x0 + 4xox3 — 10x1 + 8x0 + 14x3 — 6. Wir erhalten

10x; — 4xp, — 10
Vi(x,y)=| —4x1+12x, +4x3+8 | =0.
4x, + 14x3 + 14
Stationarer Punkt: x; = 1,x = 0,x3 = —1.
Hesse-Matrix:
10 -4 0
He(x1,x2,x3) = | =4 12 4
0 4 14

Das Hauptminorenkriterium liefert, dass diese Matrix positiv definit ist, also liegt ein Minimum
vor.

v
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Differentialrechnung im R” Zusammenfassung

Zusammenfassung
@ partielle Ableitungen und Richtungsableitung
@ Richtungsableitung kann aus den partiellen Ableitungen berechnet werden.
o Gradient als Richtung des steilsten Anstiegs
@ zweite partielle Ableitungen: Hesse-Matrix
@ notwenige Bedingung fiir Extremum: V£(x) = 0.
@ Art des stationdren Punkts: Definitheit der Hesse-Matrix
@ Wie Definitheit bestimmen? Eigenwerte oder Hauptminorenkriterium
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