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Aufgabe 1 (e-6-Kriterium)

Zeigen Sie mithilfe des e-0-Kriteriums, dafl die Funktion f : R — R mit
f(x) = 2® auf ganz R stetig ist!

Musterlosung:

Seien € > 0 und zy € R beliebig. Durch Polynomdivision erhélt man

(2% —23) : (z — 20) = 2* + 220 + 23
und somit
@)~ f@o)l = |2 = ad] = (@ — w0) (@ + 230 + 2)| = & — wolla? + 2o + 23]
<o — wo|(2? + || |2o| + 27)
= |z — zo|((x — w0 + o) + |z — o + wol|wo| + 7)
<o — ao|((x — 20)? + 2| — ol [zo| + (|2 — 2o| + |2ol)|2o] + 227)
(

= |z — zo|((x — 20)* + 3|z — 20||70| + 327)
Wiéhle zunéchst § := 1, also x so, daf§ |z — 24| < 0. Dann ergibt sich
[f(2) = fzo)| < (1 + 3|wo| + 3x7)

Wihle nun ¢ := min (1 . Dann ergibt sich

13
? 1+3|J:0|+3a:(2))
S
1+ 3|xo| + 323

|f(x) = f(zo)| < (1 + 3|zo| + 325) = ¢

Da z( beliebig war, folgt aus dem e-9-Kriterium, dal f auf ganz R stetig
ist.



Aufgabe 2

Aufgabe 3

(Zwischenwertsatz)

Geben Sie ein Intervall an, in dem die Funktion f : R — R mit
f(z) = sinh(z) — e~ " eine Nullstelle hat, und zeigen Sie, daf diese Nullstelle
eindeutig ist!

Musterlésung:

Da f als Zusammensetzung der stetigen Funktionen sinh(z) und e™* stetig
ist und wegen

>0

hat f nach dem Zwischenwertsatz im Intervall [0, 1] eine Nullstelle. Diese
ist eindeutig, da f wegen

Ve yersinh(z) —e™® < sinh(y) —e™

streng monoton wachsend ist (sinh(x) ist streng monoton wachsend und e~*

ist streng monoton fallend).

(GleichmiBlige Konvergenz)

Wir betrachten die Folge der Funktionen f, : R — R, die gegeben ist durch

folz) == (:v + %)2

a) Gegen welche Funktion f konvergiert die Funktionenfolge (f,) punkt-
weise (mit Beweis)?

b) Zeigen Sie, dass (f,) nicht gleichméfig gegen f konvergiert.

Musterlosung:

a)



Also lautet die Grenzfunktion f(z) = 2.
b) Fiir gleichméafiige Konvergenz miisste hier gelten:

Ve > 03dng € N¥n > noVe € R: |f.(z) — f(2)] <e.
Wir negieren diese Aussage:

de > O0Vng € NIn > nodz € R: | f.(x) — f(z)| > €.

Wir wahlen € = 2. Sei ng € N beliebig. Wir wéhlen n = x = ny. Dann gilt

o)) = (o + ni) 3

, 1 1 1
= [ng+2ng—+—5-—ngl =2+—=5 >2=c




