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(Ungleichungen)

Fiir welche € R sind die folgenden Ungleichungen erfiillt? Verwenden Sie
die bereits in der Vorlesung und in den Ubungen bewiesenen Anordnungs-
regeln!

(i)
22 +4| <2, bz —1] >5

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, daf fiir alle ¢ € R und ¢ € Ry gilt:
la| <¢c & —c<a<c

und
la| >¢ & a>c V a< —c

(i)
lz =5 =3 <4

Musterlésung:

(i) Zeige also zunéchst die erste Hilfsaussage: a € R und ¢ € R gilt:
la| < ¢ & —c<a<c

fiir a,c € R.

1. Fall: @ > 0. Dann gilt |a| = a, und die Ungleichung ist somit genau
dann erfiillt, wenn a < c.

2. Fall: a < 0. Dann gilt |a| = —a, und die Ungleichung ist somit genau
dann erfiillt, wenn —a < ¢, also a > —c.

Insgesamt ist die Ungleichung |a| < ¢ fiir alle @ > 0 mit a < ¢ und fiir
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(i)

alle a < 0 mit a > —c erfiillt, also fiir —c < a < c.
Wende dieses Zwischenergebnis auf die eigentlich Ungleichung an. Es
gilt:

12z 44| < 2
& —2<2r4+4<?2
& —6<2r < -2
& d<r<—1

Also ist die Ungleichung fiir alle x € R mit —3 < z < —1 erfiillt. Die
Losungsmenge ist also das offene Intervall (—3, —1).

Zeige nun die zweite Hilfsaussage: a € R und ¢ € R gilt:
la| >¢c & a>c V a< —c

fiir a,c € R.

1. Fall: @ > 0. Dann gilt |a| = a, und die Ungleichung ist somit genau
dann erfiillt, wenn a > c.

2. Fall: @ < 0. Dann gilt |a| = —a, und die Ungleichung ist somit genau
dann erfiillt, wenn —a > ¢, also a < —c.

Insgesamt ist die Ungleichung |a| > ¢ fiir alle ¢ > 0 mit a > ¢ und fiir
alle a < 0 mit a < —c erfiillt, also fiir a > ¢ V a < —c.

Wende dieses Zwischenergebnis auf die eigentlich Ungleichung an. Es
gilt:

|pbx —1| >5
& br—12>25V bhr—1<5
& S >6 V obhr<—4

= >6\/ < 4
x> - Vo< ——
) -5

Also ist die Ungleichung fiir alle x € R mit = > g Vo< —% erfiillt.

Die Losungsmenge ist also (—oo, —%} U [g, oo)

1. Fall: > 5. Dann gilt |z — 5| = 2 — 5 und somit
lz—5—3| <4
& |x—8] <4
8 _4<r-8<4
& 4<x<12
Unter Beriicksichtigung, dafl « > 5 ist, gilt fiir die Losungsmenge des

1. Falls:
Li={xeR | 5<z<12} =[5,12]



2. Fall: < 5. Dann gilt |x — 5| = —(2 — 5) = 5 — = und somit

b —2z—3| <4
& 22—z <4
4 4<2-z<4
& —6< —x <2
& 6>x> -2

Unter Beriicksichtigung, dafl x < 5 ist, gilt fiir die Losungsmenge des
2. Falls:
Ly={zeR | —2<z<5}=[-2,5)

Fiir die Gesamtlosungsmenge der Ungleichung gilt

L=L; ULy=][-212]

Aufgabe 2 (Wurzeln)
Zeigen Sie, daf3 v/12 nicht rational ist.

Musterlosung:

Falls man versucht, analog zu v/2 wie in der Vorlesung vorzugehen, wird
man feststellen, dafl das nicht geht, da 12 keine Primzahl ist und die Prim-
faktorzerlegung von 12 nicht aus teilerfremden Zahlen besteht. Also wird
hier anders vorgegangen:

(durch Widerspruch) Ann.: Es gibt ein z € Q mit 22 = 12. Dann gibt es
p.q € Z, ¢ # 0, mit x = £, wobei ggT(p,q) = 1. Dann folgt:
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2 P
:>]92:12q2
=12 | p?

Da 12 keine Primzahl ist, muB hier anderweitig als bei /2 argumentiert
werden: Die Primfaktorzerlegung fiir 12 lautet 12 = 22 - 3. Also gilt sowohl
2 | p? als auch 3 | p?. Da 2 und 3 Primzahlen sind, folgt sowohl 2 | p als auch
3| pﬂ Da 2 und 3 als Primzahlen teilerfremd sind, ist auch deren Produkt
ein Teiler von p. Also gilt

G‘piﬂkezp:(ﬂf

!Erg#inzender Hinweis: Nach dem Fundamentalsatz der Zahlentheorie lisst sich jede na-

trliche Zahl a > 1 eindeutig in Primfaktoren zerlegen. Sei a = p{* - p3* - ... - pp* die eindeutige
Primfaktorzerlegung von a, dann gilt a? = p%o‘l ~p§°‘2 S ~pia’“. Ist also ein Primfaktor p; von

a? bekannt und es gilt @ > 1, dann muss p; auch mindestens einmal in der Primfaktorzerlegung
von a vorkommen.



Aufgabe 3

und damit:

36k2 = 12¢°
=3k% = q2
=3 | ¢
=3 |q

Das bedeutet, dafl 3 sowohl ein Teiler von p als auch ein Teiler von q ist.
Das ist ein Widerspruch zu ggT(p,q) = 1. Damit ist die Annahme falsch,
und somit kann /12 nicht rational sein.

Alternative Losung: Es gilt: V12 =+v4-3=2V3
Ann.: 21/3 ist rational. Dann gibt es p,q € Z, g # 0, mit 2v/3 = §, wobei
geT(p,q) = 1. Dann gilt aber auch v/3 = £, und damit wire v/3 auch

%7
rational. Man kann jedoch analog zu v/2 (siche Vorlesung) zeigen, daf auch

/3 nicht rational ist, was zum Widerspruch fiihrt.

(Supremum/Infimum/Minimum/Maximum)

Bestimmen Sie, falls existent, Supremum, Maximum, Infimum und Mini-
mum der folgenden Mengen:

() A={zreR | -3<z<5}
(i) B:= {5+ | n,meN}
(iii) C:={reR | 22 -3z -4 <0}

(iv) D= {n((-1)"~1) =} | neN}

Musterlosung:

(i) sup(A) = 5,inf(A) = —3. Da —3 € A, gilt auch min(A) = —3, da jedoch
5 ¢ A, hat A kein Maximum.

(ii) Das Maximum dieser Menge wird fiir n = m = 1 erreicht, es liegt bei
% + % = 2. Fir m,n > 1 erhélt man kleinere Werte als 2. Da man fiir
immer grofler werdende n und m beliebig nahe an 0 herankommt, aber 0
nie erreicht, gilt inf(B) = 0, ein Minimum existiert allerdings nicht.

(iii) Wegen 22 =3z —4 = (z —4)(z+1) < 0 & z € (—1,4), gilt
inf(C') = —1 und sup(C') = 4. Da jedoch —1,4 ¢ C, hat C' weder Minimum
noch Maximum.



(iv) Wir betrachten hier eine Fallunterscheidung:

1. Fall: n ungerade, also n = 2k + 1,k € Ny. Es gilt:

1 1

2%k + (=) —1) — = 4k —2 —

e+ () — V=577 % + 1
=2

Da —4k fiir groe k beliebig klein wird, gibt es weder Infimum noch Mini-
mum.

2. Fall: n gerade, also n = 2k, k € Ny. Es gilt:

2k((—1D* —1) — = = —=— <0
=0
Also ist 0 eine obere Schranke fiir D. Da man fiir immer grofler werdende

k immer niaher an die 0 herankommt, sie aber nie erreicht, gilt sup(D) = 0,
ein Maximum existiert allerdings nicht.



