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(Anordnungsaxiome)

Sei IC ein angeordneter Korper, 0 das neutrale Element bzgl. der Addition
und 1 das neutrale Element bzgl. der Multiplikation. Es seien weiterhin

a,b,c € K. Zeigen Sie:

(a>be —a<—b

(i) c<0= (¢<bsa>be)

(iii) a-0>0< (a>0Ab>0)V(a<0AD<O)

(iv)a-b<0& (a>0Ab<0)V(a<0OADb>0)

Musterlosung:

(i) '=": Es gelte a > b. Aufgrund des Anordnungsaxioms
b<a=Viyrxb+d<a+d

(Monotonie bzgl. *+’) folgt dann:

a>b =b<a = 0=b+(-b) <a-+(-b)

VLM < (—a) +a+ (—b)
= —a < —b
was zu zeigen war. 3 )
‘<" Es seien @ := —a und b := —b. Dann gilt nach Voraussetzung a < b

bzw. b > a. Dann folgt genau wie im Beweis von '=": —b < —a, also b < a

bzw. a > b, was zu zeigen war.



(ii) Wegen ¢ < 0 gilt —c > 0 (folgt aus (i) fiir a = 0 und b = ¢, Gleich-
heit ist ausgeschlossen). Eine Rechenregel aus der Vorlesung, die aus dem
Anordnungsaxiom Monotonie bzgl. ’-” folgt, besagt, daf fiir d > 0 gilt:

a<b=a-d<b-d

Die Riickrichtung gilt auch und 148t sich sofort durch Widerspruch mit der
Annahme a > b beweisen: Dann folgt ndmlich b < a und somit b-d <
a - b, was ein Widerspruch zur Voraussetzung a - b < b - d ist. Also gilt die
Aquivalenz und somit:

a<bsa-(—c)<b-(—c)
& —(a-c) < —(b-¢)
& ac > be wegen (1)

Wegen ¢ < 0 gilt nach Vorlesung auch ¢ < 0 und somit:

a

—=a-ct'<b

c
sa-cle>b-c

Sa>b-c

(iii) '=": Sei a - b > 0. Der Beweis erfolgt durch Widerspruch. Wir nehmen
an, dafl eine der Variablen echt positiv und die andere echt negativ ist, also
oBdA a > 0 A b < 0. Dann folgt, da 0 < a, b < O0:

0-b>a-b nach dem Teilbeweis aus (ii)
=a-b<0
=a-b<0 da R nullteilerfrei und a, b # 0 nach Vor.

Das ist ein Widerspruch zur Vor. a - b > 0, also war die Annahme falsch.
'«<=": Aufgrund des 'V’ machen wir die folgenden Fallunterscheidung:

1. Fall: a > 0Ab > 0. Dann folgt sofort a-b > 0 aufgrund des Anordnungs-
axioms iiber die Monotonie bzgl. -.

2. Fall: a < 0Ab < 0. Dann folgt nach (i): —a > 0 A —b > 0 und somit wie
oben (—a) - (—b) > 0. Somit gilt, da R kommutativ:

0<(—-a)-(=b)=(-1)-a-(-1)-b=(=1)-(=1)-a-b=a-b
In beiden Féllen konnten wir also a - b > 0 folgern, was zu zeigen war.

(iv) Der Beweis erfolgt mithilfe der Aussagenlogik und (iii):

a-b<0& =(a-b>0)
&  ((@>0Ab>0)V(a<0Ab<0))  nach (iii)
& (a<O0OAb>0)V(a>0Ab<0)



Aufgabe 2 (Binomische Formel)

(i) Der Binomialkoeffizient (Z) gibt die Anzahl der k-elementigen Teilmen-
gen einer n-elementigen Menge an. Das entspricht der Anzahl der Méglich-
keiten aus einer Urne mit n verschiedenen Kugeln k£ Kugeln zu ziehen,
wobei die Kugeln nicht zuriickgelegt werden und die Reihenfolge der gezo-
genen Kugeln keine Rolle spielt (mathematisch nennt man das auch (n, k)-
Kombinationen ohne Wiederholung). Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit
beim Lotto 6 aus 49 sechs Richtige anzukreuzen?

(ii) Beweisen Sie die Rekursionsgleichung

N (Yo (MY ("N (" Y e nsk>0.n>2
o/ \o) " k)T k= o) n=r=tns

(iii) Die Rekursionsgleichung aus (ii) ist die Grundlage fiir das so genannte
Pascalsche Dreieck:

n ) G GG 0 6 6@ 6O 6 6 G
0] 1

111

2 1 2 1

31 3 3 1

41 4 6 4 1

501 5 10 10 5 1

6/ 1 6 15 20 15 6 1

7001 7 20 3 03 a7 1

8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

9| 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

10 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Der Wert, der in der n-ten Zeile und der k-ten Spalte steht, ergibt sich als
Summe der beiden Werte, die in der Zeile dariiber, also in der (n — 1)-ten
Zeile, und dort in derselben Spalte und in der Spalte davor, also in der k-ten
und der (k — 1)-ten Spalte stehen.

Ermitteln Sie mithilfe des Pascalschen Dreiecks die Binomialkoeffizienten
(3), (¢) und (3)
2/ \6 5/

(iv) Beweisen Sie die Binomische Formel, also zeigen Sie, daf fiir a,b € R
und n € Ny gilt:



Hinweise:
Verwenden Sie vollstdndige Induktion sowie die Rekursionsgleichung aus
(ii))! Fiihren Sie eine oder mehrere Indexverschiebungen durch!

(v) Berechnen Sie mithilfe von (iv) die Binome (a + b)° und (a + b)° fiir
a,beR.

(vi) Beweisen Sie mithilfe der Binomischen Formel:
"\ /n
_ogn
> (1)
k=0

(vii) Zeigen Sie:
n o n B
vnEN go( ]') (k‘) =0

Musterlosung:

(i) Wir miissen die Anzahl der (49, 6)-Kombinationen ohne Wiederholung
bestimmen:

(49) 490 4445464748 - 49
6!

= —99.3.46-47-2-49 = 1 1
6 - 43 1-2:3-4-5-6 3-46-47-2-49 = 13983816

6 Zahlen aus 49 zu ziehen; die Wahrscheinlichkeit fiir sechs Richtige ist also
1 zu 13983 816.



(ii) Wir rechnen mithilfe von Bruchrechnung:

n—1 n—1 (n—1)! (n—1)!
(k—1)+< ’ >:(k:—l)!(n—l—(k—l))+k!((n—1)—k)!

B (n—1)! (n—1)!
S (k=Dln—k)!  E(n—k-1)

B (n—1)!k (n—1!(n—k)
(k=D E-(n—k)! Kmn—k—-D!(n—k

_(n=DE (n—=1Dln—k)
T B =k En—h)

~(n=1E+(n—1)(n—k)
kl(n — k)!

_ =D (k+(n—Fk))
kl(n — k)!

~(n=1l-n
©kl(n —k)!

n!
kl(n — k)!

(iii) Es gilt (3) =3, (}) =84 und (]) = 2L.

(iv) Der Beweis wird mit vollstdndiger Induktion gefiihrt:
Induktionsanfang (n = 0):

(a+b)=1= <8> a’ o = i (Z) a® kb

k=0

Induktionsschritt (n — n + 1): Nehme an, da8 fiir ein n € Ny gilt:

n

(atb)y =3 (Z) a" Tk (IV)

k=0
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und zeige, dal die Aussage dann auch fiir n + 1 erfiillt ist, also daf} gilt:

n+1
1
(a+b)™H = Z (”Z )an+1—kbk

k=0

Dazu:

(a+b)"" = (a+0b)(a+b)"H

n

Sat+n)y (Z) a" R

k=0

_ — (n n—kpk ~ (n n—kyk
—akz:%(k)a b+b;(k)a b

N\ (k—1)7k — (1 n—kyk+1
Z(k)a b+kz:;(k>a b

k=0

n n—1
_ ”) n+170 N\ (k—1)7k N\ n—kpk+1 N\ 0pn+1
= ab+§(>a b” + ()ab +<)ab
(0 pt k pr k n

n—1 n—1
="t + Z (k j’_ 1) a"Rpkt Z (Z) a" "o 4 " (Indexverschiebung)
k=0 k=0

— an+1 + Z (( n ) + (n)) an—kbk—H +bn+1
~\\k+1 k
n—1 n +1

=a" 4 Z (k N 1) a™ PO T (wegen obiger Gleichung)
k=0

n+1 - n+1 n—(k—1)1.k n+1 :

=a"" + Z L) b™ + 0" (Indexverschiebung)

k=1
n+1

— Z n+1 an+1—kbk

k

(v) Es gilt

(a+0b)° = a°+5a*b+ 10a*b* + 10a®b® + 5ab* + b°
(a+b)° = a®+6a°b+ 15a*0* + 20a°b® + 15a*b* + 6ab° + b°

Auch hierbei lassen sich die Koeflizienten wieder direkt aus dem Pascalschen
Dreieck ablesen.

(vi) Setze in der binomischen Formel a = b = 1, und es ergibt sich
"\ /n "\ /n
on — 1n—k1k’ —
S () =30 ()
k=0 k=0
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(vii) Wéhle in der binomischen Formel ¢ =1 und b = —1. Dann gilt

n n

2 (Z) Dt =D (Z) () =(1-1)"=0

k=0 k=0



