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Aufgabe 1 (Gewo6hnliche Differentialgleichungen)
Eine Gleichung der Form
Fz,u, o/ v, . u™) =0

in den Ableitungen einer unbekannten Funktion v : R — R,z — u(z), bis
zur Ordnung n € N, heifit gewdhnliche Differentialgleichung (GDGL) n-ter
Ordnung. Versuchen Sie doch mal, die Differentialgleichung 2. Ordnung

u"(x) = 2zu' (x) + 2 u(z) =0, A € R,

zu losen. Das ist die sog. Hermitesche Differentialgleichung. Verwenden Sie
hierzu den Potenzreihenansatz

o0
a
u(zx) == k—’:xk, ap, € R, k€ Ny.
k=0
Hinweis: Sie brauchen nicht zu zeigen, dal der Konvergenzradius grofler als
0 ist!



Musterlosung:

Der Potenzreihenansatz liefert fiir die Differentialgleichung:

i% —QxZ - k ’“+2AZ =0

k=2
- ak k-2 - ag k—1 ar
k=2 k=1 k=0
*@Zk!x_z(k—n!x P =0
k=0 k=1 k=0
ak+2 ok 2ay, 2)\% ok
= 2\ = 0
@2+Z £ (k- 1)w+ a0+z
Ag42 Qkak 2)\ak ko
@a2+2/\a0+2( iy + o zv = 0

Koeffizientenvergleich liefert:

CLQ—I—Q)\CLO = O
Ak+2 Qkak 2/\(Ik .
B o o % ReEN

bzw. die Rekursionsformel:

Ao = —2/\0,0
Apgo = (2)\—2/{3)6Lk, keN

Jetzt konnte man noch versuchen, mit den bekannten Methoden eine expli-
zite Darstellung dieser Folge herzuleiten.

Aufgabe 2 (Uneigentliche Integrale)

Existiert das folgende uneigentliche Integral? Wenn ja, berechnen Sie seinen

Wert!
/ xe 2 dx
1



Aufgabe 3

Musterlosung:

Da es sich um ein uneigentliches Integral handelt, ersetze zunéchst die obere
Integralgrenze durch ein b > 0 und bilde anschliefend den Grenzwert fiir
b — oo. Partielle Integration liefert:

I Lo L7
/Ixe Ydr = —g5%e z|1+§/16 “dx

1 1 _ 1, o,
= —§b6 2b—|—§€ 2—1(6 2 ‘ll))

Loy 1 Lo o o
= —§b€ —|—2—e2—1(6 — € )
1 1 1 1
— —p —2b ) -
SR PoR 4¢?

1
Da sich die e-Funktion gegeniiber einem Polynom durchsetzt, gilt blim §b€_2b
—00

0. Somit existiert das uneigentliche Integral mit dem Wert
*° 1 1 3
—2
/1 e v + 2e2 + 4e2  4e?
(Gradient und Richtungsableitung)

Gegeben sei die Funktion f : R? — R, gegeben durch

f(z,y) = sin <x2 +log (g))

(a) Bestimmen Sie V f(x,y).

(b) Bestimmen Sie die Richtungsableitung von f im Punkt (1, 1) in Rich-
tung der Winkelhalbierenden der xy-Ebene!

Musterlosung:
(a)
coS <x2 + log <

Vi@y = | (xmoj(; ) Q(xf_) - (xmog (5)) ( 21:—2

(b)

D,f(1,-1) = <Vf11 Ei§>‘m <<—31>%<1)>

_cos(l) cos(
- 5 (3—1) = cos(1)v2

—_




Aufgabe 4 (Lokale Extrema und Sattelpunkte im R”)

Untersuchen Sie die Funktion f : R? — R, gegeben durch

f(z.y) = —a?y + 6oy — 2y’
auf lokale Extrema und Sattelpunkte!

Musterlosung:

Fiir den Gradienten von f gilt

—2zy + 6y — y?
vien = ( 55 )

Setze diesen gleich dem Nullvektor. Dann muf} gelten:

22y +6y—1y =0 —20+6—-—y=0
& y=—2x+6

im Falle y # 0. Setze dieses Resultat in die zweite Gleichung ein:

—2% 4+ 6x — 22y = —2°+ 61 —22(—27 +6)
= —2?+ 6z +42° — 122 = 32° — 62 = 3x(x — 2) =0
& r=0V x=2

Fiir z = 0 gilt y = 6. Also ist (0,6) ein stationdrer Punkte von f.

Fiir x = 2 gilt y = 2. Also ist auch (2, 2) ein stationérer Punkt von f.

Im Falle y = 0 gilt aufgrund der zweiten Gleichung —z?+6x = z(6—=x) = 0.
Also sind (0,0) und (6,0) ebenfalls stationdre Punkte.

Fiir die Hesse-Matrix von f gilt:

-2 —22+6 — 2
2 _ Y Y
Dj.y) = ( —22 46— 2y —2z )

D2£(0,0) = (2 S)

Fiir den ersten Hauptminor gilt H; = 0 und fiir den zweiten Hauptminor
Hy = —36 < 0. Es liegt also weder der Fall > 0, > 0 noch der Fall < 0,> 0
vor. Da Hy # 0, ist D?£(0,0) somit indefinit, und es liegt ein Sattelpunkt

Vvor.

Fiir den ersten Hauptminor gilt H; = —12 < 0 und fiir den zweiten Haupt-
minor Hy = —36 < 0. Es liegt also weder der Fall > 0, > 0 noch der Fall

Weiterhin:

4



Aufgabe 5*

Aufgabe 6*

Aufgabe 7*

< 0,> 0 vor. Da Hy # 0, ist D*f(0,6) somit indefinit, und es liegt ein

Sattelpunkt vor.
9 B 0 —-12

Fiir den ersten Hauptminor gilt H; = 0 und fiir den zweiten Hauptminor
Hy = —144 < 0. Es liegt also weder der Fall > 0, > 0 noch der Fall < 0,> 0
vor. Da Hy # 0, ist D?f(6,0) somit indefinit, und es liegt ein Sattelpunkt

VOr.
D2f(2,2) = ( o )

Fiir den ersten Hauptminor gilt H; = —4 < 0 und fiir den zweiten Haupt-
minor Hy = —12 > 0. Es liegt also der Fall < 0, > 0 vor. Somit ist D?f(2,2)
negativ definit, und es liegt ein Maximum vor.

(Uneigentliche Integrale)
Existiert das folgende uneigentliche Integral? Wenn ja, berechnen Sie seinen
Wert!
* 4(x —2
/ =2
o x(x?—4)
(Differentialrechnung im R%)

Gegeben sei die Funktion f : R? — R, gegeben durch
flx,y) =2 = 22" + 4" + 10

(a) Bestimmen Sie V f(z,y).

(b) Bestimmen Sie die Richtungsableitung von f im Punkt (0, 1) in Rich-
tung des Vektors v = ( ; )

(c) Untersuchen Sie f auf Sattelpunkte und lokale Extrema!

(Differentialrechnung im R”)

Gegeben sei die Funktion f : R? — R, gegeben durch

fla,y) = (2® +y*)e™

(a) Bestimmen Sie V f(z, ).



(b) Bestimmen Sie die Richtungsableitung von f im Punkt (1, 1) in Rich-
tung des Vektors v = ( (1) )

(c) Untersuchen Sie f auf Sattelpunkte und lokale Extrema!



