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Aufgabe 1 (Anordnungsaxiome)

Sei K ein angeordneter Körper, 0 das neutrale Element bzgl. der Addition
und 1 das neutrale Element bzgl. der Multiplikation. Es seien weiterhin
a, b, c ∈ K. Zeigen Sie:

(i) a ≥ b⇔ −a ≤ −b

(ii) c < 0⇒
(
a
c
≤ b⇔ a ≥ bc

)
(iii) a · b ≥ 0⇔ (a ≥ 0 ∧ b ≥ 0) ∨ (a ≤ 0 ∧ b ≤ 0)

(iv) a · b < 0⇔ (a > 0 ∧ b < 0) ∨ (a < 0 ∧ b > 0)

Aufgabe 2 (Binomische Formel)

(i) Der Binomialkoeffizient
(
n
k

)
gibt die Anzahl der k-elementigen Teilmen-

gen einer n-elementigen Menge an. Das entspricht der Anzahl der Möglich-
keiten aus einer Urne mit n verschiedenen Kugeln k Kugeln zu ziehen,
wobei die Kugeln nicht zurückgelegt werden und die Reihenfolge der gezo-
genen Kugeln keine Rolle spielt (mathematisch nennt man das auch (n, k)-
Kombinationen ohne Wiederholung). Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit
beim Lotto 6 aus 49 sechs Richtige anzukreuzen?

(ii) Beweisen Sie die Rekursionsgleichung(
0

0

)
= 1,

(
1

0

)
= 1,

(
n

k

)
=

(
n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k

)
für n ≥ k ≥ 0, n ≥ 2
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(iii) Die Rekursionsgleichung aus (ii) ist die Grundlage für das so genannte
Pascalsche Dreieck:
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0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
7 1 7 21 35 35 21 7 1
8 1 8 28 56 70 56 28 8 1
9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

10 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
... . . .

Der Wert, der in der n-ten Zeile und der k-ten Spalte steht, ergibt sich als
Summe der beiden Werte, die in der Zeile darüber, also in der (n − 1)-ten
Zeile, und dort in derselben Spalte und in der Spalte davor, also in der k-ten
und der (k − 1)-ten Spalte stehen.

Ermitteln Sie mithilfe des Pascalschen Dreiecks die Binomialkoeffizienten(
3
2

)
,
(
9
6

)
und

(
7
5

)
.

(iv) Beweisen Sie die Binomische Formel, also zeigen Sie, daß für a, b ∈ R
und n ∈ N0 gilt:

(a + b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
an−kbk

Hinweise:
Verwenden Sie vollständige Induktion sowie die Rekursionsgleichung aus
(ii))! Führen Sie eine oder mehrere Indexverschiebungen durch!

(v) Berechnen Sie mithilfe von (iv) die Binome (a + b)5 und (a + b)6 für
a, b ∈ R.

(vi) Beweisen Sie mithilfe der Binomischen Formel:

n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n
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(vii) Zeigen Sie:

∀n∈N
n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
= 0

Aufgabe 3* (Binomialkoeffizient und Binomische Formel)

(i) Berechnen Sie
(
4
3

)
.

(ii) Zeigen Sie:

∀n∈N
(

2n + 4

2n + 1

)
=

4

3
n3 + 6n2 +

26

3
n + 4

(iii) Berechnen Sie (x + 5)5 für x ∈ R mithilfe der Binomischen Formel!
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