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Aufgabe 1 (Extrema und Sattelpunkte im R")

Bestimmen Sie alle Extrema und Sattelpunkte der Funktion f : R? — R,
gegeben durch

f(z,y) == at + 2277 + yt — 223 — 2y + 2% + o)

Musterlosung:

Aufgabe 2 (Gradient, Richtungsableitungen, lokale Extrema und Sattelpunk-
te im RY)

Klausuraufgabe WS 2025/26: Betrachten Sie die Funktion

f:R* =5 R, f(z,y) :=4a* + y* — 227 — 2¢/°

(a) Bestimmen Sie V f(z,v).
(b) Bestimmen Sie die Richtungsableitung von f im Punkt (1,2) in Rich-

tung des Vektors v = ( _11 )

(c) Bestimmen Sie alle stationdren Punkte von f.

(d) Zeigen Sie, daB bei (0,0) ein lokales Maximum und bei (3,0) ein Sat-
telpunkt vorliegt!

Musterlosung:



(2)
Vi(zy) = < 15;3: 44; )

(b) Die Formel fiir die Richtungsableitung lautet

o - (a2 ) (5 ()3

—1

(c) Setze den Gradienten gleich dem Nullvektor. Dann ergeben sich die
folgenden Gleichungen:

1 1
496(41:2—1):0 & r=0V IIE V x:—§

dy(* = 1) =0 & y=0V y=1V y=-1

Somit gibt es insgesamt neun stationdre Punkte:

(0,0), (0,1), (0, —1), (%0) | (% 1) | (% _1) | (_%,0) | (_%,1) , (_% 1

(d) Die Hesse-Matrix lautet

) [ 48z —4 0

Setze die beiden stationidren Punkte ein:

D?£(0,0) = ( _04 _04 )

Da die Hesse-Matrix Diagonalgestalt hat, sind die Eigenwerte direkt
auf der Diagonalen ablesbar. Da beide Eigenwerte echt negativ sind, ist
die Hesse-Matrix negativ definit, und somit liegt ein lokales Maximum

VOr.
)5 %)

Da die Eigenwerte unterschiedliche Vorzeichen haben, ist die Hesse-
Matrix indefinit, und somit liegt ein Sattelpunkt vor.



Aufgabe 3* (Lokale Extrema und Sattelpunkte im RY)

Untersuchen Sie die Funktion f : R? — R, gegeben durch

f(z.y) == —a?y + 6oy — 2y’
auf lokale Extrema und Sattelpunkte!

Musterlosung:

Fiir den Gradienten von f gilt

—2zy + 6y — y?
vien = ( 55

Setze diesen gleich dem Nullvektor. Dann muf} gelten:

22y +6y—1y =0 —20+6—-—y=0
& y=—2x+6

im Falle y # 0. Setze dieses Resultat in die zweite Gleichung ein:

—2%+6x — 22y = —2°+ 61 —22(—27 +6)
= —2?+ 6z +42° — 122 = 32° — 62 = 3x(x — 2) =0
& r=0V x=2

Fiir z = 0 gilt y = 6. Also ist (0,6) ein stationdrer Punkte von f.

Fiir x = 2 gilt y = 2. Also ist auch (2, 2) ein stationérer Punkt von f.

Im Falle y = 0 gilt aufgrund der zweiten Gleichung —z?+6x = z(6—=x) = 0.
Also sind (0,0) und (6,0) ebenfalls stationdre Punkte.

Fiir die Hesse-Matrix von f gilt:

-2 —22+6 — 2
2 _ Y Y
Dj.y) = ( —22 46— 2y —2z )

D2£(0,0) = (2 S)

Fiir den ersten Hauptminor gilt H; = 0 und fiir den zweiten Hauptminor
Hy = —36 < 0. Es liegt also weder der Fall > 0, > 0 noch der Fall < 0,> 0
vor. Da Hy # 0, ist D?£(0,0) somit indefinit, und es liegt ein Sattelpunkt

Vvor.

Fiir den ersten Hauptminor gilt H; = —12 < 0 und fiir den zweiten Haupt-
minor Hy = —36 < 0. Es liegt also weder der Fall > 0, > 0 noch der Fall

Weiterhin:

3



< 0,> 0 vor. Da Hy # 0, ist D*f(0,6) somit indefinit, und es liegt ein

Sattelpunkt vor.
9 B 0 —-12

Fiir den ersten Hauptminor gilt H; = 0 und fiir den zweiten Hauptminor
Hy = —144 < 0. Es liegt also weder der Fall > 0, > 0 noch der Fall < 0,> 0
vor. Da Hy # 0, ist D?f(6,0) somit indefinit, und es liegt ein Sattelpunkt

vor.
D*f(2,2) = < :;‘ :i)

Fiir den ersten Hauptminor gilt H; = —4 < 0 und fiir den zweiten Haupt-
minor Hy = —12 > 0. Es liegt also der Fall < 0, > 0 vor. Somit ist D?f(2,2)
negativ definit, und es liegt ein Maximum vor.



