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Das Konigsber ger Bruckenpr oblem

Norden
_ _ Neuer Pregel
Insel ] Osten
Pregel
_ Alter Pregel
Siden

Beispiel 1. [Euler, 1736] Gibt es einen Rundweg durch Konigsberg,
der jede der sieben Brlcken genau einmal Uberquert?
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KONINGSBERGA

Norden

Insel Osten

Suden
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o . o Beispiel 2.
Definition 1. Ein Graph ist ein Paar C

G = (V,E), wobeli

e V eine beliebige (endliche) Menge

ist und b d
e E eine Menge zweielementiger
Tellmengen von V, also
E C {v,wilv,w e Vv #wj a e

e Die Elemente von V heil3en Kno-
ten und V = {a,b,c,d, e}

E = {la,b}{a,d},1q,ej}ib,cj,
{b, d},{b, e}, {c,d},{d, ej;
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Knotengrad

Definition 2. Der Grad deg(v) eines Knotens v € V ist die Zahl der mit
v verbundenen Kanten.

Lemma 1. [Handsc hlaglemma] Fir jeden Graphen G = (V, E) gilt:

Korollar 2. Die Anzahl der Knoten mit ungeradem Grad ist gerade.
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Wege und Kreise

Definition 3. Essei G = (V,E) ein Graph.

e Eine Folge (vo,Vvy,...,vn) Von Knoten mit e; := {vi_y,vi} € Eflri =
1,2,...,n heil3t Kantenzug.

e Ein Kantenzug, bei dem die e; alle verschieden sind, heil3t Weg.

e Ein Wegq, flr den vy = v,, gilt, heildt Kreis.
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Eulerweg, Eulerkreis

Definition 4. Essei G = (V,E) ein Graph.
e Ein Weg, der jede Kante von G genau einmal
enthalt, heil3t eulerscher Weg von G.

e Ein Kreis, der jede Kante von G genau einmal
enthalt, heil3t eulerscher Kreis von G.

e G heil3t eulersch gdw. G einen eulerschen Kreis
enthalt.

Leonard Euler
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Charakterisierung von eulerschen Graphen

Satz 3. [Euler 1736] Essei G = (V,E) ein Graph.

G hat einen eulerschen Weg gdw.

e G bis auf isolierte Knoten zusammenhangend ist und

e die Zahl u der Knoten mit ungeradem Grad 0 oder 2 ist.

Die Existenz eines eulerschen Kreises ist aguivalent mit uw = 0.
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Beweis.
1. “=": G habe einen eulerschen Kreis K = (vo,Vv1,...,Vm-1, Vo).

e Dann ist G bis auf isolierte Knoten zusammenhangend und

e tritt der Knoten v in der Folge vy, vy, ..., vin—1 genau t-mal auf, so gilt
deg(v) = 2t, d.h. v hat geraden Grad.

2. "<=". Bewels durch vollstandige Induktion tber die Zahl der Knoten.

Induktionsanfang: Der Graph G = ({vo},{}) ist eulersch, denn (v,) ist
ein eulerscher Kreis.

Induktionsannahme: Fir Graphen mit hochsten n Knoten gelte die
Behauptung.
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Induktionssc hritt: Sei G = (V, E) ein zusammenhangender Graph mit
n + 1 Knoten und und alle Knoten haben geraden Grad.

Wahle einen beliebigen Knoten

0
vy € V. Y

Ist Knoten wvi,vy,..., So dal}
(vo, ..., Vi) jeweils ein Weg in G

ISt.

vO

vl
Wahle solange dies maoglich H H H H
v2
v3

Unter den gegebenen Voraussetzungen entsteht so automatisch ein
Kreis K. Sel Ey die Menge der Kanten in K.

©
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Wenn K alle Kanten aus E enthalt, so ist K ein Eulerkrels.

®
Ansonsten bildet man den Rest- o o
graphen G’ = (V,E \ Ex).
®
vO vl v5
O
Fur die Komponenten des Rest-

. . . v4
graphen gilt die Induktionsannah- © O V2
me.

O
v7 v3 V6
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Nun fagt man die Kreise an Kno-
ten zusammen, die in K und ei-
ner Komponente des Restgraphen
enthalten sind.

Man lauft entlang K bis zu solch
einem Knoten, dann entlang des
Kreises des Restgraphen und an-
schlie3end wieder entlang K.

vl v9

v2 Vv6

vl0 VO

v8 vi1l

vd v7
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Berechnung eines Eulerweg es

Algorithm us 1. [Hierholz er 1873]

1. Wahle einen beliebigen Knoten vy € V.

Wahle solange dies moglich ist Knoten vy,v,, ..., so dald (vy,...,Vv;)
jeweils ein Weg in G ist.

Unter den gegebenen Voraussetzungen entsteht so automatisch ein
Kreis K. Setze w' :=v,.

2. Prife, ob K ein eulerscher Kreis ist. Wenn ja, dann STOP, ansonsten
gehe zu 3.

3. Setze K’ :=K.
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Laufe ab w’ entlang K’ und wahle einen in K’ enthaltenen Knoten w,
der mit einer nicht in K’ enthaltenen Kante inzident ist.

Konstruiere wie unter 1. ausgehend von w einen Kreis K", der keine
Kanten von K’ enthalt.

Fuge K" in den Kreis K’ an der Stelle w ein. Setze w’ .= w.
Gehe zu 2.

Satz 4. Mit dem Algorithmus von Hierholzer kann in Zeit O(|E|) ein eu-
lerscher Kreis berechnet werden.

Beweis. Jede Kante wird hochstens zweimal durchlaufen:

1. Bei der Konstruktion von K bzw. K”.

2. Bei der Suche nach einem w. O
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vO vO
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Chinesisc hes Brieftr agerproblem

Depot

Man finde fur dieses Stral3ennetz eine moglichst kurze Tour zur Zustel-
lung der Post.
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Losung: Man macht den Graphen mit moglichst kurzen zusatzlichen
Kanten eulersch.

Depot
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Hamiltonsc he Graphen

Definition 5. Essei G = (V,E) ein Graph.

e Ein Weg, der jeden Knoten von G genau einmal enthalt, heil3t hamil-
tonscher Weg.

e Ein Kreis, der jeden Knoten von G genau einmal enthalt, heif3t hamil-
tonscher Kreis.

e G heil3t hamiltonsch gdw. G einen hamiltonschen Kreis enthalt.
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Beispiel 3.

e Die Bezeichnung “hamiltonsch” geht auf
Sir Willam Rowan Hamilton (1805 -
1865) zuruck, der 1859 das Spiel “around
the world” erfand.

e Die Punkte eines Dodekaeders stellten
Stadte dar.

e Die Aufgabe des Spiels bestand darin,
entlang der Kanten des Dodekaeders ei-
ne Rundreise zu unternehmen, bei der
man jede Stadt genau einmal besucht.
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Sir William Rowan Hamilton

Around the World
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Problem des Handlungsreisenden (TSP)

In einem vollstandigen Graphen,
dessen Kanten Langen haben, ist
die kilirzeste Rundreise gefragt.

Im Gegensatz zur Konstruktion
eines hamiltonschen Kreises be-
steht hier die Schwierigkeit nicht
Im Finden einer Rundreise.

Es gibt 1(n — 1)! verschiedene

Rundreisen.
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Bemerkung en:

e Obwohl die Eigenschaften hamiltonsch und eulersch sehr ahnlich er-
scheinen, ist kein effizienter Algorithmus zur Konstruktion von hamil-
tonschen Kreisen bekannt.

e Im schlimmsten Fall missen alle Moglichkeiten durch Enumeration
ausprobiert werden.

e Man geht sogar davon aus, dal} es keine bessere Losung gibt, denn
dieses Problem ist in einem prazisierbarem Sinne schwierig.

e Es gehort zur Klasse der N'P-vollstandigen Probleme: Existiert ein
effizientes Berechnungsverfahren fir ein Problem dieser Klasse, so
hatte man effiziente Berechnungsverfahren fur alle Probleme dieser
Klasse.
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Zusammenfassung

e Graphen zur Modellierung von realen Problemstellungen

e Sie modellieren zweistellige Beziehungen zwischen den Elementen
einer Menge.

e Charakterisierung von eulerschen Graphen bzw. Kreisen

e Algorithmus von Hierholzer: Effizientes Berechnungsverfahren zur
Konstruktion eulerscher Kreise

e Leichte Anderungen in der Problemstellung konnen dazu fiihre, daf
keine effiziente Berechnung mehr moglich ist.

Uber Wege und Touren — FH Bonn-Rhein-Sieg, Studientag 15.06.2002 22



