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Relationen und Pradikatenlogik
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Relationen und Pridikatenlogik Relationen und Funktionen

Kartesisches Produkt
Definition 3.1
Fiir Mengen A1,..., A, n > 1 heiBt die Menge

A X X Ap = {(Xl"'wxn)‘xi GAI'a]- <i< n}
n-stelliges kartesisches Produkt von Aj, ..., Ap.
n
Anstelle von A; X --- X A, schreiben wir auch X A;.
i=1

(x1,...,xn) heiBt n-Tupel. Ein 2-Tupel heiBt auch Paar, ein 3-Tupel Tripel
und ein 4-Tupel Quadrupel.

xi, 1 < i < n heiBt die i-te Komponente von (xi,...,X,).

Bemerkung:

n
e Falls A; = () fiir mindestens ein i,1 < i < n, dann gilt X A; = 0.
i=1
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Beispiel 3.2
Fiir die Mengen A= {1,2},B ={a,b,c} und C = {2,3} ist

Ax B = {(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,¢c)}
AxBxC = {(1,a2),(1,4a,3),(1,b,2),(1,b,3),(1,¢,2),(1,c,3),
(2,a,2),(2,a,3),(2,b,2),(2,b,3),(2,¢,2),(2,¢,3)} )

Folgerung 3.3
Ist |Aj| < oo fiirl <i < n, dann gilt

AL % -+ X Ap| = |Aq] - [Aa| - ... - |Anl.
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n-faches kartesisches Produkt

Definition 3.4
Sind alle A; identisch, also A; = A fiir 1 </ < n, dann heiBt

Al X XA, =Ax---xA

n-faches kartesisches Produkt von A.

Abkiirzend benutzen wir fiir das n-fache kartesische Produkt auch die
Potenzschreibweise:
AT=Ax ... x A

Folgerung 3.5
Fiir A mit |A| < oo gilt |A"| = |A|".
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Teilmenge
Definition 3.6

Eine Menge A ist Teilmenge einer Menge B, falls jedes Element von A
auch Element von B ist, d. h. wenn

xeA=>xeB

gilt. Wir schreiben hierfiir A C B. B heiBt dann auch Obermenge von A.

Zwei Mengen A, B sind gleich, wenn jede Teilmenge der anderen ist, also

wenn
ACBABCA

gilt. Wir schreiben dann A = B. Sind zwei Mengen nicht gleich, schreiben
wir A # B.
Eine Menge A ist eine echte Teilmenge von B (Schreibweise A C B), wenn

gilt:
ACBAA+#B.

v
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Beispiel 3.7
Es gilt:
(i) {2,3,4,7} C {1,2,3,4,7,13}
(i) {1,2,3} ={3,2,1} und {1,2,3} C {3,2,1}.
(iii) {2,3,4,7} c {1,2,3,4,7,13}
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Beziehungen zwischen Mengen

Satz 3.8

(i) Fiir jede Menge A gilt ) C A.
(ii) Fiir jede Menge A gilt A C A.
(iii) Seien A, B, C Mengen. Dann gilt:

ACBABCC=ACC
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Beweis.

(i) Nach Definition miissen wir
xeh=xecA
zeigen. Diese Implikation gilt genau dann, wenn die Subjunktion
xeh—>xeA

eine Tautologie ist, also immer wahr. Da x € () immer falsch ist, ist
diese Subjunktion immer erfiillt.

(i) x € A— x € Aist eine Tautologie, also gilt x € A= x € A und
damit gemaB der Teilmengendefintion A C A.

(iii) Mit dem Kettenschluss ergibt sich

(xeA=xeB)AN(xeB=>xec()=(xcA=xe ()
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Relationen und Funktionen
Relation

Definition 3.9

Jede Teilmenge R C A1 X ... x A, heiBt n-stellige Relation iiber
A, ..., Ap.
Sind alle Mengen A; identisch, dann heiBt R homogen, sonst heterogen.

Bei einer n-stelligen homogenen Relation R C A X ... X A heiit A auch
die Grundmenge von R.

Beispiel 3.10

Essei A={-3,-2 -1,0,1,2, 3}
(i) Fir Ry ={(x,y) e Ax Alx-y > 2} C Ax Agilt

Ri = {(-3,-3),(-3,-2),(-3,-1),(-2,-3),(—2,-2),
(—1,-3),(1,3),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3) }
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Fortsetzung Beispiel.
(i) Fir Ry = {(x,y,2) € A|x + y = z} gilt

R, = {(-3,0,-3),(-3,1,-2),(-3,2,-1),(-3,3,0),
(-2,-1,-3),(-2,0,-2),(-2,1,-1),(-2,2,0),(-2,3,1),
(-1,-2,-3),(-1,-1,-2),(-1,0,-1),(-1,1,0),

(— 1,2, 1),(-1,3,2),
(0,-3,-3),(0,—2,-2),(0,—-1,-1),(0,0,0),(0,1,1),
(0,2,2),(0,3,3),
(1,-3,-2),(1,—2,-1),(1,-1,0),(1,0,1),(1,1,2),(1,2,3),
(2,-3,-1),(2,-2,0),(2,-1,1),(2,0,2),(2,1,3),
(3,-3,0),(3,-2,1),(3,-1,2),(3,0,3)}

Y

3,

R1 und R» sind homogene Relationen.
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Darstellung Relationen durch Matrizen

Endliche zweistellige Relationen R C A x B lassen sich auch als Boolsche
Matrizen darstellen:

@ Die Zeilen werden mit den Elementen aus A = {a1,...,am}
gekennzeichent,

o die Spalten mit den Elementen aus B = {by,..., b,}.

e Gilt (aj, bj) € R, dann steht in Spalte i und Zeile j eine 1, ansonsten
eine 0.
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Beispiel 3.11

Die Relation R; von Beispiel 3.10 als Boolsche Matrix:
-3 -2 -1 01 2 3

-3/ 1 1 1 0000

-2/ 1 1 0 00 O0O

-1/ 1 0 0 0O0O0TO

00 0 0O O0O0O0OO

110 0 0 O0O0OO0OT1

2/ 0 0 0 O0O0 11

310 0 0 0111
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Rechtseindeutige und totale Relationen

Definition 3.12
Eine zweistellige Relation R C A x B heiBt rechtseindeutig, wenn gilt

(x1,¥1) € RA(x2,)2) € RA(y1 # y2 = x1 # x2).

Anschaulich: Fiir jedes x € A gibt es hochstens ein y € B, so dass
(x,y) € R gilt.

R heiBt total, wenn gilt: Fiir alle x € A existiert ein y € B mit (x,y) € R.
Anschaulich: Fiir jedes x € A gibt es mindestens ein y € B, so dass
(x,y) € R gilt.

Alternative Bedingung fiir die Rechtseindeutigkeit:

(x1,51) E RA(x2,)2) € RA (31 = x2 = y1 = y2)
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Beispiel 3.13

@ Die Relation
R ={(x,y) e NxN|y = x*}

ist rechtseindeutig und total, denn fiir jedes x € N ist x? eindeutig

definiert: Fiir jedes x € N gibt es genau ein y € N mit y = x2.

@ Die Relation
Rz ={(x,y) e NxN|y < x}
ist nicht rechtseindeutig. Beispielsweise gilt sowohl (3,1) € R; als
auch (3,2) € Ry.
o Die Relation 1
Rs={(x,y) €ZxQly = ;}

ist zwar rechtseindeutig, aber nicht total, denn fiir x = 0 gibt es kein
entsprechendes y.
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Funktion
Definition 3.14

Eine zweistellige, totale, rechtseindeutige Relation f C A x B heiBt
Funktion oder Abbildung.

Die Menge A ist der Definitionsbereich der Funktion f, die Menge B der
Wertebereich.

Bei Funktionen schreibt man anstelle von f C A x B auch
f:-A—B
bzw. mit Funktionsvorschrift
f:A— B, x— f(x)
und anstelle von (x,y) € f schreibt man

y = f(x).
y
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Beispiel 3.15
Sei f : N = N, x+— x4+ 1. Dann ist f als Relation

f=1{(1,2),(2,3),(3,4),...}.

also
f(1)=2,f(2) =3,f(3) =4,...

Definitions- und Wertebereich von f sind jeweils die natiirlichen Zahlen.

v
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