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Name: Vorname:

Matrikelnr.:
Aufgabe 1 2 3 4 5 6 Summe
Punkte 10 10 10 10 10 10 60
erreicht

Hinweise:

e Mit 24 Punkten haben Sie die Klausur bestanden.
e Es sind keine Hilfsmittel erlaubt.

e Sie miissen [hre Antworten begriinden.

Viel Erfolg!



Aufgabe 1 (2.542.5+2.542.5=10 Punkte)

Zeigen Sie:

(@) (p—=q)=>r=@Vr)A(-gVr)

(b) Die Menge F = {r — q,p — r,q — p, —p} ist erfiillbar.
(¢) p— (1Vp) ist eine Tautologie.
)

(d) {rvpVag-qVpVr,-ptEr
Losung: Ich gebe jeweils mehrere Beweismdoglichkeiten an.

(a) Beweis mit Wahrheitstafel:

p g riflp=>qg—=r|(pVr)A(-gVr)
00 0 0 0
00 1 1 1
010 0 0
01 1 1 1
100 1 1
10 1 1 1
110 0 0
111 1 1

Beweis durch Umformung;:

(p—=q) =r=-(pVgVr={pPA-q)Vr=(pVr)A(-qVr)

(b) Beweis mit Wahrheitstafel: Es geniigt, eine Belegung zu finden, die alle Aussagen von F
wahr macht.

p q rllr=q|lp—=r|qg=p|-p
oo0oof t | 1 | 1 |1

(c) Beweis mit Wahrheitstafel:

p| p— (1Vp)
0]Z(0 > (1V0)=Z(0 = 1) =1
1Z1 = (1v1)=Z(1—=1)=1

Beweis durch Umformung;:

p—(1Vp)=-pVv(lVvp =1



(d) Beweis mit Wahrheitstafel:

p qg riirvpVg|—-qVpVr|-p|Modell?
000 0 —
0 01 1 1 1 +
010 0 —
011 1 1 1 +
100 0 —
1 01 0 —
110 0 —
1 11 0 —

Beweis mit Resolution:
res({p,q,7},{-p}) = {a,7}
res({p, =q, 7}, {-p}) = {—q, 7}

res({¢q, 7}, {—q,7}) = {r}




Aufgabe 2 (44442=10 Punkte)

Inspektor Columbo muss einen Einbruch aufklaren. Er weif3:

1. Hans, Klaus oder Jupp haben den Einbruch begangen.
2. Jupp arbeitet immer zusammen mit Klaus und Hans.
3. Wenn Hans nicht dabei war, war auch Klaus nicht am Einbruch beteiligt.

4. Mindestens einer der drei war nicht an dem Einbruch beteiligt.

(a) Formulieren Sie die Aussagen 1. bis 4. in Aussagenlogik und stellen Sie die zugehorigen
Klauselmengen auf.

(b) Zeigen Sie mittels Resolution, dass Hans ein Téter ist.

(¢) War Jupp am Einbruch beteiligt? War Klaus am Einbruch beteiligt?
Losung:

(a) Wir nutzen die Variablen zp, xx,x ;. Sie seien genau dann wahr, wenn Hans, Klaus bzw.
Jupp am Einbruch beteiligt waren.
l.zgVagVay, Ky ={zg, x5, 5}
2. 25— (zpNeg) =—xyV(eg Nag) = (—egVag) A (—zg Veg),
Ky =A{vy,~w;}, K3y = {2, 2K}
3. ~xy = axg =xy Vg, Ky ={xy, 2k}

4. ~xygV xg Vg, K5 = {—'CL‘H, X, _‘IK}

(b) Hypothese: xy, negierte Hypothese: ~zy, K¢ = {-zy}
K7 =res(Ky, Ky) = {zg, 2k}
Kg =res(Ky, K7) = {zg}
Ko =res(Kg, Kg) =©
(c¢) Fiir Z(z;) = 1 sind die Aussagen 2. und 4. nicht gleichzeitig erfiillbar. Also kann es kein
Modell mit Z(x;) = 1 geben, also war Jupp nicht am Einbruch beteiligt.

Klaus muss wegen Mangels an Beweisen freigesprochen werden, denn es gibt sowohl ein
Modell, in dem Klaus unschuldig ist (Z(xy) = 1,Z(x;) = Z(xx) = 0), als auch ein Modell,
in dem Klaus schuldig ist (Z(xg) = 1,Z(x,) = 0,Z(zk) = 1).



Aufgabe 3 (5+5=10 Punkte)

(a) Zeigen Sie mittels vollstandiger Induktion, dass fiir alle n € N gilt:

n+1)(n+2)(n+3)
4

zn:k(k+1)(k+2) _

k=1

(b) Die Menge M ist durch die folgenden Regeln definiert:
(i) 7e M
(ii) Gilt z € M, dann gilt auch 3z +1 € M und 7x € M.

(iii) M enthélt genau die Elemente, die durch die Regeln (i) und (ii) gebildet werden
koénnen.

Zeigen Sie: Ve € M3k e N:x =3k + 1

Losung:
(a) n=1
! 1-2-3-4  1(14+1)(1+2)(1+3)
;k(k;+1)(k+2):1-2~3:6: = 7
n—-n-+1:
g:k(k+1)(k+2) = (n+1)(n—|—2)(n+3)+2n:k(k+1)(k+2)
k=1 k

(n+1)(n+2)(n+3)+ "<”+1>(”4+ 2)(n + 3)
An+1)(n+2)(n+3) +n(n+1)(n+2)(n+3)
4
(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)
4

(b) Da die Menge M rekursiv definiert ist, nutzen wir hier die strukturelle Induktion als
Spezialfall der vollstdndigen Induktion.

Induktionsanfang: 7 =3 -2 + 1, also stimmt die Aussage (mit k = 2).
Induktionsschritt: Sei x € M. Nach [.V. existiert somit £ € N mit x = 3k 4 1. Damit folgt:

304+1=3B8k+1)+1=3K+1mit ¥ =3k +1
und
Tr=T738k+1)=21k+7=(21k+6)+1=3(Tk+2)+ 1 =3k" + 1 mit £" = Tk + 2

Also gilt die Aussage auch fiir 3z 4+ 1 und 7x.



Aufgabe 4 (44-34+3=10 Punkte)
Sei A ={1,2,3,4,5} und R = {(1,2),(L,3),(2,4), (3,4), (4,5)} CAx A

(a) Geben Sie RT und R* an.
(b) Ist R* eine partielle Ordnung? Begriinden Sie Ihre Antwort.

(c) Geben Sie eine Aquivalenzrelation auf A mit genau zwei Aquivalenzklassen an.

Losung:

(a)
BT ={(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,4),(2,5),(3,4), (3,5), (4,5)}
R ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,2),(2,4),(2,5),(3,3), (3,4), (3,5), (4,4), (4,5), (5,5)}

(b) Ja, R* ist eine partielle Ordnung. Eine partielle Ordnung ist eine Relation, die reflexiv,
antisymmetrisch und transitiv ist.

— Weil R* die Relation R® = id4 enthilt, ist R* reflexiv.

— Weil R nur Paare (x,y) mit < y enthilt, gilt dies auch fiir alle R* und somit auch
fiir R*. Also ist R* antisymmetrisch.

— R* ist als reflexiv-transitive Hiille insbesondere auch transitiv.
(c)
R={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(1,2),(2,1),(3,4), (4,3),(3,5), (5,3), (4,5),(5,4) }

Die beiden Aquivalenzklassen sind hier {1,2} und {3,4,5}. Dies ist aber natiirlich nicht
die einzige Losung.



Aufgabe 5 (54+5=10 Punkte)
(a) Sei f: M — N, Bi, B, C N. Zeigen Sie:
fHB1UBy) = fTH(B1) U f(B)
(b) Es sei f : R — R definiert durch

) = rz+3 firxz>0
]l z—-3 firx<0

Untersuchen Sie f auf Injektivitdat und Surjektivitét.

Losung:

(a)

S f_l(Bl U BQ) f(.CE) S Bl U Bg
f(ZL’) S Bl V f(l') S BQ
ze fH(B)Vae f(By)

ze fTH(B)Uf(By)

t e

(b) f ist nicht surjektiv. Beweis:

—xz>0
r>0=>2+3>3= f(x) >3

—x<0
r<0=2-3<-3= f(zr)< -3

Also existiert z. B. fiir y = 0 kein  mit f(z) =y = 0.

f ist injektiv. Beweis: Z. Z.: x1 # x93 = f(x1) # f(x2). O.B.d.A. gelte x; < x5. Wir
unterscheiden drei Fille:

— 1 <x9<0
T <2< 0=z —3<wy—3= f(x1) < f(x2) = f(z1) # f(22)
— 11 <0< 29
11 <0< x9=>121 —3<x9—3<x2+3= f(x1) < f(22) = f(21) # f(22)
- 0< 21 <29

O0<ri<T9=>214+3<x9+3 = f(!L‘l) < f(xg) = f(CL’l) 7é f(l‘g)



Aufgabe 6 (5+5=10 Punkte)
Zeigen Sie:
(a)
()= G+ ()
k) \k-1 k

(b) Unter je fiinf Punkten, die in einem Kreis mit Radius r = 1 liegen, gibt es stets zwei, die
einen Abstand < v/2 haben.

Losung:

(a)

n—1 n—1\ (n—1)! (n—1)!
(k—1>+< k ) B CED I R T
(n—1)! (n—1)!

(n—klE=1)! (n—1-Fk)k!
E(n—D!'+ (n—k)(n—1)!

(n — k)k!
(k+n—FK)n-1)! nn-1)! n! _(n
(n — k)k! C(n—k)k T (n—k)E (k)

(b) Wenn wir den Mittelpunkt eines Kreises mit Radius » = 1 auf den Koordinatenurpsung
legen, wird der Kreis druch die Koordinatenachsen in vier kongruente Teile zerlegt. Der
grofite Abstand zweier Punkte in einem Teil ist durch die beiden Schnittpunkte des Kreises

mit den Koordinatenachsen bestimmt. Dieser Abstand betragt v/12 + 12 = V2.




Jetzt nutzen wir das Schubfachprinzip. Wir haben fiinf Punkte, die sich in vier Teilen
befinden. Nach dem Schubfachprinzip muss es also mindestens einen Teil geben, der min-
destens zwei der fiinf Punkte enthélt. Da diese zwei Punkte im gleichen Teil sind, haben
sie einen Abstand < v/2.



