Aquivalenzen, Basen und Normalformen
Logische Aquivalenz

Definition 2.22

Zwei aussagenlogische Formeln «, 5 € A heiBen logisch dquivalent, falls
fiir jede Belegung Z von « und S gilt:

I*(a) = Z%(B)-

Schreibweise: o = .

Beispiel 2.23
Aus Folgerung 2.6 ergibt sich:

a—f = —aVp
o+ B (a = B)A (B — )
a®d B = (aA-8)V(~aAp)
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Wichtige aussagenlogische Aquivalenzen
Satz 2.24

Kommutativitdt
aVp = [BVa
aNpB = BA«
ad®df = LPa
af = e a
Assoziativitat
aVv(BVvy) = (aVp)Vy
ah(BAY) = (aAB)AYy
a®(Boy) = (a®B)®Y
ac(Bey) = (e B) ey

v
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INEEEEEE S Aquivalenzen, Basen und Normalformen

Fortsetzung Satz.

Distributivitat
aVv(BAy) = (aVvB)A(aVy
an(BVy) = (aAB)V(aAy
De Morgansche Regeln
“(aVvp) = -aN-p
“(aANB) = -aV-p
Einfiihrung der Negation
- = a—0
a = a+0
a = adl

v
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Fortsetzung Satz.
Doppelte Negation

T =

Idempotenz

S Q

aV o

alNa =
Absorption

INa =
0V a
1l -«

1o
aV(aAnpB)
aA(aVp)

Il
S o 2 2 o 9

Peter Becker (H-BRS) Mathematische Grundlagen Wintersemester 2016/17 91 / 288



INEEEEEE S Aquivalenzen, Basen und Normalformen

Fortsetzung Satz.
Tautologien

1V«

—aVa

o —

a—1

00—«

N

oo =

Unerfiillbarkeitsregeln

0N«

o\

aPba =

v
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Fortsetzung Satz.
Kontraposition

a—pf =
Beweis.

-8 = -«

Tafel & und Ubungsaufgabe.

= = = E nae
Peter Becker (H-BRS) Mathematische Grundlagen
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Aquivalenz

Definition 2.25

Gilt fur aussagenlogische Formeln « und 3, dass die Bijunktion a <> 3 eine
Tautologie ist, dann heiBt diese Bijunktion Aquivalenz, und wir schreiben

a s 6.

Satz 2.26

Seien o, 8 € A aussagenlogische Formeln, dann gilt
«a = 3 genau dann, wenn a & (8

gilt.

Beweis.
Tafel &.
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Folgerung 2.27

Eine aussagenlogische Formel o € A ist allgemeingiiltig genau dann, wenn
a=1

oder
asl

gilt.
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Aquivalenzen, Basen und Normalformen
NAND und NOR

Wir kennen bisher fiinf zweistellige Verkniipfungen:
VoA, =, <, D
Wir fiihren noch zwei weitere Verkniipfungen ein:

e a1 (NAND)
o a | 3 (NOR)

definiert durch
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Folgerung 2.28

Fiir aussagenlogische Formeln «, 3 € A gilt:
(i)

a?tf = -(arp)

(ii)

alp=-(avp)

y
Beweis.
Tafel &.
y
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Aussagenlogik Aquivalenzen, Basen und Normalformen

Anzahl aussagenlogischer Verkniipfungen

Satz 2.29
Es gibt 2(2") n-stellige aussagenlogische Verkniipfungen.

Beweis.
@ Eine Wahrheitstafel mit n aussagenlogischen Variablen hat 2" Zeilen.

o Fiir jede Zeile kann die Ergebnisspalte die zwei Werte 0 oder 1
annehmen.

o Anzahl an Méglichkeiten: 2Anzah! Zeilen _ 5(27)

Folgerung 2.30

Es gibt 2(?*) = 16 verschiedene zweistellige aussagenlogische
Verkniipfungen.
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Aussagenlogik Aquivalenzen, Basen und Normalformen

Verkniipfungen durch andere Verkniipfungen ausdriicken

@ Nicht alle der 16 zweistelligen Verkniipfungen werden benétigt, denn
@ wir konnen Verkniipfungen durch andere Verkniipfungen ausdriicken.

@ Finde eine minimale Anzahl an Verkniipfungen, mit denen alle
anderen ausgedriickt werden konnen!

Beispiel 2.31
(i) Aus Folgerung 2.6 kennen wir

a— 8 = ~aVp
a f (Vv B)A(-BVa)
a®f = (aAN-p8)V(~aAp)

Subjunktion, Bijunktion und exklusives Oder sind also durch
Negation, Disjunktion und Konjunktion darstellbar.

v
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Aquivalenzen, Basen und Normalformen
Fortsetzung Beispiel.
(ii) Doppelte Negation und De Morgansche Regeln (siehe Satz 2.24)

liefern:
——(anB)
——(aVB)

Konjunktion |dsst sich also durch Negation und Disjunktion,
Disjunktion durch Negation und Konjunktion darstellen.

alp
aVp

~(ma v =p)
~(-a A =p)

(iii) ldempotenz und Folgerung 2.28 liefern:
~a=-(aVa)=ala

Die Negation lasst sich also durch NOR ausdriicken.
(iv) Aus (i) und (iii) ergibt sich mit Folgerung 2.28 (ii):

aAB=-(-aV-p)=-al-B=(ala)l(BLH)

Die Konjunktion l3sst sich also alleine durch NOR ausdriicken.

v
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Aussagenlogische Basen

Es sei B® die Menge aller zweistelligen aussagenlogischen Verkniipfungen
und B®" = B® U {-} diese Menge einschlieBlich Negation.

Definition 2.32
Sei © C BM™" eine Auswahl von aussagenlogischen Verkniipfungen.

(i) Eine zweistellige aussagenlogische Verkniipfung o € B(*) heiBt
definierbar durch O genau dann, wenn fiir o, 5,7 € A gilt:

Ist o B =+, dann
sind v und die Teilformeln « und § allein mit Operatoren aus O

zusammengesetzt.
(i) Die Menge O heiBit aussagenlogische Basis, falls jede Verkniipfung
aus B™" durch O definierbar ist. )
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INEEEEEE S Aquivalenzen, Basen und Normalformen

Satz 2.33

Die folgenden Mengen aussagenlogischer Verkniipfungen bilden
aussagenlogische Basen:

Boolsche Basis {=,V, A}

De Morgan-Basis {—,V} und {—, A}
Frege-Basis {~,—}
NOR-Basis {}}

NAND-Basis {1}
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(ST e N e
Gottlob Frege

Gottlob Frege (1848-1925) war ein deutscher
Logiker, Mathematiker und Philosoph. Er
gilt als Begriinder der modernen Logik.

Seine herausragende Leistung auf dem
Gebiet der Logik besteht darin, als erster
eine formale Sprache und, damit
zusammenhangend, formale Beweise
entwickelt zu haben (,, Begriffsschrift").

Er schuf dadurch eine wesentliche Grundlage
fir die Informatik, sowie fir formale
Methoden in der linguistischen Semantik.

Peter Becker (H-BRS) Mathematische Grundlagen Wintersemester 2016/17 103 / 288



INEEEEEE S Aquivalenzen, Basen und Normalformen

Disjunktive und konjunktive Normalform

Definition 2.34

(i) Eine aussagenlogische Formel oo € A ist in disjunktiver Normalform
(DNF), falls gilt:
a=aoa1V...Va,

mit o; = aj1 A ... A, 1 <7 < n, wobei alle ajj, 1 < j < k; Literale
sind.

(i) Eine aussagenlogische Formel oo € A ist in konjunktiver Normalform
(KNF), falls gilt:
a=aiN...\Na,

mit a; = aj1 V...V ajg, 1 < i< n, wobei alle ajj, 1 < j < k; Literale
sind.

Die konjunktiv verkniipften Teilformeln «; heiBen Klauseln von a.
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Eine Formel,

@ in disjunktiver Normalform ist eine Disjunktion von Konjunktionen
von Literalen,
@ in konjunktiver Normalform ist eine Konjunktion von Disjunktionen

von Literalen.

Beispiel 2.35
(i) Die Formel

(PAGA=)V(=pA=g)V(PAGAT)V (=g A-r)

ist in disjunktiver Normalform.
(ii) Die Formel

(=pVaVr)A(=pV-g)A(-pVqV-r)

ist in konjunktiver Normalform.

v
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INEEEEEE S Aquivalenzen, Basen und Normalformen
Satz 2.36

(i) Jede aussagenlogische Formel ldsst sich in eine dquivalente
aussagenlogische Formel in konjunktiver Normalform transformieren.

(i) Jede aussagenlogische Formel ldsst sich in eine dquivalente
aussagenlogische Formel in disjunktiver Normalform transformieren.

v

Beweisskizze.

© Ersetze jedes Vorkommen von 1 durch p VvV —p und jedes Vorkommen
von 0 durch g A =g, mit zwei neuen Variablen p bzw. q.

@ Ersetze die Operatoren —, <+, ® oder sonstige durch ihre Darstellung
mit =, A,V (boolsche Basis).
© Ersetze jedes Vorkommen einer Formel der Form ——a durch a.

© Ziehe — ganz nach innen bis = nur noch vor Aussagenvariablen
vorkommt. Wende dabei, falls moglich, auch (3) an.

@ Ziehe mit den Distributivgesetzen alle A nach aussen (KNF) bzw.
nach innen (DNF).

v
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Beispiel 2.37

((@=B)=2>v)Ve = ((haVp)—=7)Vé
(~(raVvB)Vy) Vi
((@n=B)Vy) V3
((@V)A(EBVY) VI
(aVAyVI)A(=BV V)

Somit ist die Formel in KNF.
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