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Hinweise:

e Mit 24 Punkten haben Sie die Klausur bestanden.

e Es sind keine Hilfsmittel erlaubt.

e Sie miissen [hre Antworten begriinden.

Viel Erfolg!




Aufgabe 1 (34242+43=10 Punkte)
Begriinden oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(a) (p—q)AN(q—1)) — (p—r) ist eine Tautologie.
(b) Wenn o — f3 eine Tautologie ist, dann gilt {a} = S.

)
)

(¢) =((pL Ap2 Ao Apn) = @) =PLAP2A ... APy A g
)

(d) Wenn a A S erfiillbar ist, dann ist -« V = unerfiillbar.
Losung:

(a) Die Aussage ist wahr, es handelt sich um die Tautologie des Kettenschlusses. Beweis mit

Wahrheitstafel:
plglria=p—=qlaga=q—1r|03=p—>71| 0 N\d — Q3
0/0]0 1 1 1 1
0101 1 1 1 1
0[1]0 1 0 1 1
0111 1 1 1 1
1100 0 1 0 1
1101 0 1 1 1
11110 1 0 0 1
1111 1 1 1 1
(b) Die Aussage ist wahr. Beweis:
a — [ ist Tautologie < —a V [ ist Tautologie
& —(—a Vv (B) ist unerfillbar
< a A —f ist unerfiillbar
< {a,—f} ist unerfiillbar
& {a} =8

(c) Die Aussage ist wahr. Beweis mittels logisch dquivalenter Umformungen:

A((Pr AP A AP) = q) = ((PL AP AL ADPL) V()
= (prApa AL App) Ag

(d) Die Aussage ist falsch.

Wenn o A 3 erfiillbar ist, kann es trotzdem Belegungen geben, die aw A 8 falsch machen.
Mit solch einer Belegung wird dann aber (wegen -V =8 = =(a A )) die Formel —a V =
wahr, ist also erfiillbar.



Aufgabe 2 (44+6=10 Punkte)

Gegeben Sei die Formelmenge F = {a, as, a3} mit:

ap = —p—(qV-r)
ay = —=(-rA—q)
Q3 = Tp— ¢

(a) Uberfithren Sie die Formeln oy, oo, a3 in KNF und geben Sie die zugehérigen Klauseln an.

(b) Zeigen Sie mittels Resolution: F = p

Losung:

(a)

—p—(qV-r) = =pV(gV-r)=pVgV-r
—(-rA—q) = —rV-oog=qVr

Damit ergeben sich die Klauseln:

K, = {p,q,—r}
K2 = {q,?“}
K; = {p,—q}

(b) Es gilt nach Satz 2.13:
FEp <= FU{-p} ist unerfillbar

Wir zeigen die rechte Seite mittels Resolution. Dazu sei Ky := {—p}. Wir leiten nun aus
{Ky, Ky, K3, K} die leere Klausel ¢ ab:

K5 = Res(Ki, Ks) ={p,q}
Ks = Res(Ks, K3) = {p}
K; = Res(Kg Ky) =0



Aufgabe 3 (5+5=10 Punkte)
(a) Gegeben Sei die Formelmenge F = {1, ag, a3} mit

a; = VarIyP(z,y)
ay = VaVyP(x,y
as = P(a,b) A P(

) = ~P(y,x)
b,c) A P(c,d) N —P(d,b)

Das Universum sei U = {a, b, ¢, d}. Geben Sie ein Modell fiir die Formelmenge F an.

(b) Gegeben seien zwei Mengen P, Q. Die Zugehorigkeit eines Element = des Universums zu
einer dieser Mengen driicken wir durch P(x) bzw. Q(x) aus. Formulieren Sie damit in
Pradikatenlogik die folgenden Sachverhalte.

(i) P und @ sind nicht disjunkt.
(ii) Es existiert ein Element, das nicht in beiden Mengen enthalten ist.
(iii) @ ist echte Teilmenge von P.

)

(iv) Fiir beide Mengen gilt: Wenn a nicht enthalten ist, dann ist auch b nicht enthalten.
Losung:

(a) Da das Universum U gegeben ist, miissen wir nur noch eine Relation P C U x U finden,
so dass die Aussagen aq, ag, a3 wahr werden.

Aus a3 folgt (a,b), (b, c), (¢,d) € P und (d,b) ¢ P.

Mit P = {(a,b), (b,c), (c,d)} sind g und a3 erfiillt, aber nicht «y, denn fiir z = d existiert
kein y € U mit (d,y) € P. In P fehlt also ein Tupel der Form (d,y).

Welches Tupel kommt hierfiir in Frage? (d,d) € P und (d,c) € P wiirden «s verletzen,
(d,b) € P wiirde ag verletzen. Bleibt also nur noch (d,a) € P.

Mit P = {(a,b), (b,¢), (c,d), (d,a)} werden dann die Aussagen i, as, as erfiillt. Also ist U
zusammen mit P ein Modell fir F.
(b) (1) 3z P(z) A Q(x)
(i) Jz—(P(x) ANQ(z)) = Jz—-P(z) V -Q(x)
(iii) (Vo Q(x) = P(x)) A Bz P(x) A —Q(x))
(iv) (=P(a) = =P(b)) A (=Q(a) = =Q(D))



Aufgabe 4 (54+5=10 Punkte)

(a) Zeigen Sie mittels vollstandiger Induktion:

Vn € N: ) (k+1)2" =n2"*!

k=1

(b) Die Menge M ist durch die folgenden Regeln definiert:

(i) 11 e M
(ii) Gilt x,y € M, dann gilt auch 2(z +6) +y — 1 € M.
(ili)) M enthélt genau die Elemente, die durch die Regeln (i) und (ii) gebildet werden

konnen.

Zeigen Sie: Vx € M : 11|z
Losung:

(a) n=1: 1

dk+1)2b=(1+1)2'=2.2=1-4=1-2"""
k=1
Also ist die Aussage fiir n = 1 wahr.

n—n+1:
n+1 n
Yk+1)28 = (1412 +> (k+1)2°
k=1 k=1

(n +2)2"H 4 p2ntt
= (n+2+mn)2"!

(2n + 2)2" !

2(n +1)2"*H!

= (n+1)2"*

(b) Wir nutzen strukturelle Induktion.
Induktionsanfang: 11|11 ist wahr.
Induktionsschritt: Sei z,y € M. Mit Induktionsvoraussetzung (11]|z und 11]y) folgt:
dJpeN:xz=1lp und dJgeN:y=1lq
Daraus folgt:
2@ +6)+y—1 = 204+124+y—1
= 2x+y+11
= 2-1lp+11g+11
= 11(2p+q+1)

Also gilt:
11)2(z +6) +y —1



Aufgabe 5 (24242+42+42=10 Punkte)

Sind die folgenden Relationen R; auf N eine Aquivalenzrelation oder eine partielle Ordnung?
Begriinden Sie jeweils Thre Antwort.

Rs = {(n,m)|f(n) = f(m)}
Losung:

(a) Ry ist nicht reflexiv, z. B. gilt (2,2) ¢ R,. Somit ist R, weder eine Aquivalenzrelation noch
eine partielle Ordnung.

(b) Ry besteht genau aus allen reflexiven Elementen von N, ist also reflexiv. Andererseits,
da R, nur aus diesen reflexiven Elementen besteht, ist Ry sowohl symmetrisch als auch
antisymmetrisch als auch transitiv. Ry ist somit sowohl eine partielle Ordnung als auch
eine Aquivaenzrelation (vgl. Aufgabenblatt 10, Aufgabe 4 (c)).

(c) Es gilt (1,3),(3,5) € R, aber (1,5) ¢ Rj. Also ist R3 nicht transitiv und somit weder
Aquivalenzrelation noch partielle Ordnung.

(d) Fiir alle n € N gilt n|n, also ist R4 reflexiv.
Aus n|m und m|n folgt n = m. Also ist R4 antisymmetrisch.
Aus n|m und mlk folgt n|k, also ist R4 transitiv und somit eine partielle Ordnung.

Wegen z. B. 2|4, aber 4 1 2 ist R4 nicht symmetrisch und somit keine Aquivalenzrelation.
(e) Fiir alle n € N gilt f(n) = f(n), also (n,n) € Rs. Damit ist R reflexiv.
Weiterhin gilt:
(n,m) € Rs = f(n) = f(m) = f(m) = f(n) = (m,n) € Rs
Also ist R5 symmetrisch.
Wegen
(n,m), (m, k) € Bs = f(n) = f(m) A f(m) = f(k) = f(n) = f(m) = f(k) = (n, k) € Rs

ist Rs auch transitiv und somit eine Aquivalenzrelation.

Da fiir f nichts weiter vorausgesetzt wird, ist f im Allgemeinen nicht injektiv, d. h. es
kann f(n) = f(m) fir n # m gelten. Somit ist Rs im Allgemeinen nicht antisymmetrisch
und damit keine partielle Ordnung.



Aufgabe 6 (5+5=10 Punkte)
(a) Sei f: M — N, Ay, Ay C M. Zeigen Sie:
f(AIN As) C f(A1) N f(A2)
(b) Es sei f : R — R definiert durch

ir+1 fallsx >0
— 3 —
f("“")_{ 3r+1 falls 2 <0

Untersuchen Sie f auf Bijektivitét.

Losung:

(a)

ye f(A1NAy) = Tr:xeAiNAAflzx)=y
= dr:ze A NxeE AN flx)=
= :(zeANflx)=y)A(z EAQ/\f() )
= @x:zeANflx)=y)ANFr:z€ AN f(x) =1y)
= y € f(A) Ay € f(As)
= y € f(A)N f(A2)

Bemerkung: siche Aufgabenblatt 11, Aufgabe 3 (a)

(b) Die Funktion f ist bijektiv genau dann, wenn f surjektiv und injektiv ist.
Surjektivitdt: Wir miissen zeigen: Vy € Rz € R: f(z) = y.
Sei y € R beliebig. Wir machen eine Fallunterscheidung:

—y=>1L
Wiéhle x = 3y — 3 > 0. Damit gilt dann:

F@)=fBy-3)= 3By -H+1=y-1+1=y

-y <1
Wiéhle x = nyl < 0. Damit gilt dann:

f(x):f<yT_1)=3-yT_1+1:y—l+1:y

Damit ist f surjektiv.
Injektivitat: Wir miissen zeigen: Vz; € RVay € R: 1 # 29 = f(21) # f(x2).

0O.B.d.A. sei 7 < z5. Wir machen wieder eine Fallunterscheidung:

- 0< 21 < x9: . |
1'1<$2:§I1+1<§$2+1$f($1)<f<$2)

7



— I < 29 <O0:
T <xo=3r1+1 <32+ 1= fx1) < f(x2)
— 21 <0< x9:
r1<0=3r+1<1= f(r;) <1
O§x2:>1§%x2—|—1:>1§f(1’2)
Also: f(x1) < f(x9).

Damit ist f auch injektiv und insgesamt bijektiv.



