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erreicht

e Mit 24 Punkten haben Sie die Klausur bestanden, ab 48 Punkten erhalten Sie eine 1.0.
e Es sind keine Hilfsmittel erlaubt.
e Sie miissen Ihre Antworten begriinden.

e Tipp: Schauen Sie sich erstmal alle Aufgaben an.

Viel Erfolg!
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1. Priifer (Prof. Dr. Peter Becker) 2. Prifer (Prof. Dr. Alexander Asteroth)



Aufgabe 1 (2.542.5+2.542.5=10 Punkte)

Zeigen Sie:
(a) ((p = q) A —q) — —p ist eine Tautologie.
(b) =r Ap A —=(q — r) ist erfiillbar.

(c)

(P1Vp2V...Vpn) = (@ VgV...Van)
= p=> @V . Va)AD = @V V) A oA (P = (@ VooV gm))

(d) {aq,...,an} = B1V By gilt genau dann, wenn {ay, ..., ay, 2 f1, = f2} unerfiillbar ist.
Losung:

(a) Wir beweisen dies durch Umformung.

“pVq)A—-q) = p
—pA—-q)V(gA—q) = —p
“pA—=q)VO0)— —p

(p—=a) AN—q) = —p

o~ o~~~
—~ o~~~

= —(-pA-q)V-p
= pVgqgV-p
= qV1

1

(b) Wir wéhlen die Belegung Z(p) = 1,Z(q) = 1,Z(r) = 0. Damit gilt Z*(¢ — r) = 0 und
somit Z*(—(q — r)) = 1. AuBerdem: Z*(—r) = 1 und Z*(p) = 1 und somit

" (-rApA—-(g—r1)) =1

Alternativ hdatte man auch eine Wahrheitstabelle aufstellen und darauf verweisen kénnen,
dass in der Ergebnisspalte eine 1 steht.

(c) Beweis durch Umformung.

(P1VpaV...Vpy) = (@ V@V...Van)
= (pVp V... V)V (@ VaV... V)
= (pr AP A ATP)V (@Y @RV V)
(_'pl\/QI\/QQ\/ N@) N2V @V @V NV g) A A (o V@V @2 VY )
= = (@VeV.. V) AP = (@VeV...Vag) Ao Ao = (@ V@ V... Van))

(d) Wir wenden Satz 2.13 an. Nach diesem Satz gilt {1, ..., a,} | 1V B2 genau dann, wenn
{ai, ..., a,, (81 V 52)} unerfiillbar ist. Jetzt formen wir um:

{ag, ..., an,~(B1 V B2)} ist unerfiillbar  gdw. {a,...,a,, 781 A =f2)} ist unerfiillbar
gdw. {ai,...,an, 01, f)} ist unerfillbar



Aufgabe 2 (34+7=10 Punkte)

(a) Uberfithren Sie die Formel
(pVgVr)—(s—t)

in konjunktive Normalform und geben Sie die Klauselmenge an.

(b) Gegeben sind die folgenden Klauseln:

K, = {-a,—b,c}

K2 = {_|C, d}
Kg = {a, d}
Ky = {_‘d}

Zeige Sie mithilfe der Resolution: {Ky,..., Ky} FEa A —b

Losung:

(a)

(pVqgVr)—(s—=t) = (pVqgVr)— (msVi)

—(pVqgVr)V-asVvt
(-pA=gNA-r)V sV
(7pVasVE)A(—gV —sVE)A(—rV-sVi)

Klauselmenge: {{—p, —s,t}, {—q, —s,t}, {-r, —s,t}}
(b) Wir negieren die Hypothese a A —b:
—(aN-b)=-aVb

Damit entsteht als weitere Klausel: K5 := {—a, b}.
Mit Resolution ergibt sich:

Kg¢ = Res(Ky, Ky) = {—a,-b,d}
K; = Res(Kg, K5) = {—a,d}
Ks = Res(K;, K3) = {d}

Ky = Res(Ks, K4) =0



K1 = {!a, !b, c}

K2 = {!c, d}

N

{!a. 'b, d}

K5 = {!a, b}

N

{'a, d}

K3 = {a, d}

N

{d}

K4 = {!d}

N4

{1




Aufgabe 3 (2.542.5+2.542.5=10 Punkte)

Gegeben sei die priadikatenlogischen Belegung mit dem Universium

U ={a,b,c}
und

P = {a,b}

Q = {b,C}

fiir die einstelligen Pradikate P und Q.

Sind die beiden folgenden Formeln wahr oder falsch (mit Begriindung):

(a) (Fr(Q(x) — —~P(x)))
(b) (Vy(=P(y) vV -Q(y)))

Formulieren Sie in strenger pradikatenlogischer Syntax die folgenden Sachverhalte:

(¢) P und @ haben ein gemeinsames Element.

(d) Wenn P leer ist, dann enthélt @ alle Elemente (des Universums).

Losung:

7*(3(Q(z) = ~P(x))) = max{I"(Q(a) = ~P(a)),Z°(Q(b) = ~P(b)),T°(Q(c) = =P(c))}
= max{Z*(0 = 0),Z*(1 — 0),Z*(1 — 1)}
= max{1,0,1}
=1

' (Vy(-P(y) V =Q(y))) = min{Z*(=P(a)V -Q(a)),I*(=P(b) V ~Q(b)),I"(~P(c) V ~Q(c))}
— min{Z*(0V 1),Z*(0 v 0),T*(1 v 0)}
= min{1,0,1}
=0

(¢) Bz (P(z) AQ(x)))
(d) (Ve (=P(z))) = (V2 Q(x))



Aufgabe 4 (6+6=12 Punkte)

(a) Zeigen Sie mittels vollstandiger Induktion:
2n—1

VneN: Y (=) 'E? =n(2n - 1)
k=1

(b) Die Menge M ist durch die folgenden Regeln definiert:

(i) 3e Mund 5 € M
(i) Gilt z,y € M, dann gilt auch 17z + 22y € M.

(iii) M enthélt genau die Elemente, die durch die Regeln (i) und (ii) gebildet werden
koénnen.

Zeigen Sie: Alle Elemente von M sind ungerade.

Losung:
(a) n=1:
on—1 1
DD =D ()R = ()T P =1=1-(2-1-1) =n(2n - 1)
k=1 k=1
n—n+1:
2(n41)—1 241
Z (_1)k—1k,2 _ Z(_l)k—le
k=1 k=1
2n—1
_ (_1)2n—1(2n)2 + (_1)2n(2n+ 1)2 + Z(_l)k—1k2
k=1
T 2n)?+ (2n+ 1) +n(2n—1)
= —4n®+4n’ +4n+1+n(2n—1)
= 4dn+1+2n2—n
= 20" +3n+1
= (n+1)(2n+1)
= (n+1)2n+1)-1)
(b) Es gilt:

x ist ungerade << dkeN:x=2k-1

Induktionsanfang: Offensichtlich sind 3 =2-2—-1 € M und auch 5 =2-3—-1¢€¢ M
ungerade Zahlen.

Induktionsschritt: Nach I.V. gilt, dass = und y ungerade Zahlen sind. Also existieren k, m €
N mit:
r = 2k—1
2m —1



Damit ergibt sich:

172+ 22y =

Fir [ = 17k + 22m — 19 € N gilt somit:

17(2k — 1) +22(2m — 1)
34k — 17 + 44m — 22
34k + 44m — 38 — 1
2(17k + 22m — 19) — 1

172 +22y =20 —1

Also ist 17z + 22y ungerade.



Aufgabe 5 (242+44=8 Punkte)

Sind die folgenden Relationen R;,7 = 1, 2,3 partielle Ordnungen auf der Grundmenge N? Be-
griinden Sie jeweils Thre Antwort.

()
(b)
(c)

Ry ={(n,m)ln—1<m}
Ry ={(n,m)ln+1<m}

R3 = {(n,m)|(n und m sind entweder beide gerade oder beide ungerade) und n < m}

Losung:

()

R ist keine partielle Ordnung.

Begriindung: 1 —1=0<2,also (1,2) € R;. 2—1=1<1, also (2,1) € Ry. Damit ist R,
nicht antisymmetrisch.

R, ist keine partielle Ordnung.
Begriindung: Fiir n € N gilt: n + 1 £ n und somit (n,n) ¢ Ry. Also ist Ry nicht reflexiv.

Rj3 ist eine partielle Ordnung.

Reflexivitat: Fiir alle n € N gilt: n < n. Fiir ein Paar (n,n) sind auflerdem stets beide
Komponenten entweder gerade oder ungerade, da sie ja gleich sind. Damit folgt: (n,n) € R3
fir alle n € N. Somit ist R3 reflexiv.

Antisymmetrie: Sei (n,m) € Rs und (m,n) € Rs. Daraus folgt: n < m und m < n und
damit n = m. Also ist R3 antisymmetrisch.

Transitivitat: Es gelte (k,m) € R3 und (m,n) € R3. Daraus folgt: £ < m und m < n und
somit k < n.

Wegen (k,m) € R3 gilt: Entweder sind k£ und m beide gerade oder beide ungerade. Wenn
beide gerade sind, muss wegen (m,n) € Rz auch n gerade sein. Damit folgt dann insgesamt
(k,n) € Rs. Analog folgt, dass n ungerade ist, wenn k ungerade ist. Somit gilt fiir diesen
Fall dann auch (k,n) € Rs3. Also ist R3 transitiv.



Aufgabe 6 (44+6=10 Punkte)
(a) Sei f: M — N, A, B C M. Zeigen Sie:
f(ANB) € f(A) N f(B)
(b) Es sei f : R — R definiert durch

f()— 2¢+1 fallsxz < 2
V=) 32 =1 fallsz>2

Zeigen Sie, dass f bijektiv ist.

Losung:

(a)

ye f(AiNA,y) dr:ze AANA A f(x) =y

dr:xe Al Nz e AN f(z) =

Jr:(z € AN flz)=y) A (x €A2/\f(> y)
Frx:ze AAINflx)=y)ANTr:x € AN f(x) =y)
y € f(A1) Ay € f(A2)

y € f(A1)N f(A2)

A

(b) Die Funktion f ist bijektiv genau dann, wenn f surjektiv und injektiv ist.
Surjektivitdt: Wir miissen zeigen: Vy € Rz € R: f(z) =
Sei y € R beliebig. Wir machen eine Fallunterscheidung:

—y =5
Wihle z = yT > 2. Damit gilt dann:

f(:c):f(y—“>—3 U S S

3 3
-y <5
Wiéhle x = yT_l < 2. Damit gilt dann:
y—1 y—1
f(:v)zf(T):2-T+1:y—1+1:y

Damit ist f surjektiv.
Injektivitat: Wir miissen zeigen: Vz; € RVxy € R : 2y # 29 = f(21) # f(x2).

0O.B.d.A. sei 7 < z5. Wir machen wieder eine Fallunterscheidung:
- < Ty < 2:

Ty < XTo =211 <209 =201+ 1 <200+ 1= f(21) < fag) = fx1) # f(xz)



— 2< 21 < x9:
T < To =31 <3T3=3xr1 —1<329—1= f(xl) < f(l’z) = f(xl) 7é f(ZEQ)

— 1 <2< 29
11 <2=>2r1<4=2r1+1<5= f(xr;) <5
2<2y=>6<3x2=5<31y—1=5< f(x9)
Also: f(z1) < f(z2) und somit f(x1) # f(xa).

Damit ist f auch injektiv und insgesamt bijektiv.



