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e Mit 24 Punkten haben Sie die Klausur bestanden, ab 48 Punkten erhalten Sie eine 1.0.
e Es sind keine Hilfsmittel erlaubt.
e Sie miissen Ihre Antworten begriinden.

e Tipp: Schauen Sie sich erstmal alle Aufgaben an.

Viel Erfolg!
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Aufgabe 1 (34242+43=10 Punkte)
Begriinden oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:
a) ((pAq) < —q) = —(p A q) ist eine Tautologie.

(
(

(c

(d) Wenn « unerfiillbar ist und wenn § unerfiillbar ist, dann ist & — (3 eine Tautologie.

)

b) Gilt {a} | 5, dann ist a A = unerfiillbar.
) VDV .. VP, = g= (VO APV AL A (mpn V Q)
)

Losung:

(a) Die Aussage ist wahr. Beweis mit Wahrheitstafel:

plala=@Aqg < ~q|B=-(pANqg |a—8
00 0 1 1
01 1 1 1
10 0 1 1
1)1 0 0 1

In der Ergebnisspalte rechts steht ausschlieflich 1, also ist die Formel eine Tautologie.
(b) Diese Aussage ist wahr. Dies folgt aus der Vorlesung mit Satz 2.13. Danach gilt:
{a} E B gilt genau dann, wenn {a, =} unerfiillbar ist.
Die unerfiillbare Aussagenmenge {«, =} entspricht wiederum der Aussage o A —f3.

(c) Die Aussage ist wahr. Wir fithren den Nachweis durch logisch dquivalente Umformungen:

“(prVp2 V...V, Vg
B SWANE S AN AN VA

(p1 V@A (—p2VGN...N\(—pnVq)

PrVpaV...Vp, —q

(d) Auch diese Aussage ist wahr. Wenn « und f unerfiillbar sind, dann gilt Z*(«) = Z*(8) = 0
fiir alle moglichen Belegungen € Z,, bzw. € Zz. Da Z*(0 — 0) = 1 folgt somit Z*(a — ) =
1 fiir alle Belegungen € Z,,_,5. Also ist o — (3 eine Tautologie.



Aufgabe 2 (34+7=10 Punkte)

(a) Uberfithren Sie die Formel
(pAg)Vr) = (sV i)

in konjunktive Normalform und geben Sie die Klauselmenge an.

(b) Gegeben sind die folgenden Klauseln:

Kl = {pv ﬁ(bt}

K2 = {_'Q7 T, _'t}
Ky = {_'pa ’l”}
K4 = {q7 S}

K5 = {CI7 _'S}

Zeige Sie mithilfe der Resolution: {K3,..., K5} Er

Losung:

(a)

(pAgQVT)—= (sV—t) “((pAg)VT)V(sVt)
(~(pAg) A=)V (sV—t)
((FpV =g) A1)V (sV —t)
(

—pV gV sV-at)A(—rVsV-t)

Damit ergibt sich als Klauselmenge M = {{—p, —q, s, —t}, {—r, s, —t}}.
(b) Sei K¢ = {—r}. Wir zeigen, dass {K7,..., Kg} unerfiillbar ist.

K7 = Res Kl,KQ =

2
Il
=
=



Aufgabe 3 (24242+42+42=10 Punkte)

Gegeben sei eine quadratische Matrix M C {0,1}"*". M hat als Komponenten also nur 0 oder
1. Beispiel:

11
M=|11
0 0

o O O

Das Préadikat N(i,j) sei genau dann wahr, wenn in Zeile i und Spalte j von M eine 0 steht,
das Préadikat E(i,j) sei genau dann wahr, wenn in Zeile ¢ und Spalte j eine 1 steht. Fiir das
Universum U gilt also U = {1,...,n}.

Formulieren Sie nun in Priadikatenlogik die folgenden Sachverhalte.

a) M hat eine 1.

b

Jede Zeile von M enthilt mindestens eine 0.

(
(

(
(d

)
)
c) Es gibt eine Spalte, die nur aus 0’en besteht.
) Die beiden ersten Zeilen sind gleich.

)

(e) M ist symmetrisch.
Losung:

(a) Fidj E(i, )
(b) Vidj N(i,7)

(
(d) Vi ((E(L,5) ¢ E(2,5)) A (N(1,7) ¢ N(2,7)))

)
)
c) djViN(i,j)
) v
(e) Vivj((E(i,j) < E(j,1)) A (N(i,j) < N(j,1)))



Aufgabe 4 (54+5=10 Punkte)

(a) Zeigen Sie mittels vollstandiger Induktion:
- 1
Vn € N: k+2)(k—1 n—1)(n+4
;( )k =1) = gn(n—1)(n+4)
(b) Die formale Sprache S sei iiber dem Alphabet {(), 0} wie folgt definiert:
(i) OeSund QOO €S
(ii) Gilt r,s € S, dann gilt auch rO0 O 0Os € S.

(iii) S enthdlt genau die Elemente, die durch die Regeln (i) und (ii) gebildet werden
kénnen.

Zeigen Sie: Jedes s € S enthélt mehr () als [J.

Losung:
(a) n=1:
;k+2 (1+2)(1—1):3.0:0:%.1.(1_1).<1+4)
n—n+1:
nz:(k+2)(k:—1) = (n+1+2)(n+1—1)+n(k+2)(k—1)
=1 Iy k=1

n(n+3) + %n(n —1)(n+4)

én(i’)(n +3)+ (n—1)(n+4))

1
n(3n+9+n*+3n —4)

1
= gn(n2 +6n+5)
1
= gn(n +1)(n+5)
1
= g(n-i- Dn(n+5)
(b) Fiir ein ¢ € {(O,0} und s € S bezeichne |s|. die Anzahl der Zeichen ¢ in s. Mit dieser

Notation ist dann zu zeigen:
Vs e S:s|lo > |s|o

Induktionsanfang: Es gilt:
|Olo=1>0=][0Olpuwd |[OHOOc=2>1=[0O0O|o.

Induktionsschritt: Seien r, s € §. Nach I.V. gilt

7lo > [rlo und |s|o > [s]o



und somit
7lo > |rlo+ 1 und |s|o > [s|o + 1

Damit folgt:

Irlo +Islo+1

(Irlo+ 1)+ (sjlo+1)+1
|70+ |s|o+3

7|0+ |s|o + 2
lrO0 O Os|g

lr0 O Os|o

v

V



Aufgabe 5 (44+6=10 Punkte)

(a) Essei A= {1,2} und B = {2,3}. Geben Sie die folgenden Relationen explizit an:
(i) (AUB) x (AN B)
(i) (A\A)x A
(i) P(A) x (B\ A)
(b) Zeigen Sie: Die Relation R C N x N definiert durch
R={(z,9)|3k € Ny : y = 2"z}

ist eine partielle Ordnung.

Losung:
(a) (1) (AUB)x (ANnB)=1{1,2,3} x{2} ={(1,2),(2,2),(3,2)}
(i) (A\NA)xA=0xA=10
(iii) P(A) x (B\ A) = {0, {1}, {2}, {1,2}} x {3} = {(0,3), {1},3), ({2}, 3), ({1, 2}, 3)}

(b) R ist genau dann eine partielle Ordnung, wenn R reflexiv, antisymmetrisch und transitiv
ist.
reflexiv: # = 1-2 = 2°- 2. Also existiert ein k € Ny (némlich & = 0) mit 2 = 2¥z. Demnach
gilt (z,z) € R fiir alle x € N.

antisymmetrisch: Sei (z,y) € R und (y,z) € R. Daraus folgt
y =2Fz und = = 2"y
Setzen wir die rechte Gleichung in die linke ein, erhalten wir
y = 2k2My

Daraus folgt 2¥2 = 1 und somit k4" = 0. Fiir diese Gleichung gibt es aber nur k = k' = 0
als Losung in Ny. Somit folgt 28 = 1 und damit x = y.

transitiv: Sei (z,y) € R und (y, z) € R. Damit folgt
Yy = 2Kz und z = 2k'/y

Wir setzen die linke Gleichung in die rechte ein und erhalten:
z = Ko g — RNy

Also existiert ein k € Ny (nimlich k = &’ + k") mit z = 2*z. Damit folgt (z,2) € R.



Aufgabe 6 (44+2+44=10 Punkte)

(a) Sei f: M — N, A, B C N. Zeigen Sie:

(b) Gilt in (a) auch

[THAUB) C [T (A)USY(B)

fHAUB) = (AU H(B)?

(c) Essei f:R — R definiert durch

Ly —1 fallsz >0
_J 1
f(x)_{Qx—l—l falls x <0

Untersuchen Sie f auf Surjektivitat, Injektivitat und Bijektivitat.

Losung:

(a)

v e fH(AUB) flr) e AUB
flx) e AV f(x) € B
ve YA Vvrecf B

=
=
=
= ze fHAUfNB)

(b) Ja, denn im Beweis von (a) gilt auch stets die Riickrichtung.

refHAUFYB) = veftA)vref(B)
= f(r)e AV f(z)eB
= f(r)€e AUB
= z€ f'(AUB)

(c) Surjektivitét: Sei y > 0. Wihle z = 4y + 4 > 0. Dann gilt:

f) = Uy +4) =y + 4 - 1=y

Sei y < 0. Wahle x = yT_l < 0. Dann gilt:

Also: Fiir alle y € R existiert x € R mit f(z) = v.

Injektivitét:

Also ist f nicht injektiv.
Bijektivitat: Weil die Funktion f nicht injektiv ist, ist sie auch nicht bijektiv.



