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Losungen zu Aufgabenblatt 8

Aufgabe 1 (Allgemeine Beweismethoden)

Zeigen Sie mit einem direkten Beweis:

(a) VieR:z>1=8x+4>4x+38

(b) Vp € NVq € N: 2|p A 3lg = 6/(3p* + 2¢%)
Zeigen Sie mit einem indirekten Beweis:
(c) Vn € N:2|n* = 2|n
Zeigen Sie mit einem Widerspruchsbeweis:
(d) V7 ¢Q (je 3 Punkte)

Losung:

(a)

c>1 S 4r>4
= 4r+4+4>8
= 8r+4>4r+8

(b) 2[p=JaeN:2a=p
3lg=3WeN:3b=gq
Damit folgt:
3p° + 2¢° = 3(2a)* + 2(3b)? = 124° + 18b* = 6(2a* + 3b?)

Also: 3¢ € N : 6¢ = 3p? + 2¢2, némlich ¢ = 2a? + 3b%.
Damit folgt: 6|(3p* + 2¢?).



(c¢) Da es sich um einen indirekten Beweis handeln soll, zeigen wir:
2fn=2¢n?
Esgilt: 2tn < 3k € Ng:n =2k + 1.

2¢/n = n=2k+1
= n’=(2k+1)*
= n® =8k +12k" + 6k + 1
= n®=2(4k> + 6k> + 3k) + 1

Also: k' € Ny : n® = 2k’ + 1, ndmlich k' = 4k3 + 6k* + 3k.
Damit folgt: 2 { n?.

(d) Wir nehmen an: /7 € Q.
Dann gibt es p, ¢ € N mit /7 = § und p und ¢ sind teilerfremd.

N
q

2

P
= ¢ =p (¥
= 7|p2

Da 7 eine Primzahl ist, hat somit p? die 7 als Primfaktor. Da p? die gleichen Primfaktoren
wie p hat (nur in doppelter Anzahl), ist 7 somit auch ein Primfaktor von p und somit

= Tlp
= daeN:Ta=p

Wir setzen 7a = p in (x) ein:

= 7¢* = (Ta)?
= 7¢* = 494?
= ¢ =7d
= T¢°

= Tlq

Also gilt: 7|p und 7|q. Dies ist aber ein Widerspruch zu der Aussage, dass p und ¢ teilerfremd
sind.

Aufgabe 2 (Vollstdndige Induktion)

Zeigen Sie mittels vollstdandiger Induktion:




n

(2n —1)2n(2n + 1)

b : 2k —1)* =
(b) VneN: > (2k—1) :
k=1
(c) YvneN: 24/(9" + 15) (je 3 Punkte)
Losung:
(a) n=1
G| _Zl: 1 1 11
—k(k+1) “Zk(k+1) 11+1) 2 1+1 n+l
n—n+1:
n+1 n
1 1 1
2 - 2
— k(k+1) (n+1)(n+2) — k(k+1)
LV. 1 LN
- (n+Dn+2) n+l
1+ n(n+2)
- (n+D(n+2)
B n“+2n+1
 (n+1D(n+2)
B (n+1)
(n+1)(n+2)
. on+1
on+2
(b) n=1:
n 1
1-2:3 (2n—-1)2n(2n+1)
(2k —1)? (2k — —1)2=1"=1= =
=> k-1=(2-1-1P=1"=1 -
k=1 k=1
n—n+1:
n+1 n

= Q2n+1)-17+> (2k—1)?
LV. (n+1)2+ (2n —k1:)12éz(2n +1)
_ 6@2n+1)?+ (20— 1)2n(2n + 1)
_ (2t 1)(6(2n +61) +(2n —1)2n)
_ (2n+1)@dn? + 160n +6)
_ (@n+ 1)(2n6+ 2)(2n +3)
_ 2+ —?)z(m D(2(n+1)+1)
6



() n=1:9"4+15=9"+15 =9+ 15 = 24 und 24|24 ist wahr.
n — n + 1: Induktionsvoraussetzung ist 24|(9" + 15), d. h. 3k € N : 24k = 9" + 15

9"t 415 9.-9" +15
9.-9"+9.15—8-15

9(9" + 15) — 120

9.24k — 524
= 24(9% —5)

1=

Also: 3k’ € N : 24k' = 9" + 15, néimlich &’ = 9k — 5, und somit gilt 24|(9""! + 15).



