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Losungen zu Aufgabenblatt 7

Aufgabe 1 (Relationen und Funktionen)

Es sei M = {-2,—1,0,1,2} Wir definieren damit die folgenden Relationen:

Ry, = {(z,y) € M x M|z* +¢* < 2}
Ry, = {(z,y) e M x M|z +y =1}
Ry = {(z,y) € M x M|z +y =0}

(a) Geben Sie die Relation Ry C M x M in aufzahlender Form an. (2 Punkt)

(b) Ist Ry bzw. Ry bzw. Rz rechtseindeutig? Ist Ry bzw. Ry bzw. R3 total? Begriinden Sie Thre
Antworten.

(3 Punkte)
Loésung:

(a)
Rl = {<_17 _1)7 <_170)7 (_17 1)7 (07 _1>7 (070)7 (07 1)7 (17 _1>7 (170)7 (17 1)}}

(b)  — Ry ist nicht rechtseindeutig, weil z. B. 0 mehr als einmal als erste Komponente in den

Paaren von R; auftritt: (0,1),(0,—1) € R;.
R; ist nicht total, denn —2 € M und 2 € M treten nicht als erste Komponente eines
Paares in R; auf.

— Aus x +y = 1 folgt y = 1 — x. Damit ist y eindeutig fiir ein z bestimmt und somit
ist Ry rechtseindeutig.
R, ist nicht total, da es fiir x = —1 kein passendes y gibt, so dass (z,y) € R, gilt. Es
miisste y = 3 sein, aber 3 ¢ M.

— Aus x +y = 0 folgt y = —x. Damit ist y eindeutig fiir ein x bestimmt und somit ist
R3 rechtseindeutig.
Ry3 ist auch total, denn fiir alle x € M gilt auch stets —z € M und somit (z, —z) € Rj:

(—2,2),(—1,1),(0,0),(1,-1),(2,-2) € R3



Aufgabe 2 (Semantik der Pridikatenlogik)

Gegeben sei die pradikatenlogischen Belegung mit dem Universium

U={a,b,cde}

und

fiir die einstelligen Pradikatensymbole P, Q, R.

Berechnen Sie wie in Beispiel 3.23, ob die folgenden Formeln jeweils wahr oder falsch sind:

(a) (Vo (P(x) «» =Q(z))
(b) By (R(y) A=Q(y)))

(je 3 Punkte)
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min{max{Z"(=P(e)), Z*(=Q(e)) }, max{Z*(Q(e)), Z*(P(e)) } } }
min{min{max{1 —7*(P(a)), 1 = T%(Q(a))}, max{Z*(Q(a)), 7" (P( Di3s
min{max{1 — Z*(P(b (b))}, max{Z*(Q(b P(b

T (P(h),1 - T*(Q(b) ),
min{max{l —Z*(P(c)), 1 = Z*(Q(c)) }, max{Z*(Q(c)),
min{max{1 — T*(P(d)), 1 - T(Q(d)) }, max{T"(Q(d)), T (P(d)}},
min{max{1 — Z*(P(c)), 1 - T*(Q(e))}, max{Z* (Q(¢)), T" (P(e)) 1}
min{min{max{1 — 0,1 — 1}, max{l 0)}},
min{max{1 — 1,1 — 0}, max{0, 1}},
min{max{l — 0,1 — 1}, max{1,0}},
min{max{l — 1,1 — 0}, max{0, 1}},
min{max{1 — 1,1 — 0}, max{0,1}}}
min{min{1, 1},
min{1, 1},
min{1, 1},
min{1, 1},
min{1,1}}

Q
Q
Q
Q

= min{1,1,1,1,1}

Z*(Fy (R(y) A =Q(y))) = max{Z*(R(a) A —Q(a)),Z*(R(b) A =Q(b)), I"(R(c) A =Q(c)),

=

(e) A=Q(e))}
a))}, mm{I (R(0)),Z°(—Q(D))},

Z*(R(d) A =Q(d)), Z*(
), T (=
min{Z"(R(d)), *(=Q(d))},

= max{min{Z*(R(a)),Z"(-Q
min{Z*(R(c)),Z*(=Q(c))},
I*(=Q(e))

W—“—«—‘A

min{Z"(R(e)), 7"(~Q(e)
= max{min{Z"*(R(a)), 1 (

}

@

T (Qa))}, min{Z (RM)), 1 - T QM)
min{Z*(R(c)), 1 = Z°(Q(c)) }, min{Z*(R(d)), 1 — I°(Q(d))},
min{Z* (R(e) 1 - T'(Q())}}
= max{min{1l,1 — 1}, min{0,1 — 0},
min{0,1 — 1}, min{0,1 — 0},
min{0,1 —0}}
max{min{1, 0}, min{0, 1},
min{0, 0}, min{0, 1},
min{0, 1}}
max{0,0,0,0,0}
0

~— —

Aufgabe 3 (Priadikatenlogik als Sprache)

Gegeben seien drei Mengen P, ), R. Die Zugehorigkeit eines Element x des Universums zu ei-
ner dieser Mengen wollen wir wie in Aufgabe 1 durch P(z) bzw. Q(z) bzw. R(z) ausdriicken.
Formulieren Sie damit in strenger priadikatenlogischer Syntax die folgenden Sachverhalte.
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) Jedes Element, das in @ ist, ist nicht in P.
) Wenn ein Element weder in R noch in @ ist, dann ist es in P.
(c¢) Es gibt ein Element, das in keiner der drei Mengen enthalten ist.
)

Wenn ein Element in R enthalten ist, dann ist es entweder nicht in ) oder nicht in P
enthalten.

() Q#R

() Q c P. (5 Punkte)
Lésung

(a) (Vz (Q(z) = ~P(x)))

(b) (Vz ((=R(z) A =Q(x)) — P(z)))

(c) (Fz(=P(x) A =Q(x) A =R(x))) = ~(Va (P(z) V Q(z) V R(z)))

(d) (Vo (R(z) = ((=Q(z) A P(z)) V (Q(z) A =P(x)))))

(e) (Vz(Q(z) = P(z)))

(f) (=P(c) = (Vo =Q(x))) = (=P (c) = (m3z Q(z)))

(8) ~(P(a) A P(e)) A=(Qa) ANQ(e)) A(R(a) AR(e)) = (—P(a) V—P(e)) A(=Q(a) vV =Q(e)) A

(—R(a) vV =R(e))

(h) Bz P(x)) A Bz Q(x)) A (= R(x))

Hinweis: Die sprachliche Allquantifizierung betrifft hier die Mengen, also die Pradikaten-
symbole. In der Pradikatenlogik 1. Stufe ist aber nur eine Allquantifizierung iiber die Ob-
jekte erlaubt, dagegen nicht iiber die Priadikatensymbole. Deshalb miissen hier die Mengen
explizit angegeben werden.

(i) Bz (Q(z) A—R(x))) V 3z (-Q(z) A R(x))) = Bz ((Q(z) A ~R(2)) V (=Q(2) A R(z))))
() (vz(Q(z) = P(x))) A 3z (-Q(x) A P(x)))



