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Losungen zu Aufgabenblatt 3

Aufgabe 1 (Tautologie, Erfiillbarkeit und Modell)

(a) Welche der folgenden Formeln sind Tautologien? Beweisen Sie Thre Antworten.

(i) (= y) Aty = —2)) (2 y)
(i) (z <> y) < ((hx = ~y) A (y V) (2 Punkte)

(b) Welche der folgenden Formelmengen sind erfiillbar? Geben Sie im Falle der Erfiillbarkeit
mindestens ein Modell an.

(i) Fi={pVaqVr,r— (pVaq),p+ —q}
(i) Fo={pVr,—pVs —rA-s}
(iti) F3 ={q¢—=p,7r = ¢,p = r,p A g}
(iv) Fa={r = p,p = q,q—r,—p} (4 Punkte)
Loésungen:

(a) (i) Die Formel ist keine Tautologie. Beweis:

vlyle=y|ly—oa|@oyAy= ) |zoy]| (@29 Ay = -2) o (36
oft] 1 | 1 | 1 0 0

Es gibt also eine Interpretation, namlich Z(z) = 0,Z(y) = 1, fir die die Formel nicht
wahr ist. Demnach ist die Formel keine Tautologie.

(i) Die Formel ist eine Tautologie. Beweis:

zlyllzoy| = ylyV oz | (e =y AV z) || (2o y) o (e = —y) Ay Y —2))
o]0 1 1 1 1 1
0|1 o0 0 1 0 1
1{o]l o 1 0 0 1
101 1 1 1 1 1

(b) (i) Die Formelmenge ist erfiillbar. Ein Modell ist:

pVaVr|r— (Vg |pe g

plalr
1[o]o 1 1 1



(ii) Die Formelmenge ist nicht erfiillbar.

plris|{pVr|—-pVs|rA-s
0/01]0 0

0[0]1 0

0[1]0 0
011 0
11010 0

1101 0
11110 0

11171 0

(iii) Die Formelmenge ist nicht erfiillbar.

(iv) Die Formelmenge ist erfiillbar. Ein Modell ist:

plq|r|qg—p|r—=q|p—=>T|pNq
0700 0
0/01 0

0[11]0 0

0[1]1 0

110]0 0
1101 0

1110 0
1111 0

pla|r|r—=p|lp—=qla—=r|-p
ofofoff © [ 1 [ 1 [1
Aufgabe 2 (Logische Folgerung)

Zeigen Sie, dass fiir a, 3,7 € A gilt:

Loésung:

(a)
5 | Modell?

— - O O|2

— O~ O™

HOH»—!J/
|

(8 Punkte)



In jedem Modell fiir {o, @« — B} ist auch § wahr. Also gilt

{,a—= BB

Hinweis: Geméafl Satz 2.13 gilt F =  genau dann, wenn F U {—f} unerfiillbar ist.
Daher hétte man hier auch analog zu Aufgabe 1 (b) (ii) und (iii) zeigen kénnen, dass die
Formelmenge

{a,a = 3,-06}
unerfiillbar ist. Dies gilt natiirlich analog auch fiir die folgenden Teilaufgaben (b) bis (d).

a fla—F = Modell? | ~a
0 0 1 1 + 1
0 1 0 —
10 0 —
1 1 0 —

Alternativer Beweis: Zeige, dass {a — (3, =, a} unerfiillbar ist.

(c)

a B vla—p f—v Modell? | a — 7~
0 00 1 1 + 1

0 0 1 1 1 + 1
010 0 —

0 1 1 1 1 + 1

1 0 0 0 -

1 01 0 —

1 10 0 —

1 11 1 1 + 1

Alternativer Beweis: Zeige, dass {a — 3, — 7, (o — )} unerfiillbar ist. Beachten
Sie:
—“(a—=7y)=-(-aVy) =aA—y

(d)

a f vyla—p —a—v Modell? | 5V 7y
0 0 0 0 -

0 0 1 1 1 + 1

0 10 0 -

0 1 1 1 1 + 1

1 00 0 -

10 1 0 —

1 1 0 1 1 + 1

1 1 1 1 1 + 1

Alternativer Beweis: Zeige, dass {a — 8, —a — 7, (8 V )} unerfiillbar ist. Beachten
Sie: 7(BVy) = -F A .



(e) Um
{ma VB, =BV} EY
zu zeigen, miissen wir ein Modell fiir

{~aVg,-fVvy}
finden, in dem Z(v) = 0 gilt. Ein solches Modell ist:

a y‘ﬁavﬂ =6V~ Modell?
00 0] 1 1 +

Alternativer Beweis: Zeige, dass {—aV, -5V, -} erfiillbar ist, was natiirlich ebenfalls
mit der angegebenen Belegung moglich ist.

Aufgabe 3 (Beweis oder Gegenbeispiel)

Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Wenn « und f Tautologien sind, dann ist auch « <+ f eine Tautologie.
(b) Wenn « widerspruchsvoll ist, dann ist (x V y) — « unerfiillbar.
(c) Wenn « keine Tautologie ist, dann ist -« eine Tautologie.
)

(d) Wenn F |= « gilt, dann kann es eine Belegung Z geben, die zwar nicht F erfiillt, aber a.
(6 Punkte)

Losung:

(a) Wenn a und  Tautologien sind, dann gilt Z*(«) = Z*(f) = 1 fiir jede Belegung Z. Damit
erhalten wir fiir eine beliebige Belegung Z:

IT'(a+ B) = IT"((a = B) AN (B — «)) (wegen Folgerung 2.6)
= min{Z"(a = B),Z°(8 — «a)}
= min{Z*(—a V B),Z* (-8 V a)} (wegen Folgerung 2.6)
—  min{max{Z*(<a), T*(8)}, max{T*(<5), T*()}}
= min{max{l — Z*(«),Z*(5) }, max{1l — Z*(B),Z" () } }
= min{max{l — 1,1}, max{1 —1,1}}
= min{max{0, 1}, max{0,1}}
min{1, 1}
1

Alternativ hidtte man auch mit einer Wahrheitstabelle argumentieren konnen. Wenn o und
B Tautologien sind, dann ist in der Wahrheitstabelle nur die Zeile fir Z*(a) = Z*(8) = 1
relevant und fiir diese gilt nach Definnition der Bijunktion Z*(a <> ) = 1.



(b)

Die Aussage ist falsch. Begriindung mit Wahrheitstabelle fiir Z(z) = Z(y) = 0:

Ty a‘xVy‘(xVy)%a
0 0] 0 | 1

Also ist die Formel (z V y) — « erfiillbar.

Die Aussage ist falsch. Wir betrachten als Beispiel die aussagenlogische Formel x. Diese
Formel ist keine Tautologie, denn fiir Z(z) = 0 gilt Z*(z) = 0.
—z ist aber auch keine Tautologie, denn fiir Z(z) = 1 gilt Z*(—-x) = 0.

Die Aussage ist wahr. Da die Aussage eine Existenzaussage ist, geniigt ein Beispiel. Hierfiir
betrachten wir die logische Folgerung aus Aufgabe 2 (a), wonach

{a,a =B} =0

gilt. Die Wahrheitstabelle
o ‘ 6] ‘ a—f
0[1] 1

zeigt, dass {a, a — [} nicht erfiillt sein kann, die logische Folgerung [ aber sehr wohl.



