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Losungen zu Aufgabenblatt 2

Aufgabe 1 (Syntax der Aussagenlogik)
(a) Zeigen Sie schrittweise (z. B. wie in Beispiel 2.1 (ii)), dass
(((z A=y) V(QV =z)) A —x)
eine aussagenlogische Formel ist. (2 Punkte)
(b) Zeigen Sie, dass

keine aussagenlogische Formel ist. (2 Punkte)

Losung: Hinweis: (i), (ii) und (iii) beziehen sich auf die Definition einer aussagenlogischen Formel
(Folie 43). Die Menge der aussagenlogischen Formeln bezeichnen wir mit A.

(a)

N =

gﬂtx y,zEA

und (iii) gilt (0V —2) € A.
nd Em) gilt E(az A-y)V(0V-z)) €A

iii) gilt (((z A —y) vV (0V —2)) A —x) € A.
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(b) — Wenn (11V z) € A gilt, dann kann diese Formel nur durch die Regel (o VvV ) € A
von (iii) erzeugt worden sein.

— Die Formel ist also genau dann € A, wenn 11 € A und z € A gilt.

— Es gilt aber 11 ¢ A, denn die Zeichenkette 11 passt auf keine der Regeln (i), (ii) und
(ii).

Aufgabe 2 (Rekursiv definierte Mengen)

(a) Die Menge M bestehe genau aus den Zahlen, die durch die folgenden Regeln erzeugt werden
konnen:

(i) 3e M
(i) Gilt z € M und 4z 4 2 < 100, dann ist auch 4z + 2 € M.



(iii) Gilt z € M und 3z + 1 < 100, dann ist auch 3z + 1 € M.

Geben Sie die Menge M in aufzdhlender Form an. Machen Sie auch Thre Herleitung deut-
lich. (3 Punkte)

(b) Die formale Sprache S sei (als Menge) iiber dem Alphabet {O, 0} wie folgt definiert:

(i) OOeSudOesS
(i) Gilt a € §, dann gilt auch Qa0 €S, O O a € S und Oa € S.

Zeigen Sie:

—00D00ooo0 e S
-000¢s (4 Punkte)

Losung:

(a) Es gilt M = {3,10,14, 31,42,43,58,94}. Herleitung;:

Wegen (i) gilt 3 € M.

Aus 3 € M folgt mit (ii) 14 € M.
Aus 3 € M folgt mit (iii) 10 € M.
Aus 14 € M folgt mit (ii) 58 € M.
Aus 14 € M folgt mit (iii) 43 € M.
Aus 10 € M folgt mit (ii) 42 € M.
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Aus 10 € M folgt mit (iii) 31 € M.
Aus 31 € M folgt mit (iii) 94 € M.

Veranschaulichung;:

(b) Wir zeigen O OO OOOOO € S.

(1) Wegen (i) git Oe S

(2) Wegen (1) und (ii: Do) gilt OO € S.

(3)  Wegen (2) und (ii: Do) gilt OO0 € S.

(4)  Wegen (3) und (ii: Q) gilt OOOOO € S.

(5)  Wegen (4) und (ii: Do) gilt OO OOOO € S.

(6) Wegen (5) und (i: O Q) gilt OODOOOOOO € S.
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Hinweis: Dies ist nicht die einzige mogliche Herleitung.

Jetzt zegen wir O O O ¢ S.

Wiirde OOQ € S gelten, dann kénnte diese Zeichenkette nur durch die Regeln (ii: QaQ)
oder (ii: O O a) erzeugt worden sein. In beiden Fillen miisste dann () € S gelten.

Die Zeichenkette () kann aber weder aus (i) noch aus (ii) hergeleitet werden, denn in den
Regeln treten immer zwei () oder ein O auf. Beides trifft auf die Zeichenkette () nicht zu.

Aufgabe 3 (Interpretation)
Essei a = ((pA=q)V (=pAq)).

(a) Berechnen Sie schrittweise (wie in Beispiel 2.4) Z*(«) fiir

- I(p) = Z(g) = 1,
— Z(p) =I(q) = 0. (4 Punkte)
(b) Gibt es eine Belegung Z € 7,, mit Z*(«) = 17 (2 Punkte)

Losung:
(a) Fir Z(p) =Z(q) = 1:

" ((pA=q) V (P A q))
= max{Z*(pA—q),Z"(-pAq)}
= max{min{Z"(p),Z"(~q) }, min{Z*(=p),Z*(q) }}
= max{min{Z"(p),1 —Z*(¢)}, min{1 — Z%(p), Z"(q) } }
= max{min{Z(p),1 - Z(q)}, min{1 — Z(p),Z(q) } }
= max{min{l,1 — 1}, min{l1 —1,1}}
= max{min{1,0}, min{0,1}}
= max{0,0}
= 0

*((pA—q) V(=P Ag))
= max{Z"(p A —q), T (~p A q)}
= max{min{Z"(p),Z"(—q)}, min{Z"*(-p), Z"(q) }}
= max{min{Z"(p), 1 — I%(¢)}, min{l — Z*(p),Z"(q) } }
= max{min{Z(p), 1 — Z(q)}, min{1 — Z(p),Z(q) } }
= max{min{0,1 — 0}, min{1 — 0,0} }
= max{min{0, 1}, min{1,0}}
= max{0,0}
=0



(b) Ja. Fiir Z(p) = 1,Z(q) = 0 erhalten wir:

T ((pA—=q) V (=p A q))

= max{Z"(p A —q), T (~p N q)}
= max{min{Z*(p),Z"(—q)}, min{Z"*(—p), Z"(q) }}

max{min{Z*(p),1 — Z*(¢)}, min{1 — Z%(p), T*(q) } }
max{min{Z(p),1 —Z(q)}, min{l — Z(p), Z(q) }}
max{min{1,1 — 0}, min{1 — 1,0} }

max{min{1, 1}, min{0,0}}

max{1,0}
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