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Aufgabe 1 (Operationen auf Mengen)

Gegeben seien die folgenden Mengen:

A := {Fortuna Köln, 1860 München,RB Leipzig, 1899 Hoffenheim,Bonner SC}
B := {RB Leipzig,Bonner SC,FC Liverpool}
C := {CF Barcelona}
D := ∅

Bilden Sie die folgenden Mengen: A ∩B,D ∪B,B × C,C ×B,P(B), D \ C. (3 Punkte)

Lösung:

A ∩B = {RB Leipzig,Bonner SC}}
D ∪B = B = {RB Leipzig,Bonner SC,FC Liverpool}
B × C = {(RB Leipzig,CF Barcelona), (Bonner SC,CF Barcelona), (FC Liverpool,CF Barcelona)}
C ×B = {(CF Barcelona,RB Leipzig), (CF Barcelona,Bonner SC), (CF Barcelona,FC Liverpool)}
P(B) = {∅, {RB Leipzig}, {Bonner SC}, {FC Liverpool}, {RB Leipzig,Bonner SC},

{RB Leipzig,FC Liverpool}, {Bonner SC,FC Liverpool},
{RB Leipzig,Bonner SC,FC Liverpool}}

D \ C = ∅

Aufgabe 2 (Verknüpfungseigenschaften)

Es seien A,B,D Mengen. Zeigen Sie:

(a) (A ∩B)C = AC ∪BC

(b) A ∩ (B ∪D) = (A ∩B) ∪ (A ∩D)

(c) A× (B ∪D) = (A×B) ∪ (A×D)

(d) A ∪B = B ⇔ A ⊆ B

Es seien A1, . . . , An Mengen. Zeigen Sie:

(e)

(
n⋂

i=1

Ai

)C

=
n⋃

i=1

AC
i Hinweis: vollständige Induktion (je 2 Punkte)



Lösung:

(a)

x ∈ (A ∩B)C ⇔ ¬(x ∈ A ∩B)

⇔ ¬(x ∈ A ∧ x ∈ B)

⇔ ¬(x ∈ A) ∨ ¬(x ∈ B)

⇔ x ∈ AC ∨ x ∈ BC

⇔ x ∈ AC ∪BC

(b)

x ∈ A ∩ (B ∪D) ⇔ x ∈ A ∧ x ∈ B ∪D

⇔ x ∈ A ∧ (x ∈ B ∨ x ∈ D)

⇔ (x ∈ A ∧ x ∈ B) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ D)

⇔ (x ∈ A ∩B) ∨ (x ∈ A ∩D)

⇔ x ∈ (A ∩B) ∪ (A ∩D)

(c)

(x, y) ∈ A× (B ∪D) ⇔ x ∈ A ∧ y ∈ B ∪D

⇔ x ∈ A ∧ (y ∈ B ∨ y ∈ D)

⇔ (x ∈ A ∧ y ∈ B) ∨ (x ∈ A ∧ y ∈ D)

⇔ (x, y) ∈ A×B ∨ (x, y) ∈ A×D

⇔ (x, y) ∈ (A×B) ∪ (A×D)

(d) “⇐”: Es gelte A ⊆ B, d. h. ∀x : x ∈ A⇒ x ∈ B. Damit folgt:

x ∈ A ∪B ⇒ x ∈ A ∨ x ∈ B

⇒ x ∈ B ∨ x ∈ B

⇒ x ∈ B

Also A ∪B ⊆ B.

Weiterhin gilt immer B ⊆ A ∪B (siehe Satz 5.9 (5)).

Also A ∪B = B.

“⇒”: Wir zeigen diese Richtung mit einem indirekten Beweis, d. h. wir zeigen:

A * B ⇒ A ∪B 6= B

A * B ⇒ ∃x : x ∈ A ∧ x /∈ B.

Wegen x ∈ A folgt x ∈ A ∪B.

Also gilt x ∈ A ∪B ∧ x /∈ B und somit A ∪B 6= B.

(e) n = 1: (
1⋂

i=1

Ai

)C

= (A1)
C = AC

1 =
1⋃

i=1

AC
i
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n→ n + 1:

(
n+1⋂
i=1

Ai

)C

=

An+1 ∩
n⋂

i=1

Ai︸ ︷︷ ︸
:=B


C

= (An+1 ∩B)C

(a)
= AC

n+1 ∪BC

= AC
n+1 ∪

(
n⋂

i=1

Ai

)C

I.V.
= AC

n+1 ∪
n⋃

i=1

AC
i

=
n+1⋃
i=1

AC
i

Aufgabe 3 (Beweis für Mengengleichheit)

(a) Zeigen Sie:
{7m− 8|m ∈ Z} = {7m + 13|m ∈ Z}

(3 Punkte)

(b) Für i ∈ N sei Ai = {x ∈ R|1− 1
i
≤ x ≤ 2 + 1

i
}. Zeigen Sie:

∞⋂
i=1

Ai = {x ∈ R|1 ≤ x ≤ 2}

Hinweis: Dies ist der Beweis zu Beispiel 5.8. (4 Punkte)

Lösung:

(a)

x ∈ {7m− 8|m ∈ Z} ⇔ ∃m ∈ Z : x = 7m− 8

⇔ ∃m ∈ Z : x = 7m− 21 + 21− 8

⇔ ∃m ∈ Z : x = 7m− 3 · 7 + 13

⇔ ∃m ∈ Z : x = 7(m− 3) + 13

⇔ ∃m′ ∈ Z : x = 7m′ + 13

⇔ x ∈ {7m + 13|m ∈ Z}

(b) “⊇”:

x ∈ {x ∈ R|1 ≤ x ≤ 2} ⇒ x ≥ 1 ∧ x ≤ 2

⇒ x ≥ 1− 1

i
∧ x ≤ 2 +

1

i
für alle i ∈ N

⇒ x ∈ Ai für alle i ∈ N

⇒ x ∈
∞⋂
i=1

Ai
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“⊆”: Diese Richtung zeigen wir indirekt, d. h. wir zeigen:

x /∈ {x ∈ R|1 ≤ x ≤ 2} ⇒ x /∈
∞⋂
i=1

Ai

Sei x ∈ R. Aus x /∈ {x ∈ R|1 ≤ x ≤ 2} folgt x < 1 ∨ x > 2.

1. x > 2

Dann gilt x− 2 > 0. Wähle i ∈ N mit i > 1
x−2 .

i >
1

x− 2
⇒ x− 2 >

1

i

⇒ x > 2 +
1

i
⇒ x /∈ Ai

⇒ x /∈
∞⋂
i=1

Ai

2. x < 1

Dann gilt 1− x > 0. Wähle i ∈ N mit i > 1
1−x .

i >
1

1− x
⇒ 1− x >

1

i

⇒ x− 1 < −1

i

⇒ x < 1− 1

i
⇒ x /∈ Ai

⇒ x /∈
∞⋂
i=1

Ai
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