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Eigenschaften von Mengen, Relationen und Funktionen Operationen auf Mengen

Potenzmengen
Definition 5.1
Sei M eine Menge. Dann heifit
P(M) = {AlA C M}

die Potenzmenge von M.

Bemerkungen:

@ Die Potenzmenge P(M) ist also die Menge aller Teilmengen von M.
e Esgilt also: Ae P(M) < AC M.
o Anstelle von P(M) schreibt man auch 2M.
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Beispiel 5.2
Sei M = {a, b, c}, dann gilt

P(M) = {0,{a},{b},{c},{a b},{a, c},{b, c},{a,b,c}}.

Folgerung 5.3
Fiir jede Menge M gilt ) € P(M) und M € P(M).

Beweis.
Folgt direkt aus Satz 3.8.

Peter Becker (H-BRS) Mathematische Grundlagen Wintersemester 2016/17 204 / 288



Eigenschaften von Mengen, Relationen und Funktionen Operationen auf Mengen

Kardinalitat der Potenzmenge
Satz 5.4

Es sei M eine Menge mit m Elementen, also |M| = m.
Dann hat P(M) 2™ Elemente, also |P(M)| = 2IM!,

Beweis.
Essei M ={a1,...,am}.
@ Zur Konstruktion einer Teilmenge A von M haben wir fiir jedes
Element a; genau zwei Mdglichkeiten:
Wir nehmen a; in A auf, also a; € A.
Wir nehmen a; nicht auf, also a; ¢ A.

o Fiir jedes a; kdnnen wir diese Entscheidung unabhangig von den
anderen Elementen treffen.

@ Unterschiedliche Entscheidungen fiihren zu unterschiedlichen
Teilmengen.

@ Ergibt insgesamt 2™ verschiedene Teilmengen.
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Verkniipfung von Mengen
Definition 5.5

Es seien A und B zwei Mengen.
(i) Die Menge
AUB={x|x € AV x € B}
heiBt Vereinigung von A und B.
(ii) Die Menge
ANB={x|x€ AAx € B}
heiBt Durchschnitt oder Schnittmenge von A und B.
(iii) Gilt AN B =0, dann heiBen A und B disjunkt.
(iv) Die Menge
A\B={x|x€ ANx ¢ B}
heiBt Differenz von A und B.
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Fortsetzung Definition.

(v) Fiir AC B heiBit B\ A das Komplement von A beziiglich B. Falls die

Menge B aus dem Zusammenhang heraus klar ist, schreiben wir
stattdessen AC.

Beispiel 5.6

Es sei A={1,2,3,4} und B = {3,4,5}. Dann gilt:
(i) AUB = {1,2,3,4,5}

(i) AN B = {3,4}

(i) A\ B={1,2}

Es sei nun B = N. Dann gilt

(iv) A€ ={5,6,7,...} =Ns
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el
Weitere Schreibweisen fiir Mengen

Fiir die Vereinigung bzw. den Durchschnitt von n Mengen A1, As, ..., A,
filhren wir folgende Schreibweisen ein:

AlUAU...UA, = UA,-
=1

n

AlNAN...NA, = ﬂA,—
=1

Dies verallgemeinern wir noch fiir den Fall, dass die Indizes nicht die

Zahlen 1,...,n sind, sondern Elemente einer (mdglicherweise unendlichen)
Indexmenge [:

UJA bzw. (A

icl icl
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Beispiel 5.7

Sei
T = {mo, di, mi,do, fr,sa}

eine Indexmenge, und sei K; die Menge der Kunden, dieam Tagt &€ T
gekauft haben. Dann bezeichnet

U K
teT
die Menge der Kunden, die irgendwann mal gekauft haben, und

Nx

teT

bezeichnet die Menge der Kunden, die jeden Tag gekauft haben.
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Da als Indexmenge auch unendliche Mengen erlaubt sind, konnen wir auch

UA,- und ﬂA,-

ieN ieN

bilden. Hierfuir schreiben wir tiblicherweise
o o
A bzw. A
i=1 i=1

Beispiel 5.8
Fiir i € Nsei A = {x € R]1 — 1 < x <2+ 1}. Dann gilt:

(A ={xeR[1<x<2}
i=1
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Verkniipfungseigenschaften

Satz 5.9

Fiir alle Mengen A, B, C gelten die folgenden Gesetze:
(3) Idempotenz:

(1) Kommutativitat:
AUA =

AUB = BUA ANA =
ANB = BNA

> >

(4) Aus (1) bis (3) folgt:
(2) Fiir A C B gilt:

AUl = A
AUB = B AN = 0
ANB = A A\A = 0
A\B = 0 P\NA = 0
A\D = A

v
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Fortsetzung Satz.
(5) Fir u,N, \ gilt:

A C AUB
B C AUB
AnB C A
AnB C B
A\B C A
(6) Assoziativitat:
AU(BuUC) = (AuB)UC
AN(BNC) = (AnB)NC

(10) Doppelte Komplementbildung:

()" =+

(7) Distributivitat:

AUu(BNC) =
ANn(BucC) =

(8) De Morgansche Regeln:

(AUB)¢ = AN B¢
(AN B)¢ = AU B¢

(9) Absorptionsgesetze:

AU(BNA) =
AN(BUA) = A

>

(AUB)N (AU C)
(ANB)U (AN C)

v
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Bemerkung:

o Beachten Sie: Die Verkniipfungseigenschaften von Mengen sind sehr
dhnlich zu den logischen Aquivalenzen in der Aussagenlogik (siehe
Satz 2.24).

@ Dies ist kein Zufall.

Beweis.

e Mit Ausnahme der Eigenschaft (5) ist immer die Gleichheit von
Mengen zu zeigen.

@ Zwei Mengen sind nach Definition gleich, wenn jede Teilmenge der
anderen ist.

o Mit dieser Methode zeigen wir die erste Gleichheit von (8).
o Alle anderen Beweise sind Ubung und teilweise Ubungsaufgabe.

o Fast alle Gleichheiten lassen sich auf die Bedingungen zuriickfiihren,
mithilfe derer die Mengenoperationen definiert sind (siehe
Definition 5.5).

v
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Fortsetzung Beweis.
Wir zeigen (AU B)¢ C AN BE:

x e (AUB)¢ x¢ AUB
-(x € AUB)
-(xe AVx e B)
x¢AANXx¢B

x € A¢ Ax e B¢
xe A°n B¢

S

4

Der Beweis von A N B¢ C (AU B)€ erfolgt durch Umkehrung der
Implikationen.
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Partition
Folgerung 5.10

(i) Fiir zwei endliche Mengen A und B gilt:
|AUB| = |A| + |B| = |AN B|
(i) Sind A und B endlich und disjunkt, dann gilt:

|AU B| = |A| + |B]

Definition 5.11

Sei A eine nicht leere Menge, | eine Indexmenge und A; C A, i € [, eine
Familie von nicht leeren Teilmengen von A.
Dann heiBt {A,};c/ eine Partition von A genau dann, wenn gilt:
(i) AiﬁAj:(Z)fﬂr i,j €1 miti#],
(i) Uies Ai = A.

v
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Beispiel 5.12

(I) Fir A= {17273747576} ist {Ai}i€{1,2,3} mit A; = {17476}1 Ay = {2}

und Az = {3,5} eine Partition.
(i) Die Mengen G4 und Uy bilden eine Partition von Np.

(iii) Die Mengen

0 = {0,3,6,...
1, = {1.47,...
2, = {2.58,...

bilden eine Partition von Np.

—— e

{z|z = 3k, k € No}
{z|]z=3k+1,k € No}
{z|]z =3k + 2,k € No}
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Verfeinerung einer Partition

Definition 5.13

Es gelten die Bezeichnung von Definition 5.11. AuBerdem sei J C [ eine
weitere Indexmenge und {B;};c; eine weitere Partition von A.

Dann heiBt die Partition {A;};c/ feiner als die Partition {B;};c;, falls zu
jedem j € | ein j € J existiert mit A; C B;.

Weiterhin heiBt dann {B;};c, grober als {A;}ic;.

Beispiel 5.14

Die Mengen
[i]6 = {Z’Z =6k+i, ke No}

fiir 0 < i < 5 bilden eine feinere Partition von Ny als die Partition von
Beispiel 5.12.
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