I
Gleichmachtige Mengen

Definition 6.17

@ Zwei Mengen A und B heiBen gleichmachtig genau dann, wenn eine
bijektive Funktion f : A — B existiert.

@ Sind die Mengen A und B gleichmachtig, dann schreiben wir dafiir
auch |A| = |B|.

e Wir notieren |A| < |B| und nennen A hochstens gleichméchtig zu B
genau dann, wenn es eine injektive Abbildung f : A — B gibt,

@ und wir notieren |A| < |B]| und nennen B michtiger als A genau
dann, wenn |A| < |B| und |A| # |B| gelten.
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Diskussion

@ Eine Folgerung aus dem Bijektionsprinzip ist, dass endliche Mengen
genau dann gleichméchtig sind, wenn sie die gleiche Anzahl an
Elementen haben (siehe Satz 6.13).

@ Somit verallgemeinert Definition 6.17 den Vergleich von
Mengenkardinalitdten auf nicht endliche Mengen.

@ Aus |A| = oo und |B| = oo kdnnen wir nicht |A| = |B| schlieBen.

@ In der Definition von machtiger ist ganz wesentlich, dass dort
|A| # |B| steht, und nicht A # B.

@ Anders ausgedriickt: A ist machtiger als B bedeutet, dass es zwar eine
injektive Abbildung f : A — B gibt, aber keine bijektive.
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Beispiel 6.18
(i) Obwohl Ny ein Element mehr als N enthilt, gilt

IN| = [Nol,

denn f : Ng — N mit
f(n)=n+1

ist eine bijektive Abbildung.
(i) Es gilt sogar |G4| = |Ng|, denn f : Ng — G4 mit

f(n) =2n

ist bijektiv.
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Fortsetzung Beispiel.
(iii) Ebenso gilt |Z| = |Ng|. Die Funktion f : Z — Ng mit
0 falls z=0

f(z) =4 2z falls z >0
—(2z+1) fallsz<0

ist bijektiv.

Peter Becker (H-BRS) Mathematische Grundlagen Wintersemester 2016/17 275 / 288



Elementare Kombinatorik und Abzahlbarkeit

Cantorsche Tupelfunktion

Satz 6.19
Es gilt:
IN x N| = |NJ.
Anschauliche Begriindung:
1] 1 2 3 4 q
1 1 2 4 7
N / /
2 3 5 8
' e
3 6 9
s
4 10
P

[m] = =
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Beweis.
Wir konstruieren eine bijektive Funktion f : N x N — N.
Sei (7,j) € N x N. Welche Nummer bekommt (i,)?
o (i,j) liegt in der i + j — 1-ten Diagonale.
@ Wie viele Paare sind in den Diagonalen 1,...,i+ j — 1?7 Antwort:

i+j—1 . . . .
'zJ: i =10 +))
k=1 2

e Damit erhilt das Paar (i +j — 2,1) die Nummer ('J”_ZM

o Fiir groBere Werte von j in der gleichen Diagonalen verringert sich
diese Nummer entsprechend.

o Also erhilt (i, /) die Nummer

v
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Definition 6.20

Es sei f die Funktion aus dem Beweis von Satz 6.19.

Die Funktion
Co . No X No — No
mit . . . .
(i+j+1)(+j+2)
2

e(ij) =f(i,j+2) = -U+1)

heiBt Cantorsche Paarungsfunktion.

@ Die Cantorsche Paarungsfunktion definiert eine bijektive Abbildung.

o Auf Basis von ¢ konnen wir allgemein bijektive Abbildungen
C - Né — Np wie folgt definieren:

Cht1(fty -y iks ikv1) = ca(ck(fty - -+, ik)s fk+1)
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Folgerung 6.21
Es gilt:

Q| = N

= = = E nae
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Abzshlbarkeit
Abzahlbarkeit

Definition 6.22

Eine Menge M heiBt abzadhlbar genau dann, wenn M endlich ist oder wenn
M| = |No gil.

Ist eine Menge nicht abzihlbar, denn nennen wir sie iiberabzahlbar.

Folgerung 6.23

(i) Jede Teilmenge einer abzihlbaren Menge ist abzahlbar.

(ii) Jede Obermenge einer nicht abzihlbaren Menge ist nicht abzéhlbar.

v
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Beispiele fiir abzahlbare Mengen

Beispiel 6.24

(i) Z ist abzahlbar.

(i) Q ist abzahlbar.

(i) NX ist fiir alle k € N abzihlbar.
)

(iv) Sei X eine endliche Menge. Dann ist die Menge der Funktionen
f : X — X endlich und damit abzihlbar.

Wie viele solche Funktionen gibt es? |X|IX!
(v) Ist auch die Menge N der Funktionen f : N — N abzihlbar?
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Diagonalisierung
Satz 6.25

Die Menge NN der Funktionen f : N — N st iiberabzihlbar.

Beweis.

Annahme: Die Menge NN ist abzahlbar.

o Also gibt es eine bijektive Abbildung g : NN — N, die NN abzahlt.

@ Sei ¢17 ¢27 ¢37 ° 00

2

die durch g festgelegte Abzahlung von NN
@ Jetzt betrachten wir folgende Matrix:

3 J
1 [ 1(1)  ¢1(2)  ¢1(3) #107)
2 | 92(1)  ¢2(2)  ¢2(3) $2())
#3 | ¢3(1)  ¢3(2) ¢3(3) 3())
i ¢ik1) ¢ik2) ¢ik3) <Z5il(J')
v
T
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Fortsetzung Beweis.

@ Wir definieren mithilfe der Diagonalen dieser Matrix die Funktion
¢p : N — N wie folgt:

¢p(k) = pr(k) +1

o Jetzt muss ¢p € NV gelten.
o Also existiert ein s mit ¢p = ¢s.
@ Daraus folgt:

¢s(s) = op(s) = ¢s(s) +1
Widerspruch!

Das Beweisprinzip, welches wir hier verwendet haben, heiBt
Diagonalisierung.
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Konsequenz: R ist iiberabzahlbar
o Schon die Menge {0, ...,9}" der Funktionen
f:N-{0,1,...,9}

ist Uberabzahlbar.

o Ein Beweis hierfiir erfolgt analog zum Beweis von Satz 6.25 mit
¢p(k) = (¢x(k) + 1) mod 10
@ Analog beweist man auch, dass die Menge {0, 1} der Funktionen
f:N—{0,1}

uberabzahlbar ist.

e Die Menge {0, ...,9}" entspricht (bijektiv) aber der Menge
[0,1]]={x e R0 < x < 1}.
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@ Begriindung: Jede Zahl x € [0, 1] kénnen wir als
x=0,z120...

mit einer unendlichen Ziffernfolge zi, z>, . . . betrachten.

@ Beachten Sie dabei: 0,999... =1.

o Eine Ziffernfolge entspricht somit eineindeutig einer Abbildung
f:N—{0,1,...,9}.

e Da die Menge {0,...,9}" iiberabzihlbar ist, muss somit auch die
Menge [0, 1] iiberabzahlbar sein und

e damit ist auch R iiberabzihlbar (siehe Folgerung 6.23).

Folgerung 6.26
R ist machtiger als N. J
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Abschlusseigenschaften abzahlbarer Mengen
Satz 6.27
(i) Es seien A und B abzihlbare Mengen, dann sind auch AN B, A\ B
und AU B abzahlbar.

(i) Es sei | eine unendliche, abzihlbare Indexmenge und die Mengen

Aj,i € | seien alle abzihlbar. Dann ist auch | J;c, Ai abzahlbar.

Beweis.
(i) Die Abzahlbarkeit von AN B und A\ B folgt aus 6.23.

Da A, B abzahlbar sind, existieren bijektive Funktionen f : A — N
und g : B — N. Damit ist die Funktion h: AU B — Z mit

f(x) fallsxe A
ieg) = { —g(x) fallsxe B\ A

injektiv, also |AU B| < |Z| = |N].

v
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Fortsetzung Beweis.

(i) 0.B.d.A. seien die Mengen A; paarweise disjunkt.
Da die Indexmenge | abzihlbar ist, kdnnen wir auch N als Indexmenge

nehmen.

Wir betrachten also U A;.

Jede Menge A; ist abzahlbar, also A; = {a,l, 3, ...}
Fiir eine Abzdhlung nutzen wir die Matrix wie bei der Cantorschen

i=1

Tupelfunktion:
1 1 2 3 4 q
Al | an an a13 ai
' e
An any ax a3
'
Az | a3 a3
'
Ay | am

Damit liefert uns die Cantorsche Paarungsfunktion eine Abzihlung der

ajj.
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Zusammenfassung

Wichtige kombinatorische Elemente: Fakultdt, Permutation,
Binomialkoeffizient, Binomischer Lehrsatz

Prinzipien zum Abzadhlen endlicher Mengen: Schubfachprinzip,
Bijektionsprinzip, Prinzip des doppelten Abzahlens

Gleichmachtige Mengen sind bijektiv aufeinander abbildbar.
Unendliche abzdhlbare Mengen sind gleichmachtig zu N.

N x N und Q sind abzihlbar.

R ist iiberabzahlbar.

Abzihlbare Mengen sind abgeschlossen bzgl. N, U und \.
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