O ’ Hochschule Fachbereich Informatik
Bonn-Rhein-Sieg Wintersemester 2019/20
University of Applied Sciences Prof. Dr. Peter Becker

Graphentheorie
Loésungen zu Aufgabenblatt 7

Aufgabe 1 (Kiirzeste Wege, Dijkstra-Algorithmus)

Berechnen Sie fiir das unten angegebene Netzwerk die Absténde und die kiirzesten Wege vom Knoten
a zu allen anderen Knoten.
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Loésung:
Iteration ||[a b ¢ d e f g h i j k I m|u du) pu)
1 o - ---=--=--=- - - - - = —'la 0 —
2 2 200 - - - - - - - - — —1b 12 a
3 0 - - 24 - - - - - = 20|c¢ 20 a
4 33 - 24 30 - - — — — 20lm 20 b
) 33 — 24 30 - — 27T — 24 f 24 b
6 33 - 30 - — 21 — 24 I 24 m
7 33 - 29 — — 27 34 J 27 m
8 33 — 29 — 43 34 g 29 l
9 33 - 49 43 32 k32 g
10 33 - 49 43 d 33 c
11 36 49 43 e 36 d
12 44 43 1 43 ¥
13 44 h 44 e

Geriist mit den kiirzesten Wegen:



Aufgabe 2 (Miillabfuhr)

a/Depot

Der angegebene Graph modelliert ein StraBlennetz, die Kantenbewertungen geben die Straflenléingen
an.

Ermitteln Sie eine moglichst kurze Route fiir die Miillabfuhr in diesem Straflennetz. Anforderungen:

e Das Miillauto muss im Depot starten und wieder zu diesem zuriickkehren.

e Jede Strafle muss mindestens einmal durchfahren werden.

Machen Sie die Herleitung Threr Route deutlich.

Losung: Der theoretische Idealfall wiirde vorliegen, wenn das StraBlennetz einen eulerschen Graphen
bildet. Dann wire ein Eulerkreis die optimale Losung.

Der gegebene Graph ist aber nicht eulersch, denn er enthélt zwei Knoten (¢ und h) mit ungeradem
Grad. Zu einer optimalen Losung kommen wir, indem wir zwischen diesen Knoten eine zusétzliche
Kante einfiigen. Diese Kante muss dabei dem kiirzesten Weg von g nach h entsprechen.



Mit dem Algorithmus von Dijkstra kénnen wir den kiirzesten Weg von g nach h berechnen. Dies ist
(g9,k,j,i,h) mit der Liange 12.

Wir berechnen nun fiir den Graphen, der zusétzlich die Kante {g, h} enthélt, einen Eulerkreis (z.B. mit
dem Algorithmus von Hierholzer). Wir erhalten:

(a/7b7d7h77:7.j7k7gvcvb767fagah767i7k7fvcva’)

Fiir die Kante (g, h) setzen wir den zuvor ermittelten kiirzesten Weg ein und erhalten somit als optimale
Route:
(a7 b7 d7 h7 i?j? k?Qv C7 b7 e7 f797 k’j7i7 h7 67 7;7 k? f7 C7 a)

Aufgabe 3 (Textfaktorisierung)

Die Nachricht babbbaabba soll mit dem folgenden Code codiert werden:

Text | Code | Léinge
a 00 2
b 010 3
ba 0110 4
bb 0111 4
abb |1 1

Beispiel fiir eine moégliche Codierung der Nachricht:

ba bb ba a bb a
0110 0111 0110 00 0111 00
Die Gesamtlinge dieser Codierung ist 20.

Finden Sie eine Codierung mit minimaler Gesamtlénge. Erldutern Sie hierzu kurz, wie Sie dieses Pro-
blem mit Hilfe der Graphentheorie 16sen kénnen und berechnen Sie eine Lésung.

Loésung: Sei text = babbbaabba = ¢y ...c19. Wir definieren einen gerichteten azyklischen Graphen
G = (V,A) mit V=1{0,...10} und A = {(¢,7)|ci41...cj ist im Code}.

Die Lénge w(e) einer gerichteten Kante e € A ergibt sich durch die Lénge der zugehorigen Codierung
im Code.

Jeder Weg von 0 nach 10 legt eine Codierung fest. Somit erhélt man eine Codierung mit minimaler
Gesamtliange durch einen kiirzesten Weg von 0 nach 10. Dieser kann mit dem Algorithmus von Dijkstra
oder durch die Rekursionformel geméfl Satz 4.22 bestimmt werden. Fiir die Rekursionsformel erhalten
wir:



v | d(v) | best(v) | Text

0 0 - -

1 3 0 b

2| 4 0 ba

3 7 2 b

4| 4 1 abb

) 7 4 b

6 8 4 ba

71 10 6 a

81 13 7 b

91 9 6 abb
10 | 11 9 a

Damit ist

b abb ba abb a
010 1 0110 1 00

eine Codierung mit minimaler Gesamtldnge 11. Veranschaulichung des kiirzesten Weges:

Bemerkung: Der vorgegebene Code ist iibrigens ein Préfixcode. Eine Bitsequenz, die durch eine Co-
dierung entstanden ist, kann somit eindeutig decodiert werden.

Aufgabe 4 (Scheduling, Netzplantechnik)

Gegeben sei eine Menge J von Jobs sowie Mengen P(j) fiir j € J, die angeben, welche Jobs beendet
sein miissen, bevor Job j begonnen werden kann.

P(j)
0
0
{X, v}
{P}
{P}
{R,Q}
{R}
{1, 5}
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Die Bearbeitung eines Jobs bendotigt stets eine Zeiteinheit. Jeder Job bendétigt zur Bearbeitung eine
Maschine. Es stehen beliebig viele Maschinen zur Verfiigung, so dass Jobs parallel ausgefithrt werden
konnen.



(a) Wieviele Zeiteinheiten benotigt man mindestens, um die Jobs korrekt auszufithren? Geben Sie
auch an, wieviele Maschinen man fiir eine moglichst schnelle Ausfithrung benotigt.

(b) Was éndert sich an der Berechnung, wenn die Jobs @, R, T und U statt einer nun zwei Zeiteinheiten

benétigen? Geben Sie die kleinstmogliche Gesamtdauer ein.

Losung: Das Problem entspricht der Projektplanung. Wir kénnen die Abhéngigkeiten der Jobs in
einem Netzplan darstellen:

Man beachte, dass die gestrichelten Kanten sogenannte Dummy-Vorgéinge darstellen, die die Dauer 0
haben. Damit hat der lingste Weg (kritischer Pfad) in diesem Netzplan die Lénge 5. Wir brauchen also
flinf Zeiteinheiten zur Ausfithrung der Jobs.

Man sieht der Darstellung weiterhin an, dass hochstens zwei Jobs parallel ausgefiithrt werden kénnen.
Demnach brauchen wir zwei Maschinen, um die Jobs innerhalb von fiinf Zeiteinheiten ausfithren zu
konnen. Zusétzliche Maschinen beschleunigen die Ausfithrung nicht!

Die folgende Grafik zeigt eine optimale Ausfithrung als sogenanntes Gantt-Diagramm, wie es haufig
in der Produktionsplanung verwendet wird. Das Diagramm gibt an, wann welcher Job auf welcher
Maschine ausgefiihrt wird.
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Wenn die Jobs @, R, T und U eine Dauer von zwei Zeiteinheiten haben, hat ein kritischer Pfad die Lange
8 (z.B. (X, P,R,T,U)). Das folgende Gantt-Diagramm veranschaulicht eine optimale Ausfithrung.
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