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Graphentheorie
Losungen zu Aufgabenblatt 3

Aufgabe 1 (Isomorphie)

(a) Welche Graphen sind isomorph?
Gl G2

(b) Wie viele Automorphismen gibt es fiir den folgenden Graphen?

@000

Loésung:

(a) Gp und Gy sind isomorph, z.B. ist
e={a—s,b—=qc—r,d—pe—uf—t}

ein Isomorphismus.

G1 und G3 sind nicht isomorph, denn G; enthélt nur einen Knoten mit Grad 2, G3 aber zwei.
Auch enthilt G3 einen Knoten mit Grad 5, G; dagegen nicht.

G5 und G3 sind nicht isomorph, denn G5 ist isomorph zu G1. Da aber 1 nicht isomorph zu G3
ist, kann auch G5 nicht isomorph zu G5 sein.



(b) Es sei ¢ ein Automorphismus fiir G. Dann gilt:

— ¢(f) = f, denn f ist der einzige Knoten mit Grad 7.

— (a) = a oder ¢(a) = j, denn a und j sind die einzigen Knoten mit Grad 1, die adjazent zu
einem Knoten mit Grad 2 sind.

Analog gilt ¢(j) = j oder p(j) = a.
— Durch ¢(a) sind ¢(b), (i) und ¢(j) eindeutig festgelegt, denn

x Aus p(a) = a folgt p(j) = j (einzige Moglichkeit) und wegen der Nachbarschaft p(b) = b
und (i) = i.
« Analog folgt aus ¢(a) = j: ¢(j) = a,p(b) =1i,¢(i) = b.
— Die Knoten ¢, d, e, g, h konnen innerhalb dieser Knotenteilmenge beliebig abgebildet werden.
Hierfiir gibt es 5! = 120 verschiedene Moglichkeiten.

— Kombiniert mit den zwei Moglichkeiten zur Abbildung von a, wodurch die Knoten b, 1, j
dann eindeutig festgelegt sind, entstehen insgesamt 2 - 120 = 240 Moglichkeiten.

Aufgabe 2 (Adjazenzmatrix)

(a) Geben Sie fiir die folgenden Graphen jeweils deren Adjazenzmatrix an.

(b) Ermitteln Sie fiir den rechten Graphen aus (a) die Anzahl der Kantenziige der Lénge 7 zwischen
den Knoten 2 und 4.

Losung:

(a)

010101
101001 0100
010111 001 1
A=l 101011 baw. A=1100 0 1
001101 1100
111110
(b) Wir berechnen A:
4 7 4 6
6 10 7 11
7T __
A=y 64 7
7 11 6 10

Also gibt es 11 Wege von 2 nach 4 der Lange 7.



Aufgabe 3 (Potenzen der Adjazenzmatrix und Anzahl Kantenziige)

(a) Geben Sie die Adjazenzmatrix A fiir den folgenden Graphen an:

© ® ®

1 fn72 fnfl fn72
A" = 5 fn—l fn fn—l
fn72 fnfl fn72

(b) Beweisen Sie:

mit

|3

fo =1+ (=1)")2
(c) Leiten Sie aus (b) eine Formel fiir die Anzahl der Kantenziige mit einer Lénge < p zwischen den

Knoten 1 und 2 her.

Losung:

(a)

(b) n =1: Es gilt

fa = 1+ (=127 =0
fo = (1+(=1)%)22 =2
A= (1+(-1)H22 =0
Also
L [0 20 01 0
5202:101:A—A1
020 01 0
n—n+1:

AMTh = AA"

1 01 0 fn72 fnfl fn72
= 5 1 01 fn—l f’fl fn—l
01 0 fn72 fnfl fn72

1 fnfl fn fn*1

= = 2fn—2 2fn—1 2fn—2

fnfl fn fnfl
1 fnfl fn fnfl
= 5 fn fn+1 fn

fn—l fn fn—l



#Kantenziige

IMES

(1+(~1)h)2

1 p] k
5> (-1t
k=0,k gerade

p—1
5=



