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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Notationen

Notationen fiir K-Vektorraum

Zur Unterscheidung zwischen den Vektoren € V und den Skalaren € K schreiben wir die
Vektoren mit fettgedruckten lateinischen Kleinbuchstaben, z. B.

X1
X2
x=| .| =(x)eR"
Xn
Fiir die Skalare nutzen wir {iblicherweise griechische Kleinbuchstaben in Normalschrift, z. B.

AeR.

Zur Abkiirzung schreiben wir die Vektoren teilweise auch zeilenorientiert, also
X = (X1, X2, ..., Xn)-
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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Notationen

Den Nullvektor bezeichnen wir mit 0. Demgegeniiber bezeichnet 0 das neutrale Element der
Addition des Korpers.

In den meisten nachfolgenden Fallen verzichten wir auf die Verwendung des
Multiplikationssymbols -, sowohl bei der Multiplikation im Ké&rper als auch bei der
Multiplikation mit Skalaren. D. h.

A = A-p
AV = A-v

fir \,ue K,ve V.

1= Wir bewegen uns im Folgenden fast ausschlieBlich im R-Vektorraum R".
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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Notationen

Notationen fiir Matrizen

Die Menge der reellen Matrizen mit m Zeilen und n Spalten bezeichnen wir mit R™*".

Zur Darstellung solcher Matrizen nutzen wir i. d. R. fette lateinische GroBbuchstaben, z. B.

d11 412 -+ din
a ax -+ ap

A=| T T | = (ay) e R,
dml dm2 - dmn

Die Nullmatrix stellen wir ebenfalls durch 0 dar. Aus dem Kontext ergibt sich, ob damit der
Nullvektor oder die Nullmatrix gemeint ist.
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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Notationen

Fiir eine Matrix A € R™*" bezeichnet AT € R"*™ die transponierte Matrix von A.
Einen Vektor x € R” konnen wir auch als einspaltige Matrix x € R™<! auffassen.

Das Skalarprodukt (x,y) zweier Vektoren x,y € R” kénnen wir dann auch als Matrixprodukt
x Ty schreiben.

Fiir eine Matrix A € R™*" bezeichnet

e a; € R” (fetter Kleinbuchstabe mit tiefgestelltem Index) den i-ten Zeilenvektor und
o a/ ¢ R™ (fetter Kleinbuchstabe mit hochgestelltem Index) den j-ten Spaltenvektor von A.

Also:
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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Notationen

Die Einheitsvektoren e!,e?, ..., e" mit e = (x;) € R" und

. 1 fallsi=j
771 0 sonst

bilden die kanonische Basis des R".

Die Matrix
1 0 - 0
s 01 --- 0
E:=(e,e’....e")=|. . | e rR™"
00 1

bezeichnet die Einheitsmatrix.
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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Dimension, Basis, Rang

Lineare Unabhangigkeit
Definition 1.1
Ein Vektor w € R" mit

k
w = E )\,'V,'
=il

und A; € R fiir 1 </ < k heiBt Linearkombination der Vektoren vi,vo, ..., v, € R".

Definition 1.2
Vektoren vi, vy, ...,vx € R"” heiBen linear unabhangig, wenn aus
k
A1V + AoVo 4+ - 4 Apvy = Z)\,’V,’ =0
i=1
stets Ay = Ao = - - = Ak = 0 folgt. Andernfalls heiBen sie linear abhangig.
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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Dimension, Basis, Rang

Vektoren sind genau dann linear unabhingig, wenn sich 0 nur auf triviale Weise als
Linearkombination darstellen ldsst.

Beispiel 1.3
o Folgende Vektoren sind linear unabhangig:
1 0 —2
vi=1{0 , Vo= 3 , V3 = 0
3 0 1

1 -1 0
V] = 0 s Vo — 1 s V3 — —1
1 0 -1

Tafel &.

v
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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Dimension, Basis, Rang

Lemma 1.4
Die Vektoren vi,va, ..., vi € R" seien linear abhangig. Dann existiert ein j,1 < j < k mit

k
Vj = E V.
i=1

i#j

= Wenn Vektoren linear abhingig sind, kann also mindestens einer dieser Vektoren als
Linearkombination der anderen Vektoren dargestellt werden.

Beweis.
Tafel &. DJ
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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Dimension, Basis, Rang

Basis und Dimension eines Vektorraums

Definition 1.5

@ Der Spann (oder die lineare Hiille) der Vektoren vy, vy, ..., v, € R" ist die Menge alle
Linearkombinationen dieser Vektoren:

K
Span(vi, Vo, ..., vg) = {Z)\;vi AL, Ao, Ak € R} )
i=1

o Fiir einen Vektorraum V C R” heift eine Menge vi,va,...,vx € V von Vektoren
Erzeugendensystem von V/, wenn

Span(vi,va,...,vgx) =V

gilt.
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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Dimension, Basis, Rang

Fortsetzung Definition.
@ Ein linear unabhangiges Erzeugendensystem von V heiBt Basis von V.

@ Die Anzahl der Vektoren in einer Basis von V heiBt Dimension von V und wird mit
dim(V) bezeichnet.

Alle Basen eines Vektorraums V haben die gleiche Anzahl an Vektoren. dim(V/) ist somit
sinnvoll definiert.

Vektorraume konnen auch eine unendliche Dimension haben. Beispiel: C%([a, b]).

Der R" hat natiirlich die Dimension n, aber (echte) Unterrdume des R” haben eine
kleinere Dimension.

Der Unterraum ({0}, +, -) ist der sogenannte Nullvektorraum oder auch Nullraum. Er hat
die Dimension 0.
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TG
Rang einer Matrix
Definition 1.6

Der Rang r(A) einer Matrix A € R™*" bezeichnet die maximale Anzahl linear unabhingiger
Spaltenvektoren von A.

Bemerkung:
r(A) = dim(Span(at,a’,...,a"))
Satz 1.7
Es sei A € R™*" eine Matrix. Dann gilt:
(a) r((A)=0<A=0
(b) r(A) = r(AT)
(c) r(A) < min{m, n}

.
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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Dimension, Basis, Rang

Beispiel zum Matrixrang

Beispiel 1.8
Fiir

>
I

3 21
4 -5 1

Begriindung: Die Spaltenvektoren a' und a? sind linear unabhingig, somit folgt r(A) > 2.
Aus Satz 1.7 (c) folgt r(A) < min{2,3} = 2.

ergibt sich r(A) = 2.

Also muss r(A) = 2 gelten.
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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Lineare Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit m Gleichungen und n Unbekannten hat die
allgemeine Gestalt

ajlx1 + apxe + - 4+ ainxn = b
ao1x1 + axxe + - 4+ amxpn = b
amix1 + amexe + -+ 4+ amnXp = bm

Hierbei sind ajj, bj € R die Koeffizienten und x; die Unbekannten des LGS.

Wir konnen das LGS auch schreiben als

n
E ajxj=b;, firi=1,...,m
j=1
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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Lineare Gleichungssysteme

oder in Matrixschreibweise mit

ail aie - ain X1 by
a1 ax -+ an X2 b
A= . . i . y X = . y b=
aml a4m2 *°° amn Xn bm
als
Ax = b.
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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Lineare Gleichungssysteme

Beispiel LGS

Beispiel 1.9

Das LGS

3x1 + 20 + x3 =
41 — 5% + x3 = 2
und seine Darstellung in Matrixschreibweise

3 2 1\ () (5
4 =5 1) |27 \2)
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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Lineare Gleichungssysteme

Losbarkeit linearer Gleichungssysteme
Definition 1.10

Fiir ein LGS Ax = b bezeichne
Alb := (al,a%,...,a" b) e R™*"*1

die um den Vektor b der rechten Seite erweiterte Matrix A.

Satz 1.11
@ Essei A € R™" ynd b € R™. Dann ist das LGS

Ax=Db

genau dann l6sbar, wenn r(A) = r(A|b) gilt.

o Gilt zusatzlich r(A) = n, dann gibt es genau eine Lésung x € R".

e Falls r(A) < n gilt, gibt es unendlich viele Lésungen mit n — r(A) freien Parametern.
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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Lineare Gleichungssysteme

Bemerkungen

Fiir m < n kann die Bedingung r(A) = n nicht erfiillt werden und es gibt daher keine
eindeutige Losung (falls es iiberhaupt eine Losung gibt).

Wenn keine Losung existiert, dann heiBt das LGS iiberbestimmt, existieren unendlich viele
Losungen, dann ist es unterbestimmt.

Fiir b = 0 spricht man von einem homogenen LGS.

Hat ein homogenes LGS nur die Lésung x = 0, dann sind die Spaltenvektoren von A linear
unabhangig.
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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Lineare Gleichungssysteme

Beispiele fiir Losbarkeit von LGS

Beispiel 1.12

Fiir das LGS aus Beispiel 1.9 gilt r(A) = r(A|b) = 2 (siehe auch Beispiel 1.8). Also ist das
LGS I6sbar mit unendlich vielen Losungen und einem freien Parameter.

Beispiel 1.13
(a)
3 01 1
A= 6 2 1|, b=[ 3|, r(A)=3, r(Ab)=3
-3 -2 1 -1

|6sbar, da r(A) = r(A|b) und mit eindeutiger Lésung, da r(A) =3

= nNn.
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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Lineare Gleichungssysteme

Fortsetzung Beispiel.

(b)

-2 11 0
A=[-2 2 3|, b=| 4|, r(A)=2, r(Ab)=2
-6 2 1 —4

|sbar, da r(A) = r(A|b) und mit unendlich vielen Lésung, da r(A) =2 < n.
()

-1 4 2 3
A=|-2 8 4|, b= 6|, r(A)=1, r(Alb)=1
3 12 -6 -9

|sbar, da r(A) = r(A|b) und mit unendlich vielen Lésung, da r(A) =1 < n.
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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Lineare Gleichungssysteme

Fortsetzung Beispiel.

(d)

2 10 0
A= 2 —2 1|, b=|[1]|, r(A)=2, r(Ab)=3
—2 -10 3 2

unlésbar, da r(A) # r(A|b).

Bemerkungen:

o Bei direkten Methoden fiir Gleichungssysteme betrachtet man eindeutig I6sbare
Gleichungssysteme. = Kapitel 2

@ In der Ausgleichsrechnung hat man iiberbestimmte Gleichungssysteme und versucht diese,
mit einem moglichst geringen Gesamtfehler zu “Iosen”. = Kapitel 3

@ In der Optimierung mit Nebenbedingungen treten liberwiegend unterbestimmte Systeme
auf. = Kapitel 4
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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Determinante

Permutationen
Definition 1.14

Es sei X = {x1,x2,...,x,} eine n-elementige Menge. Dann heiBt eine bijektive Abbildung

o X=X

Permutation.

Satz 1.15

Fiir eine n-elementige Menge X gibt es n! verschiedene Permutationen.

o Fiir die mathematische Betrachtung von Permutationen beschrankt man sich
iblicherweise auf X = {1,2,...,n}.

@ Fiir uns ist eine Permutation also stets eine bijektive Abbildung

o:{1,2,...,n} - {1,2,...,n}.
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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Determinante

Schreibweise von Permutationen

Eine Permutation o : {1,2,...,n} — {1,2,..., n} stellt man iiblicherweise in Form einer

zweizeiligen Matrix
o 1 2 .- n
(0(1) a(2) --- J(n))
o= (c(1) o(2) --- o(n))

oder verkiirzt in Tupelform

dar.
Beispiel 1.16

1234
a:<2413>=(2413)

(123 4\
a—(314)—(3142)

N B

v
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B
Symmetrische Gruppe

Definition 1.17 J

S, bezeichne die Menge aller Permutationen auf der Menge {1,2,..., n}.

Bemerkung:

(Sp, 0) bildet mit der Komposition o von Abbildungen als Verkniipfung eine Gruppe.
S, wird auch als symmetrische Gruppe bezeichnet.

Eine Permutationsgruppe ist eine Untergruppe von S,,.

Nach dem sogenannten Satz von Cayley ist jede endliche Gruppe isomorph zu einer
Permutationsgruppe.
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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Determinante

Fehlstand und Signum einer Permutation

Definition 1.18
e Fiir eine Permutation o € S,, heiBt ein Paar (i,) mit i < j und o(i) > o(j) Fehlstand.
o Die Zahl
Flo)={(,)I1<i<j<nna(i)>a(j)}|

bezeichnet die Anzahl der Fehlstande von o.

Das Signum sign(o) einer Permutation o € S, ist definiert als

sign(o) = (—1)F().

Eine Permutation mit sign(c) = 1 heiBt gerade, eine Permutation mit sign(c) = —1
ungerade.
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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Determinante

Beispiel 1.19
Die Permutation

aus Beispiel 1.16 hat die Fehlstande

{(1,3),(2,3),(2,4)}

Also gilt
F(oc)=3

und damit
sign(o) = —1.

Die Permutation ist somit ungerade.
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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Determinante

Eigenschaften des Signum

Satz 1.20

Es sei 0 € S, eine Permutation. Dann gilt

sign(o) = H M.

Fiir zwei Permutationen o, T € S, gilt

sign(7 o o) = sign(7) - sign(o).
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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Determinante

Determinante
Definition 1.21

Es sei A € R™" eine quadratische Matrix. Dann heiBt

det(A):= ) (sign(a)Haia(i)>

O'ESn i=1

Determinante der Matrix A.

Bemerkungen:

@ Die Formel in Definition 1.21 heiBt Leibniz-Formel und geht zuriick auf Gottfried Wilhelm
Leibniz.

@ Summiert wird (iber die Elemente der symmetrischen Gruppe S,. Die Summe besteht
demnach aus n! Summanden.
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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Determinante

Beispiel zur Berechung der Determinante
Beispiel 1.22

Fiir n = 3 enthalt die symmetrische Gruppe S, die Permutationen
(1 23, (231, 312
mit sign(o) = +1 und die Permutationen

321, (132, (213

mit sign(c) = —1. Damit folgt

et 2 g } B 3.2.1 4+ 0-1-(=3) + 1.6-(=2)
2 51 — 1.2-(=3) — 3.-1-(-2) — 0-6-1
6+0-12+64+6—-0
= 6. )
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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Determinante

Eigenschaften der Determinante (1)
Satz 1.23 (Laplacescher Entwicklungssatz)

Es sei A € R"™" eine Matrix. Aj; € R(=1x(n=1) pezejchne die Matrix, die aus A durch
Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.

Dann gilt:

n

det(A) = Y (—1)"a;det(A;)
1

i

(—1)"*ajdet(Aj)

I
.M"

1

J

Die erste Gleichung beschreibt die Entwicklung nach der j-ten Spalte, die zweite Gleichung die
Entwicklung nach der i-ten Zeile.

v
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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Determinante

Eigenschaften der Determinante (2)

Satz 1.24

Es seien A,B € R"*" quadratische Matrizen. Dann gilt:
(a) det(A-B) =det(A) - det(B)

(b) Fiir r € R gilt det(rA) = r" det(A)

(c) det(AT) = det(A)
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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Determinante

Determinante und Ldsbarkeit eines LGS

Satz 1.25

Es sei A € R"*" eine Matrix. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) det(A) #0
(b)
(c)
(d)
()

@

Die Spaltenvektoren (bzw. Zeilenvektoren) von A sind linear unabhangig.
r(A) =

Fiir alle b € R" jst das LGS Ax = b eindeutig Idsbar.

Es existiert eine Matrix A~ € R" mit A=A = E.
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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Determinante

Cramersche Regel

Satz 1.26
Es sei A € R"™" eine quadratische Matrix mit det(A) # 0. Fiir das LGS Ax = b sei

A= (a',...,a 1 batt .. a"),
also die Matrix, die entsteht, wenn in A die j-te Spalte durch den Vektor b ersetzt wird.
Dann gilt fiir die eindeutige Losung x = (x;) € R" des Gleichungssystems Ax = b:

o det(Aj)
%= det(A)
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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Determinante
Beispiel 1.27

Wir betrachten das LGS aus Beispiel 1.13 (a). Die Determinate det(A) = 6 haben wir bereits
in Beispiel 1.22 berechnet.

1 01
det(Al):det( 3 2 1|=24+0-6+24+2-0=0
-1 -2 1

3
det(Ay) =det | 6 3 —9-3-6+9+3-6=6
3

1
1
1
3.0 1
det(Az)=det| 6 2 3| =-6+0-12+6+18-0=6

Daraus folgt:

v
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Wiederholung: Grundlagen aus der linearen Algebra Zusammenfassung

Zusammenfassung

Lineare Unabhiangigkeit
Matrixrang
Zusammenhang: Matrixrang und Ldsbarkeit von linearen Gleichungssystemen

Determinante in Form der Leibniz-Formel

Cramersche-Regel
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