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erreicht

Mit 24 Punkten haben Sie die Klausur bestanden, ab 48 Punkte erhalten Sie eine 1.0.

Es sind keine Hilfsmittel erlaubt.

Sie miissen Thre Antworten begriinden.

Tipp: Schauen Sie sich erstmal alle Aufgaben an.

Viel Erfolg!




Aufgabe 1 (2.5+42.54-2.5+2.5=10 Punkte)

Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte:

(a)
oo T+t on2 41
lim
n—00 Oné —4And+n+1

. n+sin(n)
lim ———=
n—oon?4+n—+1

i, 122C0)
e/ -5 T+ 3
(d)
1 — cos(x)

2\0 2z sin(z) + 22 cos(x)

Musterlosung:
(a) Es gilt
. —2n®+5n7 4+ 2nt 4+ 2n* + 1 . —2ni+En+ S+ 2+ 4
lim = lim e B
n—00 Onb —4nd+n+1 n—o0 9— 2+ 5+ 5
~ —n2n—5)+ %+ %+ =%
=
—00-00+0+0+0
= = —0
9-0+0+0

2 setzt sich

Hinweis zur Korrektur: Es reicht auch, wenn sowas geschrieben wird wie n
gegeniiber n durch o.4.

(b) Wegen
0 < n+sm(n)< ntl n+l 1
~ n’4+n+1 " n24n nn+1l) n
und
.1
lim — =0
n—oo N

folgt nach Sandwich-Lemma/Schachtelungsprinzip ebenfalls

n+sin(n)
nsoon2+n+1
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(c) Da log auf R, stetig ist, folgt lfim7r log(—z) = log (g) < 00. Da weiterhin die Funktion
r/—3

f(z) = x + % stetig ist, gilt xl/lglﬁ = 0, und somit, da hier der linksseitige Grenzwert
3
betrachtet wird und somit x — % < 0:

1 —
i, 1o82)
/-3 T+ 3

(d) Verwende zweimal die Regel von de I’'Hospital:

1 — cos(x) _ (g :) . sin(z)

20 20 sin(x) + x? cos(x) 0 2\0 2x cos(x) + 2sin(x) + 2x cos(x) — x? sin(x)

_ sin(z) 0
= lim - - ===
2\0 4 cos(z) + 2sin(z) — a2 sin(x) 0

— tim cos(x)

2\0 4 cos(x) — 4z sin(x) + 2 cos(x) — 22 cos(z) — 2z sin(z)
B 1
C4+2 6



Aufgabe 2 (2+3+2+3=10 Punkte)

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz. Geben Sie jeweils an, welches Kriterium
Sie verwenden!

(a)

0n2—3n+1

=1
Z 3n—1

=2

3

Berechnen Sie auch den Grenzwert dieser Reihe!

(c)

> (5t)

n=0
Fiir welche x € R konvergiert die folgende Potenzreihe?

(d)

e 2
n
Z 2n+1 (ZE + 2)”

n=0

Musterlosung:

(a) Da —3n+1 <0 fur n € N, gilt

n+1 S 1
n?—=3n+1"n%> n
oo
Somit ist Z — eine divergente Minorante, und die Reihe divergiert nach dem Minoran-
n
n=0
tenkriterium.

(b) Es handelt sich hierbei um die geometrische Reihe, welche (absolut) konvergiert:

ignll _ 350:3%: <§:<%>_1_%>

n=0




(c) Wegen

__n 1 —>1<1
S bn+27 5+%E 5

Nezz)

konvergiert die Reihe nach dem Wurzelkriterium (absolut).

(d) Es seia, = 2:}% Der Konvergenzradius der Potenzreihe ist gegeben durch

n

. (079 . RS
R = lim = lim (Z+1)2
n—00 | Ay 1 n— 00 e

Somit konvergiert die Potenzreihe fiir |z 4+ 2| < 2, also fir —2 < z + 2 < 2, also fur
x € (—4,0), (absolut).

Es geht selbstverstandlich auch mit dem Quotientenkriterium: Sei a,, := 21}%(35—1—2)”. Dann
gilt

(n+1)2 |[L' + 2|n+1

. Qp+1 . ont2
lim = lim — -
n—oo | Gy, n—00 2;l+1 |ZE + 2|n
o . (TL+1)2 2'n+1 L n-+1 2 1
= gk i () g et

1
= §|x+2|<1 & jz+2/<2

Also konvergiert die Potenzreihe nach dem Quotientenkriterium fiir alle |z + 2| < 2, also
fir x € (—4,0) (s.0.), (absolut).



Aufgabe 3 (5+5=10 Punkte)

(a) Gegeben seien die Funktionen g, : R — R, n € N, definiert durch

nx

90 = T3 ]

Begriinden Sie, daf alle g, stetig sind! Ermitteln Sie die Grenzfunktion
g(x) := lim g,(x)

n—0o0

Was ist die Ursache dafiir, dafl g als Grenzfunktion stetiger Funktionen nicht stetig ist?

(b) Zeigen Sie, dafi die Gleichung

genau eine Losung in R, hat!

Musterlosung:

(a) Die Funktion nx ist (als Polynom 1. Grades) stetig, die Betragsfunktion ist ebenfalls stetig.
Da V,en, zer 1+|nx| > 0, sind die g, als Quotienten stetiger Funktionen, wobei der Nenner
nicht Null wird, stetig. Wegen

gilt fiir die Grenzfunktion

1, >0
-1, z<0

o) = Jim anfo) = 5 = {

n o 2]
Weiterhin gilt fiir alle n € N ¢,(0) = 0 und somit auch

lim g,(0) =0

n—oo

Also lautet die Grenzfunktion

1, >0

g(x) = lim g,(z) = 0, =0
n—oo

-1, <0

Diese Funktion ist nicht stetig. Die Ursache dafiir ist, daf3 die Funktionenfolge g, nicht
gleichmafig gegen g konvergiert.



(b) Bestimme die Nullstellen der Funktion

1
1+ 22

f@) =y =V

Da 1+ 22 > 0 fiir alle z € R, ist die Funktion ﬁ als rationale Funktion, bei der
der Nenner nicht Null wird, stetig. Da /x nach Vorlesung auf R, U {0} stetig ist, ist f
ebenfalls auf R, U {0} stetig. Wegen ¢(0) =1 > 0 und ¢g(1) = —% < 0, besitzt f nach dem
Zwischenwertsatz eine Nullstelle im offenen Intervall (0,1) C R, (Hinweis zur Korrektur:
GeméB Aufgabenstellung mufl das Intervall nicht angegeben werden!).

f ist als Zusammensetzung einer rationalen Funktion und der Wurzelfunktion, die nach

Vorlesung auf R, differenzierbar ist, ebenfalls auf R, differenzierbar, mit

o 2z B 1

fir x € R,. Also ist f auf R, streng monoton wachsend. Somit ist die Nullstelle eindeutig.

Hinweis zur Korrektur: Die Stetigkeit und Differenzierbarkeit von f miissen hier nicht so
detailliert begriindet werden. Auch auf die Unterscheidung zwischen R U {0} und Ry
sollte hier keinen Wert gelegt werden!




Aufgabe 4 (4+1+242+41=10 Punkte)

Wir betrachten die Funktion f:R\{—1} — R mit

(a) Wo ist die Funktion konvex bzw. konkav? Bestimmen Sie alle lokalen Extrema von f.
(b) Besitzt die Funktion Sattelpunkte? Begriinden Sie Thre Antwort!

(c¢) Bestimmen Sie das asymptotische Verhalten von f, also den Grenzwert fir x gegen +oo
und —oo0.

(d) Bestimmen Sie den links- und rechtsseitigen Grenzwert von f fiir = gegen -1.

(e) Skizzieren Sie die Funktion!

Musterlosung:

(a) Berechne zunichst erste und zweite Ableitung von f mithilfe der Quotientenregel:

(r+1)2z—2® 22*°+2x -2 2°+22

| R R CE
) = (r+1)%(2z +2) — (2® 4+ 22) - 2(x + 1) _ (22 +2)(2* + 22 + 1 — 2* — 212)
(x4 1)* (x4 1)
2z +2
ICESVE

Es gilt somit

f"(z) >0 & z>-1
') <0 & x< -1

Daher ist die Funktion auf dem Intervall (—oo, —1) konkav und auf dem Intervall [—1, 00)
konvex. Wegen

fllx)=0 & 2*+2r=0(2+2)=0 & 2=0 V =2

und
ff0)=2>0, f'"(-2)=-2<0

hat f bei x = 0 ein lokales Minimum und bei x = —2 ein lokales Maximum.
(b) Nein, da es kein « € D(f) gibt mit f'(z) = f"(x) = 0.
(c) Es gilt

+00

’ f()—l' 1:2_, x_i—oo_
S f) = Jm = =g =
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(d) Da z? und = + 1 stetig sind und z +1 > 0 fir z > —1 und = + 1 < 0 fir * < —1, gilt

2
i = li =
x{l,zll f(l') T HEI1 T+ 1 o0
sowie
2
lim f(z)= lim = —0
x/‘flf( ) aN—~1x+1




Aufgabe 5 (3+3+4=10 Punkte)

Ermitteln Sie eine Stammfunktion:

(a)

/x2 cos(x) dx

Berechnen Sie die folgenden Integrale:
(b)

/ 23 —xde, reR

-

Fiir welche r wird das bestimmte Integral gleich 07
Hinweis: Sie kénnen 7 rechnerisch bestimmen, missen es aber nicht!

(c)

Musterlosung:

(a) Partielle Integration liefert

/ Poos(z)dr = 22sin(x) — / 22 sin(z) dz

= 2?sin(z) — 2 ( — cos(x /cos d:v)

= 2?sin(z) + 22 cos(x) — 2sin(x) + ¢

(b) Da das Polynom z* — z nur ungerade Exponenten besitzt, ist es ungerade. Aus Symme-

triegriinden gilt somit

/ 2 —xdr=0

fir alle r € R. Wer das nicht weif}; kann auch das bestimmte Integral l6sen und gleich Null

setzen:

" 1 1 ,]" 1 1 1
/a:?’—xdx = Zx4——x2 4 2 4

—-r

4 2 4

fir alle r € R.

10

=t -t =0



(c) Es handelt sich um ein unbestimmtes Integral. Substituiere z(x) := —y/z. Dann gilt

g—fc = —ﬁ und somit dr = —2y/x dz. Somit gilt zunéchst fiir das unbestimmte Integral:

/26\/5 dr = 262(—2\/5)dz
Vi Ve

= —4/ezdz:—4ez+c:—4eﬁ+c

Sei a > 0. Dann gilt

— —de Va4 4

a9 3 a
/ ¢ dor = —4e V=
0o VT 0

Wegen
lim —de Vo4 4=04+4=4

a—ro0

existiert das unbestimmte Integral:

002—\/5
/ ¢ dr =4
0
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Aufgabe 6 ((14+2+43)4+4=10 Punkte)

(a) Gegeben sei die Funktion

fiR? =R, f(z,y) =2y’ —=

(i) Berechnen Sie Vf(x,y).
(ii) Bestimmen Sie die Richtungsableitung von f im Punkt (1, 1) in Richtung des Vektors

(-1
T2
(iii) Bestimmen Sie alle lokalen Extrema und Sattelpunkte von f.

(b) Gegeben sei die Funktion
9:R* =R, g(z,y) = (2 — 2z) sin(y)

Zeigen Sie, dafl g keine lokalen Extrema oder Sattelpunkte besitzt!

Musterlosung:

(@) ()

(ii) Es gilt

VA(1L,1) = ( 8)

und somit fiir die Richtungsableitung;:
-1

va<x,y>=<w<1,1>,||2—|l>=<< g)gig><(g)(j§>>%

(iii) Bestimme zunéchst die stationdren Punkte von f. Es gilt

21 0
Vf(x,y)—(y%cy )_(O) &S P —1=0 A 22y =0

Es gilt weiterhin y> —1=0 < y=1 Vy = —1 und daher 22y =0 < z = 0. Also
sind (0,1) und (0, —1) die einzigen stationidren Punkte. Bestimme die Hesse-Matrix:

12



0 2y

Setze (0,1) ein:

D2f(0,1):<(2) (2])

Fiir den ersten Hauptminor gilt det(0) = 0 und fiir den zweiten Hauptminor
det(D?f(0,1)) = —4 < 0. Da weder der Fall > >’ (Min.) noch ’< >’ (Max.) vorliegt
und det(D?f(0,1)) # 0 ist, ist D?f(0,1) indefinit, und es liegt ein Sattelpunkt vor.

Setze (0,—1) ein:

D?f(0,-1) = ( . )

Fiir den ersten Hauptminor gilt det(0) = 0 und fiir den zweiten Hauptminor
det(D?f(0,1)) = —4 < 0. Aus denselben Griinden wie oben liegt auch hier ein Sat-
telpunkt vor.

(b) Fiir den Gradienten gilt

(2x — 2) sin(y)

Vy(z,y) = < (22 — 2z) cos(y) )

Versuche, Vg(x,y) gleich dem Nullvektor zu setzen:

(2x —2)sin(y) =0 & 2x—2=0 V sin(y) =0
&S =1V y=0

(% —2z)cos(y) =0 & w(z —2)cos(y) =0
= sz\/sz\/y:g

Da es kein # € R gibt mit z =1 A (zr =0 V z = 2) und auch kein y € R mit
y =0 A y= 7 (Hinweis zur Korrektur: Das muf nicht so ausfiihrlich angegeben werden!),
besitzt der Gradient von g keine Nullstelle, d.h., es liegen keine stationaren Punkte vor.
Somit kann g weder lokale Extrema noch Sattelpunkte besitzen.
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