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Aufgabe 1 (Taylorentwicklung)

Approximieren Sie die Funktion f: R — R, gegeben durch

f(z) =log(l+ az), a € R,

eine Taylor-Reihe um den Entwicklungspunkt xy = 1, und berechnen Sie
deren Konvergenzradius in Abhéngigkeit von a!

Musterlosung:
Es gilt:
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Also folgt allgemein

Fiir die Taylorreihe ergibt sich dann:
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Fiir den Konvergenzradius R der Taylorreihe gilt:
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Aufgabe 2 (Genauigkeit von Differenzenquotienten)

Vielleicht kennen Sie bereits die sog. O-Notation: Fiir p € N bedeutet
f € O(h?) bspw., dafl die Funktion f asymptotisch (d.h. fiir A — 0) nicht
schneller fillt als die Funktion g(h) := h?. Zeigen Sie mithilfe der Taylor-
entwicklung, daf} fiir den einfachen Differenzenquotienten gilt:

flz+h) - f(z)
h

= f'(x) +O(h)
und fiir den zentralen Differenzenquotienten aus Aufgabe 3 (Ubung 10):

fle+h) = flz—h)

— — f(a) + O(k?)

Dabei sei f : R — R mindestens viermal stetig differenzierbar, z € R und
h > 0. Der Ausdruck f'(x)+O(h?) bedeutet, daff auf f’(z) ein Term addiert
wird, dessen fithrender Term eine Konstante mal AP ist.

Musterlosung:

Taylorentwicklung von f(z £ h) um den Entwicklungspunkt x liefert:

Flath) = F(a) £ hp @) + ) = 1 prie) + o0m



Aufgabe 3

woraus sofort folgt
flz+h) - f(z)
h

Subtrahiert man f(x — h) von f(xz + h), so heben sich die geraden Terme
weg:

= /'(z) + O(h)

Fla+h) = fle—h) = 2hf'(z) + O(h?)

Division durch 2k liefert:

fle+h) = flz—h)
2h

= f'(z) + O(h?)

Da h — 0, ist der Term h? asymptotisch kleiner als k. Daher ist der zentrale
Differenzenquotiente doppelt so genau wie der einfache.

(Integrale geometrisch)

Bestimmen Sie die folgenden Integrale nur geometrisch, d.h. ohne Bildung
einer Stammfunktion!

(a) /3:c+1da;

-1

(b) /_chlx

Musterlosung:

(a) Die Gerade g(x) := z+1 bildet auf dem Intervall [—1, 3] mit der z-Achse
ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Fliacheninhalt durch
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gegeben ist.

(b) Das Integral ist gleich der Fliache des Halbkreises oberhalb der xz-Achse
mit Mittelpunkt (0,0) und Radius 2. Es gilt also
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Aufgabe 4 (Integrale)

Bestimmen Sie die folgenden unbestimmten Integrale:

(a) ’
/4x3+3x+1+—+5~\4/§dx
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/log(xQ) dx
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Musterlosung:

(a)

6 3
/4x3+3x+1+—+5~\4/de:x4+§x2+x+6log(|x|)+4x%+c
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/log(xQ) dr = 2/10g(m) dr = 2z(log(x) — 1) + ¢

dz

c¢) Substituiere z := sin(z). Dann gilt % = cos(z) und somit dz = .
dz cos(x)

Also gilt

/ cos(z) dr - /COS(ZL‘) dz _/ dz
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