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Aufgabe 1 (2.542.5+2.542.5=10 Punkte)

Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte:

(a)

I 4n? — 3n® + 2n — ™’
im
n—oo 14n% — Hn7 +12n3 + 1

lim a,,
n—oo

wobei (ay,)nen rekursiv definiert ist:

a,
an + 2

apg = 1, Any1 =

Hinweis: Sie miissen zunéchst mit einem geeigneten Konvergenzkriterium zeigen, daf
diese Folge iiberhaupt konvergiert, erst dann kénnen Sie den Grenzwert berechnen!

(c)

sinh(z)
im
z,/T tan(x)
(d)
i x2e”
im —
T—00 (ex — 1)2
Musterlosung:
(a) Es gilt
. 4n? —3n° 4+ 2n — T’ A3 2 7 0-0+4+0-7 1
lim = lim & = S
n—oo 14n® — bn” 4+ 12n3 + 1 nooo 14—+ 5 +-5  14—-0+0+0 2

(b) Am besten schreibt man sich zunéchst ein paar Folgeglieder auf:

, Q2 =

Ll

CL():]_, ay =

Sicherlich gilt V,en, @, > 0. Somit ist (a,) nach unten beschrinkt. Es 148t sich vermuten,
dafl die Folge monoton fallend ist. Es gilt:

Ant1 S G
a
& " _<a,
a, + 2
an >0 2
s a, < ay(a, +2) = a, + 2a,

& Oga?ﬂLan

2



Letzteres ist eine wahre Aussage. Da es sich stets um Aquivalenzumformungen handelt, ist
bewiesen, dafl die Folge monton fallend ist.

Wegen

an <%:1
an+2 7 ay,

vnENo Ant+1 =

ist (a,) auch nach oben beschrénkt, also beschriankt. Nach dem Kriterium iiber die mono-
tone Konvergenz ist die Folge also konvergent. Fiir den Grenzwert muf3 gelten:

a
- a+2
& ala+2)=a
& a+2a=a
& a+a=0
< ala+1)=0
& a=0V a=-1
Da V,en, an > 0, scheidet a = —1 als Grenzwert aus. Der Grenzwert ist also a = 0.

(c¢) Da sinh auf ganz R stetig ist und wegen

lim tan(z) = oo
gilt
sinh(z)

lim ——- =0
e/ T tan(x)

(d) Es liegt der Fall 2 vor. Also ist die Regel von de I'Hospital anwendbar:

lim — = lim S — fim
5o (e — 1)2 0 ) ame 2(er — 1)et | wooe 2(e” — 1)

00 . 24+ 2x 14
= (—:) lim = lim

o0 z—oo0 2eT r—oo eT

x2e® (oo _) 2xe® 4 z2e” o 2rx+ 2

1
Da die Exponentialfunktion schneller wéchst als jedes Polynom, gilt lim T
rz—oo e~t

= (0. Wer

das nicht weif}; kann auch nochmal I’'Hospital anwenden:

lim =72 (f:> lim - =0

z—oo e7T o0

Also folgt insgesamt

A ez !



Aufgabe 2 (24-24343=10 Punkte)

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz. Geben Sie jeweils an, welches Kriterium
Sie verwenden!

(a)

0 2

n
Zn2+1

n=0

(b) Berechnen Sie auch den Grenzwert dieser Reihe:

> ()

n=2

S 2= (1Y

—~  (3n+2)

(d) Fiir welche z € R konvergiert die folgende Potenzreihe?
= (2
> ()2
n=0 n

Musterlosung:

_n>_
n2+1

(a) Wegen lim — 1 1 #£0 ist keine Nullfolge. Also ist die Reihe nach dem Nullfol-
n—oo 1,

genkriterium divergent.

(b) Es handelt sich um eine geometrische Reihe. Da |#| < 1, ist diese (absolut) konvergent:

SOOI

n=2 n=0
9 16
= 5— ==
5 D
(c) Wegen
i?n—(—l)"\/ﬁ - 2n++/n o 2ntn
—~ (3n+2)° ~ Bn+2)3 T Bn+2)?
B 3n < 3n 3n 1
(B3 +2)3 7 (3n)3 2Tn3  9n2
RN . R N .
ist 9 Z 2 eine konvergente Majorante fiir die Reihe, also ist die Reihe nach dem Majo-

n=1
rantenkriterium konvergent.



(d) Sei ay, := (21?) Fiir den Konvergenzradius R der Potenzreihe gilt dann

(W) i (n+ D! (n+1)!
: : n S nln! 1 : :
B i | = 2 ey = ey =T T
n+1 ( n+1 ) m ' .
. 9 1 . on?P+2n+1 _ 1+%+n—12
= lim(n+1)"- = lim —————— = lim —5—"%
n—00 2n+2)2n+1) noccdn?+6n+2 noccd4 2+ 2
_1+0+0 1
44040 4

Also konvergiert die Potenzreihe (absolut) fiir [z — 2| < R = 1, also fiir —3 <z —2 < 1,

also fiir 1 <r<i

Es geht natiirlich auch mit dem Quotientenkriterium:

Sei @, := (*")(z — 2)". Dann gilt:

n

B n (2n+-2)!
N O CED) a2t e
lim |— = lim —5 : = lim ——— |z — 2|
nsoo |y, n—oo (21 |z 2" noee 22
! ! 2n + 2)!
= lim —~ n (@n +2) o =2

n—oo (n+1)! (n+1)! (2n)!
— dm o @n 4 2)@n 1) -2

4n? + 6n + 2 4+84+ 2
= lim 77;—'——TL+~|J;—2]: lim —2—" . |z — 2
4+0+0

= ———— - jr—2|=4-|z—2|
1+0+0

1

Dies ist genau dann < 1 wenn |z — 2| < 7, also ist nach dem Quotientenkriterium die

1
Potenzreihe fiir £ < z < § (s.0.) (absolut) konvergent.



Aufgabe 3 (34-34+4=10 Punkte)

(a)

(b)

(c)

Fiir welche a € R ist die Funktion f: R — R, gegeben durch

322 —a, x>1,

f(:c)::{ ¥ +a, <l

stetig? Begriinden Sie Thre Antwort!
Wo ist die Funktion g : R — R, gegeben durch

2 —1, x <1,
g(x) = 1, z=1
log(z), = >1

stetig bzw. unstetig? Begriinden Sie Thre Antwort!

Geben Sie ein offenes Intervall (a,b) C R an, in dem die Gleichung

1
5 sin?(z) = — cos(x)
genau eine Losung hat!

Hinweis: Existenz und Eindeutigkeit miissen bewiesen werden!

Musterlosung:

(a)

(c)

Es gilt
. o . 2_ _ _
lim f(z) = lim(32"—a)=3-a
m f(z) = Im(z®+a)=1+a

Esgilt 3—a=14+a & 2=2a < a=1. Also stimmen fiir a = 1 an der Stelle zy = 1
links- und rechtsseitiger Grenzwert (beide 2) und Funktionswert f(1) = 2 {iberein. Somit
ist f fiir @ = 1 an der Stelle xy = 1 stetig. Da beide Teilfunktionen als Polynome stetig
sind, ist f fiir a = 1 stetig.

Es gilt zwar

. . . I YERT 2 7
limg() = limlog(z) = 0 = lim(a* 1) = lim g(x)

also links- und rechtsseitiger Grenzwert stimmen an der Stelle xy = 1 iiberein, sind aller-
dings ungleich dem Funktionswert g(1) = 1 # 0. Also ist g an der Stelle zy = 1 unstetig.
Da 22 — 1 als Polynom und die Logarithmusfunktion stetig sind, ist g ansonsten stetig.

Wir betrachten die Funktion

1
h:R—=R, h(z) = 5 sin?(z) 4 cos(x)



welche als Zusammensetzung trigonometrischer Funktionen stetig ist. Wegen

h(0) = 1>0
T 1
h(3) = 520
hMr) = —1<0

hat h nach dem Zwischenwertsatz im offenen Intervall (7—;, 7T) eine Nullstelle und die Glei-
chung somit eine Losung. Es gilt

h'(z) = sin(z)cos(x) — sin(x)
Auf (Z,7) gilt sin(z) > 0 und cos(z) < 0, also sin(z) cos(z) < 0 und //(z) < 0. Also ist h

auf diesem Intervall streng monoton fallend. Damit ist die Nullstelle bzw. die Losung der
Gleichung in dem Intervall eindeutig.



Aufgabe 4 (24(3+5)=10 Punkte)

(a) Betrachten Sie die Funktion f :R._; — R, gegeben durch

f@%ﬂ%ﬂ+@—J%5

auf einem Intervall [0,b] C R,. Zeigen Sie, daf es ein & € [0, b] gibt mit

f() =bf'(€)
Hinweis: Verwenden Sie einen zentralen Satz aus der Differentialrechnung!

(b) Wir betrachten die Funktion f : [~v/2,v/2] — R mit
f(z) = 2* + V2 — 22

(i) Bestimmen Sie die erste Ableitung von f, und zeigen Sie, dafl die zweite Ableitung

durch
2

fia) =2 — ————
(2 —x?)3
gegeben ist!

(ii) Wo ist die Funktion konvex bzw. konkav? Bestimmen Sie alle lokalen Extrema von f.
Hinweis: Sie diirfen hier das Ergebnis fiir f”(x) verwenden, auch wenn Sie Teilauf-
gabe (i) nicht (korrekt) gelost haben!

Musterlosung:

(a) Da f auf ihrem Definitionsbereich als Zusammensetzung einer Logarithmusfunktion
und einem Quotienten eines Polynoms und einer Wurzelfunktion differenzierbar ist,
gilt nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung;:

F0) = J0) _ fB) =0 _ J(b)

Jeeps) 1(§) = T — b
also f(b) = bf'()
(b) ()
flo) = 20— -
! T2 Vo
7 '2_102—’_2\/2230? 2 — 2%+ 2?
fiw) = 2= 2 — a2 o (2 — 22)3
- 92_ 2
(2 —a22)3



(i) Es gilt

f'(x) =0
2
= >
(2 — 22)3
1
< 1> —
V(2= 2?)?
& 1 <\/(2—22)3
& 1< (2-27)°
& 1<2—2?
& 2 <1
& r <1
& xe[-1,1]

Da [-1,1] € Dy = [-v/2,V/2], ist f auf dem Intervall [—1,1] konvex und fiir
V2 <2< —1und 1<z <2 konkav.
Weiterhin gilt

fi(x) =0
o =T
V2 —a?
4o = z*
2 — x2

(2 — 2?)42? = 22
2?(1-4(2-2%)=0

r*(42* —

7 =0
I_O\/CL’—\/?\/J?——\/?
n V4 N 4

Alle Nullstellen der 1. Ableitung liegen im Definitionsbereich von f, sind somit
Kandidaten fiir lokale Extrema. Wegen

T 0 0

" o _i
1) = 2 ¢g>0

7 2 2
fff(i ) _al 2,2
4 (2- 1y (5)’

liegt bei x = 0 ein lokales Minimum und bei x = \/Z sowie bei r = —\/Z jeweils

ein lokales Maximum vor.



Aufgabe 5 (44-34+4=10 Punkte)

(a) Ermitteln Sie eine Stammfunktion:

/4a72+14:v—|—4
—  dx
3+ 42?2 + Az

Berechnen Sie die folgenden Integrale:

(b)

Musterlosung:

(a) Partialbruchzerlegung liefert (A, B,C € R):

4 + 14z +4 4o+ 1de+4 4+ 14z +4 A B C

Prartar | w1414 2@+2? 7 2+2 (w+27
 A(@+2°+Ba(x+2)+Cx A(x® +4x+4)+ Ba® + 2Bz + Cx
B x(z + 2)? B z(r + 2)?

Ax? + 4Ax +4A+ Ba? +2Bx+ Cx (A+ B)a®> + (4A+ 2B+ CO)z +4A

z(z + 2)? B z(z + 2)?
Koeffizientenvergleich liefert

4A = 4 = A=1
A+B = 1+B=4 =B=3
4A+2B+C = 4+6+C=14 =C=4

Also folgt fiir das unbestimmte Integral:

/4x2+14x+4d / 1,3 4 q
————dr = — x
3 + 422 + 4o r z+2 (r+2)?

4
= log(|z|) + 3log |z + 2| — P +c

10



(b) Substituiere z = z(z) := 2 + 2?. Dann gilt £ = 2z und somit dz = £. Fiir die Integrati-
onsgrenzen gilt z(0) = 2 und 2(1) = 3. Also folgt

/1 T dx B 31%_/3 dZ
0 \/2+{L'2 - 2 \/E2$— 9 2\/2
- Vi =vi- Vi

Man kann auch z = z(z) := v/2 + 22 substituieren. Dann gilt £ = 2\/31952 = ==

also dz = 2%, Fiir die Integrationsgrenzen gilt 2(0) = v/2 und z(1) = v/3. Also folgt

/1 T J /\/g:czdz /\/gld
0 V24 x? Vi 2T V2
:z\gzﬁ—\/ﬁ

(c) Es handelt sich hierbei um ein uneigentliches Integral: Sei b > 0. Partielle Integration
liefert

b b , b
—dr = / z-e Ydr = —xe_fc} + / e Tdx
1 1

1 e’ 1
= —(bet—e ) - =—be Tttt — (et =)

2
= —bel—et 4=
e

b—o0 e (S
2
Wert G

2 2
Da lim (—beb —e b4 —> = —, existiert auch das uneigentliche Integral und hat den

11



Aufgabe 6 (44+6=10 Punkte)

(a) Zeigen Sie, daf} die Funktion
f:RxR\{0} =R, f(z,y) = 2%y — T3
Y

keine stationdren Punkte besitzt!

(b) Bestimmen Sie alle lokalen Extrema und Sattelpunkte der Funktion

f:R* =R, f(z,y) =2 +y° +ay
Musterlosung:

(a) Fir den Gradienten gilt

Vi(z,y) = ( 2y =, )

z? + ¥z
Dieser ist gleich dem Nullvektor genau dann, wenn

1
20y — — =0 A ZE2+%:O
Y (Y

Betrachte zunéchst die erste Gleichung:

1
20y — — =0
Yy
& 2P —1=0
& 22y% =1
1
N 1
T =—
2y?
Einsetzen in die 2. Gleichung ergibt:
1 n r
4yt A

Da V,cr\(oy ¥* > 0, ist diese Gleichung fiir kein y € R\{0} erfiillt. Somit existieren keine
stationéren Punkte.

12



(b) Fiir den Gradienten gilt

2
Vi = (51t

30 +y=0 A 3y +x=0

Lose die erste Gleichung nach y auf: y = —322. Einsetzen in die zweite Gleichung ergibt:
272 + 2 =0
& z21*+1)=0
& r=0 V= —i
B 27
& 0V L
xr = Tr=—=
3
Im Falle von x = 0 ergibt sich y = 0, und im Falle von =z = —% ergibt sich y = —%. Somit
sind die einzigen beiden stationdren Punkte (0,0) und (-3, —3).

Fiir die Hesse-Matrix gilt
6 1
D*f(x,y) = ( 1 )

Setze nun die stationaren Punkte ein:

.Wﬂ&mz(gé)

Der erste Hauptminor ist 0 und der zweite det(D?f(0,0)) = —1. Es liegt weder der Fall
vor, daf} alle Hauptminoren echt positiv sind, noch, daf§ der erste echt negativ und der
zweite echt positiv ist. Also ist D?f(0,0) nicht positiv und nicht negativ definit. Da
det(D?f(0,0)) # 0, liegt auch keine Semidefinitheit vor. Nach dem Kriterium von Syl-
vester liegt somit Indefinitheit vor. Somit handelt es sich bei (0,0) um einen Sattelpunkt.

2 (55) = (7 %)

Der erste Hauptminor ist —2 < 0 und der zweite det (D2f (—%, —%)) = 3 > 0. Aufgrund
des abwechselnden Vorzeichens, beginnend mit <, liegt negative Definitheit vor. Somit liegt

bei (—%, —%) ein lokales Maximum vor.
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